
WŁADYSŁAW WILK

Erzeugung der Unterfunktionssysteme 
in den Funktionssystemen

In  der v orliegen d en  A rb e it w i l l  ic h  auf das Problem der 

Erzeugung von U n terfunktio n s s y s te men und U n terfu n k tio n ssya - 

temen mit E in h eitse lem en t in  den Funktionssystem en eingehen. 

Einen E in b lic k  in  den ürsprung der B e g r if f s  des F u n k tio n s- 

system s und d ie  Beschreibung der Grundmodellen von d ie se r  

S tru k tu r  kann der Leser in  den Arbe'iten von B .Schw eizer und 

A .S k la r  (  [1 ] , [2 3 , C33) gewinnen. Die A u sgan gsd efin ition en  

und -s ë t z e  in  meiner A rb e it stammen auch aus e in er der oben- 

genannten A rb eiten  ( [ 1 3 ) .

Das Grundproblenr, m it dem ich  mich b e fa s s e , i s t  d ie  Kon- 

s tr u k tio n  der d u rch .e in e  n ic h tle e r e  Teilmenge des F u n k tio n s- 

system s erzeugten  U nterfunktionssystem e und der Unterfunk­

tion ssystem e m it E in h e itse le m e n t. Eervorzuheben sin d  f o l -  

gende w esen tlich e  Punkte: d ie  S ë tz e  ,|die d ie  K onstruktibn . der 

erzeugten Unterfunktionssystem e b e tr e ffe n  (S ë tz e  10 und 12) j 

d ie  notwendige und hinreichende Bedingung fü r  d ie  E x isten z  

des erzeugten  U nterfunktionssystem e m it E in h eitselem en t
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(S a tz  1 3 ) ;  und der S a tz , der den Zusammenhang zwischen dera 

durch d ie  gegebene Menge erzeu gten  U n terfu n ktion ssystem  mit 

E in h e itse łem e n t (so w e it es vorhanden i s t )  und dem einfachen, 

durch d ie se  Menge erzeu gten  U n terfu n ktion ssystem  f e s t l e g t  

(S a tz  1 4 ) .

1. Einfiibnmg

DEFINITION 1 .  ( s . [ 1 ] )  .  Funktionssystem  -  kUrzers F - ,S y s -  

tem -  nennen w ir e in e  S tr u k tu r  ( A , °  ,L ,R ) ,  d ie  aus e in er 

n ic h tle e r e n  Menge A , e in e r  b in ëren  O peration  o und zwei 

unëren O perationen L und! R b e s te h t , d ie  auf der Menge 

A d e f in ie r t  s in d  und fo lgen d en  Axiomen genllgen:

AXIOM 1 .

(A .1 ) Das Paar (A ,® ) ein e Halbgruppe.;

AXIOM 2 .

Flir je d e s  a t  A g i l t :

(A*2a) LRa = R a, RLa = La;

(A .2b) La o a = a = a o R a .

AXIOM 3 .

FUr je d e s  Paar a ,b * A  g i l t :

(А .З а ) L (a  » b) = L (a  •  Lb) , RCa o b) = R(Ra • b) ;

(A»3b) La •  Rb = Rb ® La;

(A .3c) Ra » b = b «  RCa o b) ,

DEFINITION 2 .  ( s , [ 1 ] ) .  E in  Element s des F -System s 

( A , “ L ,R ) nennen w ir e in  U n tere in h eitse lem en t dann und nur 

dann, wenn e in  Element a a  A e x i s t i e r t ,  das d ie  G leichung
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s = Ra e r f U l l t .

SATZ 1 .  ( s .L 1 ] ) .  In  jedem F-System  (A , о tL ,R ) sind 

fo lgen d e Bedingungen g le ic h w e r tig :

CA) s i s t  e in  'U n tereib h eitse lem en t;

CB) s s  L s ;

(C )  e in  Element a U  e x i s t i e r t ,  fUx das s = Laj

CD) s s  R s .

SATZ 2 .  C s . [1]) . Sind s und t  U n terein h eitselem en te , 

so g i l t :

(a) s o t  = t  о s ;

(b) s o t  1 s t  e in  Uhfcereinheitselem ent.

DEFINITION 3 .  ( s .  C13) .  S e i  (A , о ,L ,R )  e in  F-System

und a ,b e A .  a £ b  dann und nuz dann, wenn a -  b »  Ra.

SATZ 3* Cs* ИЗ) • Die R e la tio n  i  i s t  eine Halbordnung. 

SATZ 4 ,  C s .C D ) • Fût a i l e  Elem ents a ,b  des F-System s 

C A ,® ,L ,R )  g i l t :

LCa® Ъ) S L a , R C a ô b ) S Rb.

SATZ 3» Cs. ИЗ) . 1 s t  s  e in  TM tereinbeitselem ent und 

a S  s ,  so i s t  a e in  U n terein h eitselem en t ondes b e s teben 

d ie  Gleichungen a o s  = s o a  = a .

DEFINITION 4 .  ( s .  LU) .  Ein|F-System  wird e in  F-System  

m it E in h eitse lem en t genannt dann und nur daim,-wenn d ie  

Halbgruppe CA,o) das E in h eitse lem en t b e s i t z t .

D ie oben angeftLhrten E igen sch a ften  des F-System s haben 

mich v e r a n la s s t ,d ie  Menge von IJnterei nheitselem enten des
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F -System s zu u n tersch eid en .

DEFINITION 5» S e i  (A , о ,L ,R )  e in  F -Sy ste m , D ie Menge 

E(A ) = jj3feAs s i s t  e in  U n tere in h e itse le m e n t} 

nennen w ir das untere E a lb g i t t e r  von U n tere in h eitse lem en ten  

Coder ktlrzer g e s a g t : E a lb g i t t e r )  d ie s e s  F -System s

B e m e r k u n g  1 .  Aus dem S a tz  1 f o l g t ,  d ass L 

und E d ie  Menge A auf d ie  Menge E(A ) ab bilden  und Id e n - 

t i t a t e n  auf e in e r  b e lie ^ ig e n  n ic h tle e r e n  Teilm enge des E a lb - 

g i t t e r s  E(A) s in d .

SATZ 7 .  E in  Element n des F -System s ( A , о ,L ,R )  i s t  

das E in h e itse le m e n t d ie s e s  F -System s genau dann, wenn n =

= гпох|е (А) 2 .

S e i  F (X ) e in e  Menge von a l ie n  p a r t ie l le n  Abbildungen 

der Menge X in  s ic h .  F (X ) i s t  nun ein e Menge von R e la -  

tio n e n  besonderen Typs -  d ie  le e r e l R e la t io n  w ollen  wir auch 

a ls  e in e  Abbildung b e tr a c h te n . Nehmen w ir an, d ass d ie  e in -  

fach e  Kom position der R e la tio n e n  d ie  binBre O peration  о in  

der Menge F(X) s e in  s o l i .  Flir f  fc FCX) d ef in ie re n  wir R f 

und E f folgenderm assen:-

R f = id Df  und L f = id(jf ,

womit idjj^ d ie  Id e n titM t auf dem B e re ich  der Abbildung f  

i s t  und i d ^  d ie  I d e n t i t a t  -auf dem W ertbereich  der A b b il­

dung f .  B e i so bestim m ten O perationen i s t  das Komplex

1 ( e ( A ) , = )  i s t  e in  u n teres E a l b g i t t e r ,  dann fU r a l lé  
Elem ente a ,b fe E (A ) g i l t  a * b  = in f C a ,b ) .

2 Im Sinne der R e la t io n  g  .
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( F CX) , »  , L ,R ) . e in  F u nktionssystem mit E inheitselem ent. 

j  = id ^ . R e la tio n  Ç  i s t  in  diesem F a l l  d ie  einfache E in - 

schrënkung der Abbildung ( s . [ 3 ) ) «

DEFINITION 6 .  Eine n ic h tle e r e  Teilmenge D der Grund- 

menge des F-System s ( A , o ,L ,R )  nennen wir e in  U n ter- 

funktionssystem  -  k llrzer: F -U ntersystem  -(U n te r fu n k tio n s - 

system mit E in h eitse lem en t -  k tlrzerj F-Untersystem  mit E in ­

h e itse le m e n t) d ie s e s  F-System s dann und nur dann, wenn wir 

nach den Einschxënkung der O perationen: о , L , R auf d ie  

Menge D ein  F-System  (.e in  F-System  m it E in h eitse lem en t) 

e rh a lte n ,

V /eiterhin  w ollen  wir ftir  Bezeichnung der Operationen 1m 

F-System  und dessen F-U ntersystem  d ie se lb e  Zeichen anwenden, 

was jedoch keine U n verstH n dlichkeit herbeifUhren s o i l .

B e m e r k u n g  2 ,  A is  unm ittelbare Folge von Sa tz  1 

und D e fin it io n  6 erh a lten  w ir: wenn D e in  F-Untersystem  

i s t ,  so g i l t

(1 ) E(D) = DnECA) .

S ë tz e  1 und 2 le sse n  d ie  Behauptung zu , dass E(A) ein  

kommutatives F-U ntersystem  des F-System s ( A , » ,L ,R )  i s t .

SATZ 8 . 1 s t  D eine n ic h tle e r e  Teilmenge der Grundmen- 

ge des F -System s ( A ,*  ,L ,R ) ,  sos

(a) i s t  D e in  F-U ntersystem  genau dann, wenn fo lg e n - 

de Bedingungen e r f l i l l t  s in d :

(E) fUr jed es Paar a ,b feD  g i l t  a o b * D ,

(F) ftir je d e s a ftD  g i l t  L a ,R a tD ;
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(b )  i s t  D e in  F -U n tersystem  mit E in h e itse le m e n t genau 

dann, wenn au sser CE) und CF) fo lgen d e Bedingung e r f l l l l t  i s t :

(G) in  A e x i s t i e r t  e in  Element n , so dass n = max D n E(A ),

В e w e i  s .  Aus e r s ic h t l ic h e n  Grllnden i s t  d ie  e r s te  

These r i c h t i g .  D ie These (h ) f o l g t  u n m itte lbar aus S a tz  7 

und G leichung ( 1 ) .

DEFINITION 7« E s s e i  (A , ° ,L ,R )  e in  F -System  und В 

-  ein e n ic h t le e r e  Teilm enge der Menge A . Das im Sinne der 

In k lu s io n  k l e i n s t e ,  d ie  Menge В en th a lte n d e 'F -U n te rsy ste m  

(F -U n tersystem  m it E in h e itse le m e n t) h e is s t  das durch d ie  

Menge В erzeu gte  F -U n tersystem  (F -U n te rsy ste m  mit E in h e its ­

elem ent )d ie s e s l F -S y  stem s. Die in  der ohigen D e f in it io n  g e -  

nannten F-U ntersystem e w ollen  wir entsprechend mit G(B) 

und G(B) bezeichnen*

B e m e r k u n g  3 .  G(B) e x i s t i e r t  immer und i s t
r.

D u rch sch n itt e in e r  F a m ilie , d ie  aus a lie n  d ie  Menge B e n t -  

h alten den  F-U ntersystem en b e s te h t .  G(B) e x i s t i e r t  daher 

n ic h t immer, wenn auch das b etreffen d eF -S y ste m jd a s  E in h e its ­

element b e s i t z t ;  S a tz  13 wird d ie  notwendige und h inreichende 

Bedingung ftir  E x is te n z  von G (В ) angeben, wodurch das Pro­

blem der I l lu s t r ie r u n g  der obigen Behauptung am en tsprech en - 

den B e is p ie l  v B l l i g  g e lB s t  werden s o l i .  In so fe rn  G(B) e x i­

s t i e r t ,  so i s t  as D u rch sch n itt e in e r  F a m ilie , d ie  aus a lie n  

d ie  Menge B an th alten den  F-U ntersystem en m it E in h e its e le ­

ment b e s te h t .
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DEFINITION 8 .  Etnę n ic h tle e r e  Teilmenge X e in er h a lb - 

geordnefcen Menge ( Y ,  nennen wir einen A n fa n g sin te rv a ll 

dann und nur dann, wenn fU r b e lie b ig e s  y 6 Ï ,  x o X  g i l t s  

wenn у so l i e g t  y v in  X .

SATZ 9» 1 s t  N e in  A n fa n g sin te rv a ll in  der halbgeordne- 

ten  Menge ( E ( A ) , e ) ,  so i s t

A(N) = IT 1 (N) n E ‘ 1 (N)
*

ein  F-U ntersystem  des F -System s (A , •  ,L ,R )  und b este h t 

fo lgen d e G leichung:

E(ACN)) = N.

В e w e i  s .  Wenn а ,Ъ 4 А С Ю , so e r g ib t  s ic h , dass 

L a ,R a fcN . Aus S a tz  4  f o l g t

L (a  о b) S  La und RCa® b) Çj Rb; 

und da N e in  Anf a n g s in te r v a ll  in  ( E C A ) » i )  i s t ,  so g i l t  

a o bfe ACN). Aus der Bemerkung 1 f o l g t ,  dass R(N) = N, 

woraus

C2) N c R “ 1(R(N )) -  B“ 1(N )

f o l g t ;  und in  analoger Weise

C3) N C  L” 1 (N ) .

Aus C2) und ( 3 )  e r g ib t  s ic h , dass N C A (N ).

Wenn nun c e ACN), so g i l t  L c ,R c fe N c A (N ) , Damit e r -  

h a lte n  wir unter Berticksich tigu n g von S a tz  8 , . dass ACN) 

e in  F-U ntersystem  i s t .

Da N C E (A ) und N cA C N ), so haben wir nach ( 1 ) ,  dass 

(4) NCACN) nECA) = ЕСАСЮ) .

153



Wenn d* Е(АСЮ) » so g i l t  nach S a tz  1 d = Rd. A n d e re rse its  

dfe ЕСАСЮ) C  ACH) C  R "1 Ü O ,

und damit

d = R d t  N.

In  C4) g i l t  a ls o  d ie  G le ic h h e it .

2. Erzeugung der F-Untersysteme G(B). fle ite rh in  b e - 

zeichnen wir durch PCX) d ie  durch ein e n ic h tle e r e  T e i l -  

menge X der Grundmenge des F -System s ( A , о L ,R ) erzeu gte 

Unterhalbgruppe der Halbgruppe ( A ,  o )  .

SATZ 1 0 . 1 s t  В e in e  n ic h tle e r e  Teilm enge der ürund- 

menge des F -System s C A , « , L ,R ) « so g i l t  

GCB) = PCB и E(GCB))) .

В e и e i  s .  Setzen  w ir P = PCB и E(GCB))) .  D ie In k lu -

s io n  P c  GCB) l i e g t  auf der Hand. Dass P der Bedingung
*

CE)gem igt,| i s t  ebenso o ffe n b a r .

Wenn a t  P , so g i l t  a t-G CB ) und f o l g l i c h  

L a tRa t  E(GCB)) С  P , A u s  S a tz  8 kann a ls o  f e s t g e s t e l l t  w er- 

den, d ass P e in  d ie  Menge В en th a lten d es F-U n tersystem  

i s t t woraus wir e rh a lte n :

G(B) C  PCBuECGCB))) 

und damit i s t  der Beweis e rb ra ch t,

SATZ 1 1 . 1 s t  (A , •  yL ,R ) e in  F -Sy ste m , В eine n ic h t­

le e r e  Teilm enge der Menge A und fN4| F a m ilie  von
u 1 ifc  I

a l ie n  Teilm engen der Menge ECA) ,  so d ass ftlr  je d e s  i & I



CO) LCB) и RCB) c  Ni f

CP) L C B o P ü f ^ c  PCN^

CQ) RCPCN±) о в) c  PCNj)

g i l t *  so i s t  fo lgende Gleichungs

E (G 03)) = П P(N.)
i e  I  1

e r f  m i t .

В e w e i  s .  D ie F am ilie  (нЛ
1 i  e I

i s t  n ich t le e r ,

denn E(A) i s t  ih r  Elem ent. Wir w ollen zunSchst bew eisen, 

dass ftlr  jed es i e l  d ie  Menge P.̂  = Р ( В и ^ )  e in  F -U n te r - 

system i s t ,  Zu diesem Zwecke gentlgt e ig e n t lic h  zu ze igen , 

dass a i le  Pi  E ige n sch a ft CF) e r f l l l le n .

V/enn a t B u ^ ,  so nach (0 )  und Bemerkung 1 erh alten

w i r s

Ra fe RCB u N±) = R CB) и RCNj) = R (B) u N± = N± c  PCN^ . 

Nehmen wir fo lgende Indunktionsvoraussetzung ans L ie g t ein  

Element in  der Menge P^ und i s t  'dessen D a rste llu n g  in  der 

Form des Produkts von den Elementen der Menge В и von 

der L8nge к Ck i s t  eine n a tü r lich e  Z a h l) , so gehUrt das 

R é s u lta t der Operation R auf diesem Element zu PCN^ ,

FUr a e P̂  ̂ von der D a rste llu n g

a = ®'ie • • • °  »

womit 8/|, . .  . »а^+  ̂ fc В и N^, haben wir danns 

Ca) wenn a ^ ^  e B , so g i l t

Ra = RCRCa^ ° . . .  «> ак ) о ак+1Н  P O Ç  j (A *3a ,(Q ))
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A n lich er  Gedankengang kann fU r d ie  O peration  L durchge- 

fllh rt werden.

Aus oben durchgeftlhrten Betrachtungen e r g ib t  s ic h , dass 

a l l é  P.. zu der F a m ilie  von F-U ntersystem en gehdren, dereń 

D u rch sch n itt G(B) i s t .

In  Anlehnung an d ie  vorangegangene S c h lu ssfo lg e ru n g : 

dass wenn so Ha & PCN^) g i l t  -  w ollen  wir bew eisen,

da3s

E CPt ) C  PCNj) .

In  der T a t ,  wenn a zu ECP^) g e h C rt, so Ra = a l i e g t  

in  P.t und datait a fc PCNj) .

Die In k lu sio n  PCNj) c  ECP^) l i e g t  auf der Hand.

Aus der G leichung ECF^) = PCN^) und ob'fen d a r g e s te llte n  

E ige n sch a fte n  der F -U ntersystem e P^ f o l g t

SATZ 1 2 . Es s e i  В ein e n ic h tle e r e  Teilmenge der Grund- 

menge des F -System s (A , « ,L ,R ) .  Setzen  wir

H° = L(B) U RCB) .

Es s e i  nun

C5) ECGCB)) с  П  РШ ,) .
A r  T *ife I

Da ECGCB)) €• ( nJ , so g i l t  in  (5 ) G le ic h h e it
i  1 1

H1 = L (В о PCNi_ 1 )) u RCPCN1” 1) « B)
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V« U N1.
i  = O

Dann b e ste h t d ie  G leichung

ECGCB)) = P (Ń ).

В e w e i  s .  ZunHchst w ollen  wir bew eisen, dass 

C6) ftlr  je d e s  i  = 0 , 1 , 2 , . . .  g i l t  c  Ni + 1 ,

GehBrt x zu № , so e x i s t i e r t  e in  Element a e B , so 

dass x = La Oder x = R a . Nehmen wir x = Ra an. Dann 

gehBrt La zu und f o l g l i c h

x = R(La o a) fe R ( N ° o  в) c  R (P (E °) » В) c  N1 . ,(A.2b)

Der Beweis im anderen F a l l  wird in  analoger Weise ćurch ge- 

f l ih r t .

Aus der Voraussetzung
jfi c  Ni+1

e r g ib t  s ic h

PCN1) c  P(Ni+ 1 ) ,

woraus f o l g t

L(B o PUT1)) c  LCB o PCNi+1)) und RCPCN1) •  В) c  RCPCN1 *1) » B) , 

d .h .

Ni + 1 c  N1+2.

Die Bedingung (6 )  i s t  a ls o  e r f l i l l t .

Nun w ollen  wir nachw eisen, dass Ń eine der Mengen der

im S a tz  11 d e f in ie r te n  F am ilie  f N. }  i s t .
1 i t l

Dass d ie  Menge Ń der Bedingung (0 ) gen llgt, e r g ib t  s ich

flir i = 1,2,3»..»; es sei ferner
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u nm ittelbar aus (6)

Nun w ollen  w ir bew eisen , dass

LCBePCN )) с  PCŃ).

Es s e i  x w L(B  o PCN)) . Dann e x is tie r e n s  a 6 B , a., fc N \

i 2 i k 1
ai  t  N aL fe N , womit , i 2 , . . .  , i k , к n a tlix lic h e

2 к
Zahlen s in d , so dass

x = L (a  a Ca. ° а., о . . .  о a.. )) •
X1 x2 xk

Aus (6 ) f o l g t  ab er, d ass а- ,а ц , . . . , а ц t  № ,  womit
X1 x2 xk

s = max , i 2 , . . . ,  i k) , woraus wir haben:

a. о a. ® .. • e a• PCN3) ;
X1 x2 xk

u rui £  o ł g l l rC b

xfeLCB ep(№)) c № +1 c pCń).
Entsprechend beweisen w ir , dass

R(PCN) о B) C PCŃ).

Iłach Sa tz  11 kbnnen wir a ls o  behaupten, dass 

E(GCB)) c  PCŃ).

A n d e re rse its  sind a l lé  Nx in  ECGCB)) e n th a lte n , woraus 

unter B erllck sich tigu n g von S a tz  2 f o l g t

PCŃ) c  E(GCB))

und datait i s t  der Beweis e r le d i g t .

Die SS tze  10 und 12 g e s ta tte n  das F-U n tersystem  GCB) 

e f f e k t iv  zu k o n stru ie re n .

In  nanchen F a lle n  kann man d ie se  K o n stru k tion  w esen tlich

verein fach en :
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-  1 s t  im F-System  ( A , о ,L ,R )  d ie  Operation e kommu- 

t a t i v ,  so g i l t  R = b ( v e r g l . [ 2 ] ,  K o ro lla r  nach S a tz  2 ) ,  

dann i s t  d ie  G leichung

N = P(R CB))

e r f ü l l t ,  woraus f o l g t

G (B) = PCBuRCB)) .

-  1 st im F-System  CA,® ,L ,R )  das H a lb g itte r  E(A) 

ein e end lich e Menge, so e x is t i e r t  nux eine endliche Anzahl 

von verschiedenen Mengen E^, was w esen tlich  d ie  Ausftlhrung 

der K on stru ktion  des F -U n tersystem s G(B) e r le ic h t e r t .

Kommt Ikeiner der obigen F S l le  v o r , so kann, aber n ich t 

unbedingt, N d ie  V ereinigung von unendlicher Anzahl v e r -  

schiede;ner Mengen E^ s e in , wenn auch eine der Mengen E1

eine Unterhalbgruppe ider HalbgruppeifEfA) ,o )is t  .D is s e  Behauptung
*

Iw ollen wir an fo lgenden  B e is p ie l  veran sch aulich en .

B e i s p i e l .  Betrachten  wir e in  F-System  (F C R ,o ,L ,R ) , 

womit 31 d ie  Menge der re e le n  Zahlen i s t .  Die Funktion 

f :  x -* -  2x fe T? i s t  e in  Element d ie se s  F -System s.

FUr d ie  Erzeugendenmenge B = {f}  erh a lten  w ir:

E^ = { i d  r n 6 ^ - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . , i } | ,

mit I  = 0 |yly2 f««* •

Dagegen flir  B = { g } ,  mit g : [0 | 3 l] э х —► 2x + 1C- H 

g ib t  es nur fU n f verschiedene Mengen N1 CE = N ^).
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3. Erzeugung der F-Untersysteme G(B).

SATZ 1 5 . 1 s t  ( A ,o  ,L ,R )  e in  F -System  und В eine 

n ic h t le e r e  Teilm enge der Menge A , so e x i s t i e r t  G (B) dann 

und nur dann, wenn d ie  Menge von a lie n  zu E(A) gehBrenden 

M ajoranten der Menge L C B )и RCB) das Maximum b e s i t z t  Oder 

d ie  Menge von a lie n  zu E(A) gehdrenden M ajoranten der 

Menge L C B )и RCB) nur e in  Element e n th S lt .

В e w e i  s .

( - * )

Bezeichnen wir mit n das E in h e itse le m e n t des F -U n te r - 

system s G CB), Dann i s t  nach S a tz  7 o ffe n b a r , dass 

n = max E(G (B)) . Da d ie  In k lu s io n  LCB) u R(B) c  E(GC3)) 

b e s te h t ,  so i s t  n e in e  M ajorante der Menge L(B ) u R ( B ) .  

Hun genllgt es zu bew eisen, dass wenn n jC L(B) о R (B ) , so i s t  

n d ie  e in z ig e  zu ECA) gehürende M ajorante d ie s e r  Menge.
A

Angenommen, d ass n LCB) и R.(B) , s t e l l e n  wir fo lgen d e  Hypo­

th èse  a u f: in  ECA) e x i s t i e r t  e in  Element m, so dass 

m ^ n und m ein e M ajorante der Menge L (B )u R C B ) i s t .  

Dann i s t  d ie  Menge

C7) X (B ) = [ t % EC A ): in  L ( B ) u RCB) e x i s t i e r t  e in  Element s ,  

so dass t  i  s ]

e in  A n fa n g s in te r v a ll in  , = ) •  S a tz  9 g e s t a t t e t  f o l ­

gende Behauptung:

A cx Ш )  = I T 1 (X CB)) n R"1 (X CB)) 

i s t  e in  B umfassendes F -B n tersy stem .
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Beweisen wir zunHchst, dass d ie  Menge A(X(B)) u (m] 

e in  F-U ntersystem  m it dem E in h eitselem en t m i s t .  Wenn 

a & A (X (B )) U {m}, so g i l t

a o m = (а в Ra) о m = 

= a o(Ra о m) =

= а о Ra = а .

(А.2Ъ)

(А .1)

С Г .5 ,А .2 Ь )

Entsprechend e r g ib t  s ic h , dass mo a = a . Da m e E (A ), so 

g i l t  m = Lm = Rm. Somit i s t  A(X(B)) u[m } e in  Element der 

F am ilie  von den В enthaltenden F*-Untersystemen. Offenbar 

i s t ,  dass n^A (XCB)) и [m }, denn g e s e t z t ,  dass d ie  a b g e le i-  

te te  S ch lu ssfo lgeru n g  n ic h t r ic h t i g  wHre, kBnnten wir b e - 

haupten, dass nfeXCB) und s c h l ie s s l ic h  n ь LCB) и R (B ) , 

was jedoch im Widerspruch zur angenommenen Voraussetzung 

s t e h t .  Sobald n^A (XCB)) и {m}-,. so g i l t  n ^ G (В) , was den 

Widerspruch d a r s t e l l t .

( < - )

Es s e i  nun Wu eine F am ilie  von a lie n  d ie  Menge

В umfassenden F-Untersystem en m it E in h e itse le m e n t. Nehmen

wir zunSchst an, dass d ie  Menge L (B )u R (B )  das Maximum n^

b e s i t z t *  In diesem F a l l  i s t  d ie  F am ilie  ( в Д  n ic h t
1 i  Ы  '

l e e r ,  denn das in  C7) d e f in ie r te  F-Untersystem  A(XCB)) i s t

ih r  Elem ent. Der D u rch sch n itt П  B. i s t  e in  F -U n te r -
i  fe I  1

system  des F -System s ( A , о ,L ,R )  (S a tz  8 ) .  Ebenso i s t  es

bekannt, dass in  (  f l  B j n E U )  l i e g t .  GehBrt
1 l b  I  1

nun s



za ( О  в Л п Б ( А ) ,  s o  g i l t  s fr A (X (B ))n  E ( A ) ,  woraun wir 
i k l  1

unter Benutzung von S a tz  1 erh alten s s t - X C B ) .  Da zugleich  

d ie  M ajorante der Menge LCB)и R (B ) i s t ,  so g i l t  

s Ç  n ^ . Wir haben nun:

n . = max ( f l  B . ) n E ( A ) .
1 i t  I  1

S a tz  8 g e s t a t t e t  d ie  Bahauptung, dass П  B., e in  d ie
H I  1

Menge В umfassendes F -U n tersystem  mit E in h eitse lem en t i s t ,  

d .h .  GCB) e x i s t i e r t .

Ferner nehmen wir an, dass d ie  Menge von zu E(A ) g e -

hBrenden M ajoranten der Menge LCB) u RCB) nur e in  Element

e n t h S lt .  Bezeichnen wir d ie se  e in z ig e  M ajorante mit n2 *

In  diesem F a l l  i s t  d ie  F a m ilie  {в  Л  — ebenso n ic h t
1J i  Ы

le e r ,  denn ACXCB)) о { .n ^  i s t  ih r  Elem ent. Jed es F -U n te r -

system  B j der F a m ilie  {в Л  b e s i t z t  das E in h e i t s -
3 1 i  fe I

elem ent n ... Wir w issen auch (S a tz  8 ) ,  dass n.. = max B^nE(A) 

g i l t .  S a tz  8 und CD g e s ta t te n  fo lgen d e  Behaaptung:

LCB) U RCB) c ECBj) = B ^ n E U ) ,  

damit i s t  n^ ein e M ajorante der Menge. L ( B ) u R ( b) ,  woraus 

wir d ie  G leichung n^ = e rh a lte n . Som it b e s itz e n  a l lé  

F-System e der F a m ilie  ( в ^  d a sse lb e  E in h eitse lem en t

unter B e itfck sich tigu n g  von der obigen S ch lu ssfo lg e ru n g  und 

den SBtzen 7 und 8 haben w ir:

ru = max П  C B4 n E ( D )  = max ( P  В .)  n ECA) ,
^  H I  1 i  fc I  1
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w omit der S a tz bewiesen i s t

SATZ 1 4 . E x i s t ié r t  GCB), so i s t  d ie  Gleichung

GCB) = GCB)
. *

e r f U l l t ,  womit n d ie  k le in s te  za E(A ) gehBrende Majo­

ran te  der Menge L C B )и RCB) i s t .

B e w e i  s .  Es s e i  fB,.| ( ( с Л  ) eine Fam ilie
1 i 6 l  3 j  fc J

von a lie n  d ie  Menge В enthaltenden F-Untersystem en (F -U n - 

tersystem en m it E in h e itse le m e n t) des |F-Systems (A , о fL , R ) .  

Bemerken w ir , dass fo lgen d e In k lu s lo n :

ife  I
b e s te h t ,  woraus f o l g t

GCB) = О В, с  П C. = GCB) 
i t l  1 j  fc J  3

(angenommene V oraüssetzungen jgâran tieren, dass beide Fam ilien  

n ic h t le e r  s in d ) . Es g i l t  n feG CB), denn, wie es s ic h  aus 

Beweis des S a tz e s  13 e r g ib t ,  n i s t  das E in h eitselem en t des 

F -System s G CB). Daher haben w ir:

GCB) и {n} c  GCB) .

Es i s t  le ic h t  zu z e ig e n , dass G (B )u \n }  e in  В umfas- 

sendes F-U ntersystem  m it E in h eitselem en t i s t ,  woraus

G Ü ) c  GCB)о {n}

f o l g t  and der Beweis i s t  e r le d ig t .
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