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Erzeugung der Unterfunktionssysteme
in den Funktionssystemen

In der vorliegenden Arbeit will ich auf das Problem der
Erzeugung von Unterfunktionssystemen und Unterfunktionssya-
temen mit Einheitselement in den Funktionssystemen eingehen.
Einen Einblick in den Ursprung der Begriffs des Funktions-
systems und die Beschreibung der Grundmodellen von dieser
Struktur kann der Leser in den Arbe'iten von B.Schweizer und
A.Sklar ([1], [23, C33) gewinnen. Die Ausgangsdefinitionen
und -sétze in meiner Arbeit stammen auch aus einer der oben-
genannten Arbeiten ([13).

Das Grundproblenr, mit dem ich mich befasse, ist die Kon-
struktion der durch.eine nichtleere Teilmenge des Funktions-
systems erzeugten Unterfunktionssysteme und der Unterfunk-
tionssysteme mit Einheitselement. Eervorzuheben sind fol-
gende wesentliche Punkte: die Sétze ,|die die Konstruktibn. der
erzeugten Unterfunktionssysteme betreffen (Sétze 10 und 12)j
die notwendige und hinreichende Bedingung fir die Existenz

des erzeugten Unterfunktionssysteme mit Einheitselement
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(Satz 13); und der Satz, der den Zusammenhang zwischen dera
durch die gegebene Menge erzeugten Unterfunktionssystem mit
Einheitsetement (soweit es vorhanden ist) und dem einfachen,
durch diese Menge erzeugten Unterfunktionssystem festlegt

(Satz 14).

1. Einfilbbnmg

DEFINITION 1. (s.[1]) . Funktionssystem - kUrzers F-,Sys-
tem - nennen wir eine Struktur (A ,° ,L,R), die aus einer
nichtleeren Menge A, einer binéren Operation o und zwei
unéren Operationen L und! R besteht, die auf der Menge
A definiert sind und folgenden Axiomen genllgen:

AXIOM 1.
(A.1) Das Paar (A,®) eine Halbgruppe.;

AXIOM 2.

Flir jedes at A gilt:

(A*2a) LRa = Ra, RLa = La;
(A.2b) Laoa = a = aoRa.
AXIOM 3.

FUr jedes Paar a,b*A gilt:

(A.3a) L(a»b) = L(a*Lb), RCaob) = R(Ra-<eb);
(A»3b) Las Rb = Rb ®La;
(A.3c) Ra»b = b« RCaob),

DEFINITION 2. (s,[1]). Ein Element s des F-Systems
(A,“ L,R) nennen wir ein Untereinheitselement dann und nur

dann, wenn ein Element aa A existiert, das die Gleichung

148



s = Ra erfUllt.
SATZ 1. (s.L1]). In jedem F-System (A, otL,R) sind

folgende Bedingungen gleichwertig:

CA) s ist ein 'Untereibheitselement;

CB) s s Ls;

(C) ein Element a U existiert, fUx das s = Laj
CD) s s Rs.

SATZ 2. Cs. [1]) . Sind s und t Untereinheitselemente,

so gilt:
(a) sot =t os;
(b) sot 1stein Uhfcereinheitselement.

DEFINITION 3. (s. C13). Sei (A, o,L,R) ein F-System
und a,beA. a£b dann und nuz dann, wenn a - b» Ra.

SATZ 3* Cs*3) » Die Relation i ist eine Halbordnung.

SATZ 4, Cs.CD) « Fat aile Elements a,b des F-Systems
CA®,L,R) gilt:

LCa® B) S La, RCa6b) S Rb.

SATZ 3» CS.1N3) .1st s ein TMtereinbeitselement und
asS s, so ist a ein Untereinheitselement ondes besteben
die Gleichungen aos = soa = a.

DEFINITION 4. (s. LU) . Ein|F-System wird ein F-System
mit Einheitselement genannt dann und nur daim,-wenn die
Halbgruppe CA,0) das Einheitselement besitzt.

Die oben angeftLhrten Eigenschaften des F-Systems haben

mich veranlasst,die Menge von lJntereinheitselementen des
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F-Systems zu unterscheiden.
DEFINITION 5» Sei (A, o,L,R) ein F-System, Die Menge
E(A) = jj3feAs s ist ein Untereinheitselement}
nennen wir das untere Ealbgitter von Untereinheitselementen
Coder ktlrzer gesagt: Ealbgitter) dieses F-Systems

Bemerkung 1. Aus dem Satz 1 folgt, dass L
und E die Menge A auf die Menge E(A) abbilden und Iden-
titaten auf einer belie”igen nichtleeren Teilmenge des Ealb-
gitters E(A) sind.

SATZ 7. Ein Element n des F-Systems (A ,o ,L,R) ist
das Einheitselement dieses F-Systems genau dann, wenn n =
=rnoxf (A) 2.

Sei F(X) eine Menge von alien partiellen Abbildungen
der Menge X in sich. F(X) ist nun eine Menge von Rela-
tionen besonderen Typs - die leerel Relation wollen wir auch
als eine Abbildung betrachten. Nehmen wir an, dass die ein-
fache Komposition der Relationen die binBre Operation o in
der Menge F(X) sein soli. Flir f ftFCX) definieren wir Rf
und Ef folgendermassen:-

Rf = idDf und Lf = id(jf,
womit idjj®* die IdentitMt auf dem Bereich der Abbildung f
ist und id”~ die Identitat -auf dem Wertbereich der Abbil-

dung f. Bei so bestimmten Operationen ist das Komplex

1(e(A), =) ist ein unteres Ealbgitter, dann fUr allé
Elemente a,bfeE(A) gilt a*b = infCa,b).

2 Im Sinne der Relation g
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(FCX),» ,L,R). ein Funktionssystem mit Einheitselement.
j = id”~. Relation ¢ ist in diesem Fall die einfache Ein-
schrénkung der Abbildung (s.[3))«

DEFINITION 6. Eine nichtleere Teilmenge D der Grund-
menge des F-Systems (A ,o ,L,R) nennen wir ein Unter-
funktionssystem - kllrzer: F-Untersystem -(Unterfunktions-
system mit Einheitselement - ktlrzerj F-Untersystem mit Ein-
heitselement) dieses F-Systems dann und nur dann, wenn wir
nach den Einschxénkung der Operationen: o, L, R auf die
Menge D ein F-System (.ein F-System mit Einheitselement)
erhalten,

V/eiterhin wollen wir ftir Bezeichnung der Operationen 1m
F-System und dessen F-Untersystem dieselbe Zeichen anwenden,
was jedoch keine UnverstHndlichkeit herbeifUhren soil.

Bemerkung 2, Ais unmittelbare Folge von Satz 1
und Definition 6 erhalten wir: wenn D ein F-Untersystem
ist, so gilt
(1) E(D) = DnECA) .

Sétze 1 und 2 lessen die Behauptung zu, dass E(A) ein
kommutatives F-Untersystem des F-Systems (A ,» ,L,R) ist.

SATZ 8. 1lst D eine nichtleere Teilmenge der Grundmen-
ge des F-Systems (A,* ,L,R), sos

(@) ist D ein F-Untersystem genau dann, wenn folgen-
de Bedingungen erflillt sind:

(E) fUr jedes Paar a,bfeD gilt aob*D,
(F) ftir jedes aftD gilt La,RatD;
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(b) ist D ein F-Untersystem mit Einheitselement genau
dann, wenn ausser CE) und CF) folgende Bedingung erfllllt ist:
(G) in A existiert ein Element n, so dass n = max DnE(A),

Bewe i s. Aus ersichtlichen Grlinden ist die erste
These richtig. Die These (h) folgt unmittelbar aus Satz 7
und Gleichung (1).

DEFINITION 7« Es sei (A, ° ,L,R) ein F-System und B
- eine nichtleere Teilmenge der Menge A. Das im Sinne der
Inklusion kleinste, die Menge B enthaltende'F-Untersystem
(F-Untersystem mit Einheitselement) heisst das durch die
Menge B erzeugte F-Untersystem (F-Untersystem mit Einheits-
element)diesesl F-Systems. Die in der ohigen Definition ge-
nannten F-Untersysteme wollen wir entsprechend mit G(B)
und G(B) bezeichnen*

Bemerkung 3. G(B) existiert immer und ist
Durchschnitt einer Familie, die aus alien diel:Menge B ent-
haltenden F-Untersystemen besteht. G(B) existiert daher
nicht immer, wenn auch das betreffendeF-Systemjdas Einheits-
element besitzt; Satz 13 wird die notwendige und hinreichende
Bedingung ftir Existenz von G(B) angeben, wodurch das Pro-
blem der Illustrierung der obigen Behauptung am entsprechen-
den Beispiel vBllig gelBst werden soli. Insofern G(B) exi-
stiert, so ist as Durchschnitt einer Familie, die aus alien
die Menge B anthaltenden F-Untersystemen mit Einheitsele-

ment besteht.
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DEFINITION 8. Etne nichtleere Teilmenge X einer halb-

geordnefcen Menge (Y, nennen wir einen Anfangsintervall
dann und nur dann, wenn fUr beliebiges y 61, xoX gilts
wenn y so liegt yvin X.

SATZ 9» 1st N ein Anfangsintervall in der halbgeordne-
ten Menge (E(A),e), so ist
A(N) = ITi(N)nE‘l(N)
ein F-Untersystem des F-Systems (A, ¢ ,L,R) und besteht
folgende Gleichung:
E(ACN)) = N.
Bewei s. Wenn a,b4ACHO, so ergibt sich, dass
La,RafcN. Aus Satz 4 folgt
L(aob) S La wund RCa®b) Cj Rb;
und da N ein Anfangsintervall in (ECA)»i) ist, so gilt
a o bfe ACN). Aus der Bemerkung 1 folgt, dass R(N) = N,
woraus
C2) NcR“1(R(N)) - B“1(N)
folgt; und in analoger Weise
C3) NC L”1(N).
Aus C2) und (3) ergibt sich, dass NCA(N).

Wenn nun ce ACN), so gilt Lc,Rc ENcA(N), Damit er-
halten wir unter Berticksichtigung von Satz 8 ,.dass ACN)
ein F-Untersystem ist.

Da NCE(A) und NCcACN), so haben wir nach (1), dass

(4) NCACN) nECA) = ECACIO) .
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Wenn d* E(ACKO) » so gilt nach Satz 1 d = Rd. Andererseits
dfe ECACIO) ¢ ACH) ¢ R"100,
und damit
d = Rdt N.

In C4) gilt also die Gleichheit.

2. Erzeugung der F-Untersysteme G(B). fleiterhin
zeichnen wir durch PCX) die durch eine nichtleere Teil-
menge X der Grundmenge des F-Systems (A,o0L,R) erzeugte
Unterhalbgruppe der Halbgruppe (A, o)

SATZ 10. 1st B eine nichtleere Teilmenge der trund-
menge des F-Systems CA,« ,L,R)« so gilt

GCB) = PCB u E(GCB)))

Bewnmei s. Setzen wir P = PCB n E(GCB))) . Die Inklu-
sion P c GCB) liggt auf der Hand. Dass P der Bedingung
CE)gemigt,] ist ebenso offenbar.

Wenn atP, so gilt at-GCB) wund folglich
LatRat E(GCB)) C P, Aus Satz 8 kann also festgestellt wer-
den, dass P ein die Menge B enthaltendes F-Untersystem
istt woraus wir erhalten:

G(B) ¢ PCBUECGCB)))
und damit ist der Beweis erbracht,
SATZ 11. 1st (A, * yL,R) ein F-System, B eine nicht-

leere Teilmenge der Menge A und fN4]| Familie von
ul ifc |

alien Teilmengen der Menge ECA), so dass ftlr jedes i& I



CO) LCB) n RCB) ¢ Nif
CP) LCBoPuf~rc PCNA
CQ) RCPCN+) o B) ¢ PCNj)
gilt* so ist folgende Gleichungs
E(GO03)) = I_I P(N.)
ie | 1
erfm it.

Bewei s. Die Familie (HN ist nicht leer,
liel

denn E(A) ist ihr Element. Wir wollen zunSchst beweisen,
dass ftlr jedes ie |l die Menge P~ = P(Bu?) ein F-Unter-
system ist, Zu diesem Zwecke gentlgt eigentlich zu zeigen,
dass aile Pi Eigenschaft CF) erfllllen.

Vlenn atBu”, so nach (0) und Bemerkung 1 erhalten
wirs

RaffRCBuNt) = RCB)MRCNj) = R(B)u Ndt = Nt c PCN~™ .
Nehmen wir folgende Indunktionsvoraussetzung ans Liegt ein
Element in der Menge P~ und ist 'dessen Darstellung in der
Form des Produkts von den Elementen der Menge Bwu von
der L8nge Kk Ck ist eine naturliche Zahl), so gehUrt das
Résultat der Operation R auf diesem Element zu PCN~ ,
FUr aePY von der Darstellung

a = ®'ie eee® »

womit 8/],.. .»a""fcB nN”, haben wir danns
Ca) wenn a™”™ e B, so gilt

Ra = RCRCa™° ... @®ak) 0o ak+1lH POC j (A*3a,(Q))
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Anlicher Gedankengang kann fUr die Operation L durchge-
fllhrt werden.

Aus oben durchgeftlhrten Betrachtungen ergibt sich, dass
allé P. zu der Familie von F-Untersystemen gehdren, deren
Durchschnitt G(B) ist.

In Anlehnung an die vorangegangene Schlussfolgerung:
dass wenn so Ha&PCN?) gilt - wollen wir beweisen,
da3s

ECPt) C PCNj) .

In der Tat, wenn a zu ECP”) gehCrt, so Ra = a liegt
in Pt und datait a ftPCNj) .

Die Inklusion PCNj) c ECP®) liegt auf der Hand.

Aus der Gleichung ECF®) = PCN”®) und obfen dargestellten

Eigenschaften der F-Untersysteme P~ folgt

ECGCB . PLl,) .
9 ) CiPei )

Da ECGCB)) € (nJ , so gilt in (5) Gleichheit
i 11

SATZ 12. Es sei B eine nichtleere Teilmenge der Grund-
menge des F-Systems (A, « ,L,R). Setzen wir

H° = L(B) URCB).

Es sei nun

HL = L(B oPCNi_1)) u RCPCN1”1) « B)
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flir 1 = 1,2,3»..»; es sei ferner

V« U N
i =0
Dann besteht die Gleichung
ECGCB)) = P(N).

Bewei s. ZunHchst wollen wir beweisen, dass
Cc6) ftlr jedes i =10,1,2,... gilt c Ni+1,

GehBrt x zu Ne, so existiert ein Element aeB, so
dass x = La Oder x = Ra. Nehmen wir x = Ra an. Dann
gehBrt La zu und folglich

x = R(La 0a) feR(N"o0 B) c R(P(E°) » B) ¢ NL. (A.2Db)
Der Beweis im anderen Fall wird in analoger Weise ¢urchge-
flihrt.

Aus der Voraussetzung

jfi ¢ Ni+l
ergibt sich
PCN1) c P(Ni+1),
woraus folgt
L(B o PUT1)) ¢ LCB o PCNi+1)) und RCPCN1) * B) ¢ RCPCN1*1) » B),
d.h.
Ni+1 ¢ N1+2.
Die Bedingung (6) ist also erflillt.
Nun wollen wir nachweisen, dass N eine der Mengen der

im Satz 11 definierten Familie fN.} ist.
litl

Dass die Menge N der Bedingung (0) genligt, ergibt sich
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unmittelbar aus (6)
Nun wollen wir beweisen, dass
LCBePCN)) ¢ PCN).

Es sei x wL(B oPCN)) . Dann existierens a6B, a, t N\

. i2 ik . . . i
ai t N aLfe N , womit ,i2,... ,ik, kK natlixliche
2 K

Zahlen sind, so dass

X = L(aaCax|-° a'jé) oa.).dg) .

Aus (6) folgt aber, dass a;,,au_,...,a t No, womit
XX XK

S = max ,i2,...,1k), woraus wir haben:

a0 a. ®.. e ae RON\B) ;
A

x2 XK

urui £otgllcCb
xeLBep(l)) ¢ I + c p@).
Entsprechend beweisen wir, dass
R(PCN) o0B) C PCN).
ltach Satz 11 kbnnen wir also behaupten, dass
E(GCB)) ¢ PCN).
Andererseits sind allé Nx in ECGCB)) enthalten, woraus
unter Berllcksichtigung von Satz 2 folgt
PCN) c¢ E(GCB))
und datait ist der Beweis erledigt.
Die SStze 10 und 12 gestatten das F-Untersystem GCB)
effektiv zu konstruieren.
In nanchen Fallen kann man diese Konstruktion wesentlich

vereinfachen:
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- 1st im F-System (A,o ,L,R) die Operation e kommu-
tativ, so gilt R =b (vergl.[2], Korollar nach Satz 2),
dann ist die Gleichung

N = P(R CB))
erfuallt, woraus folgt
G(B) = PCBuURCB)) .

- 1st im F-System CA,® ,L,R) das Halbgitter E(A)
eine endliche Menge, so existiert nux eine endliche Anzahl
von verschiedenen Mengen E”, was wesentlich die Ausftlhrung
der Konstruktion des F-Untersystems G(B) erleichtert.

Kommt Ikeiner der obigen FSlle vor, so kann, aber nicht
unbedingt, N die Vereinigung von unendlicher Anzahl ver-
schiede;ner Mengen E”~ sein, wenn auch eine der Mengen E1
eine Unterhalbgruppe ider HalbgruppeifEfA) ,0)ist.Disse Behauptung
Iwollen wir an folgenden Beispiel ver:nschaulichen.

Beispiel. Betrachten wir ein F-System (FCR,o0,L,R),
womit 31 die Menge der reelen Zahlen ist. Die Funktion
f: X-*- 2x fe T? ist ein Element dieses F-Systems.

FUr die Erzeugendenmenge B = {f} erhalten wir:

Er = {id r n6~-1,0,1,2,...,i}1.,

mit | = 0 |yy2 fa«* o
Dagegen flir B = {g}, mit g: [0]3I] ax —» 2x + 1C-H

gibt es nur fUnf verschiedene Mengen N1 CE = N*).
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3. Erzeugung der F-Untersysteme G(B).

SATZ 15. 1st (A,0 ,L,R) ein F-System und B eine
nichtleere Teilmenge der Menge A, so existiert G(B) dann
und nur dann, wenn die Menge von alien zu E(A) gehBrenden
Majoranten der Menge LCB)u RCB) das Maximum besitzt Oder
die Menge von alien zu E(A) gehdrenden Majoranten der
Menge LCB)M RCB) nur ein Element enthSlIt.

Bewei s.

(-*)

Bezeichnen wir mit n das Einheitselement des F-Unter-
systems GCB), Dann ist nach Satz 7 offenbar, dass
n = max E(G(B)) . Da die Inklusion LCB) u R(B) ¢ E(GC3))
besteht, so ist n eine Majorante der Menge L(B) uR(B).
Hun genligt es zu beweisen, dass wenn n jCL(B) o R(B), so ist
n die einzige zu ECA) gehlrende MajoranteAdieser Menge.
Angenommen, dass n LCB) nR.(B), stellen wir folgende Hypo-
thése auf: in ECA) existiert ein Element m, so dass
m”~ n und m eine Majorante der Menge L(B)uRCB) ist.
Dann ist die Menge
C7) X(B) = [t%ECA): in L(B)u RCB) existiert ein Element s,

so dass t i s]
ein Anfangsintervall in , =) Satz 9 gestattet fol-
gende Behauptung:
Acxl) = 1T171(XCcB) n R"1(XCB))

ist ein B umfassendes F-Bntersystem.
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Beweisen wir zunHchst, dass die Menge A(X(B)) u(m]
ein F-Untersystem mit dem Einheitselement m ist. Wenn

a&A(X(B)) U{m}, so gilt

aom= (@aBRa)o m= (A.2D)
= aoRaom = (A1)
= aoRa = a. Cr.5,A.2b)

Entsprechend ergibt sich, dass moa = a. Da meE(A), so
gilt m=Lm=Rm. Somit ist A(X(B)) u[m} ein Element der
Familie von den B enthaltenden F*-Untersystemen. Offenbar
ist, dass n”~A(XCB)) m[m}, denn gesetzt, dass die abgelei-
tete Schlussfolgerung nicht richtig wHre, kBnnten wir be-
haupten, dass nfeXCB) wund schliesslich nbLCB) nR(B),
was jedoch im Widerspruch zur angenommenen Voraussetzung
steht. Sobald n”A(XCB))  {m}-. so gilt n~G(B), was den
Widerspruch darstellt.
(<-)

Es sei nun Wu eine Familie von alien die Menge
B umfassenden F-Untersystemen mit Einheitselement. Nehmen
wir zunSchst an, dass die Menge L(B)uR(B) das Maximum n"

besitzt* In diesem Fall ist die Familie (BA nicht
i bl '
leer, denn das in C7) definierte F-Untersystem A(XCB)) ist

ihr Element. Der Durchschnitt M B. ist ein F-Unter-
i el 1

system des F-Systems (A,o ,L,R) (Satz 8). Ebenso ist es

bekannt, dass in( fl BjnEU) liegt. GehBrt nun s
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za ( O B/InB(A), so gilt sfrA(X(B))n E(A), woraun wir
ikl 1
unter Benutzung von Satz 1 erhaltens st-XCB). Da zugleich

die Majorante der Menge LCB)MR(B) ist, so gilt
s C n”. Wir haben nun:
n. = max ( fl B.)nE(A).
1 it 1 1

Satz 8 gestattet die Bahauptung, dass Mn B, ein die
H | 1

Menge B umfassendes F-Untersystem mit Einheitselement ist,
d.h. GCB) existiert.

Ferner nehmen wir an, dass die Menge von zu E(A) ge-
hBrenden Majoranten der Menge LCB) uRCB) nur ein Element
enthSlt. Bezeichnen wir diese einzige Majorante mit n2*

In diesem Fall ist die Familie {B / — ebenso nicht
i bl

leer, denn ACXCB)) o {.n™ ist ihr Element. Jedes F-Unter-

system Bj der Familie {B/ besitzt das Einheits-
1 fel
element n.. Wir wissen auch (Satz 8), dass n.. = max B"nE(A)

gilt. Satz 8 und CD gestatten folgende Behaaptung:

LCB) URCB) C ECBj) = BAnEU),
damit ist n™ eine Majorante der Menge. L(B)uR(b), woraus
wir die Gleichung n» = erhalten. Somit besitzen allé

F-Systeme der Familie (B" dasselbe Einheitselement
unter Beitfcksichtigung von der obigen Schlussfolgerung und

den SBtzen 7 und 8 haben wir:

ru = max N CB4nE(D) = max ( P B.) n ECA) ,
n H | 1 i Tl 1



womit der Satz bewiesen ist
SATZ 14. Existiért GCB), so ist die Gleichung
GCB) = GSB)
erfUllt, womit n die kleinste za E(A) gehBrende Majo-
rante der Menge LCB)MWRCB) ist.

Bewei s. Es sei fB,] ((chn ) eine Familie
1i61 3 jfcl

von alien die Menge B enthaltenden F-Untersystemen (F-Un-
tersystemen mit Einheitselement) des |F-Systems (A, o fL,R).

Bemerken wir, dass folgende Inkluslon:

ife |

besteht, woraus folgt

o) = O 8 ¢ [l C - e

itl 1 j £l 3
(angenommene Voralssetzungenjgarantieren, dass beide Familien

nicht leer sind). Es gilt nfeGCB), denn, wie es sich aus
Beweis des Satzes 13 ergibt, n ist das Einheitselement des
F-Systems GCB). Daher haben wir:
GCB) n {n} ¢ GCB).
Es ist leicht zu zeigen, dass G(B)u\n} ein B umfas-
sendes F-Untersystem mit Einheitselement ist, woraus
GU) ¢ GCB)o {n}

folgt and der Beweis ist erledigt.
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