KAZIMIERZ JARACZ, JOLANTA LLDWIN-ZIELINSKA
Modele i czestotliwo$¢ wiasna
systemu tancuchowego z elementami sprezystymi
1. WSTEP
Wpraktyce ukladdéw napedowych wystepuje wiele przypad-
kéw istotnych wphywow elementéw sprezystych (watdw posredni-
czacych)w przekazywaniu momentu obrotowego. Badania dynami-

ki takiego systemu wymagaja konstrukcji jego modelu dyna-
micznego.

2. OGOLNE ROWNANIA RUCHU SYSTEMU +ANCUCHOWEGO

Rozpatrzmy system fancuchowy ztozony r Kk elementow
sprezystych rys.1 -

Rys.1. Schemat strukturalny systemu fancuchowego
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Ogdlna liczba stopni swobody tego systemu réwna jest sumie
stopni swobody mechanizmu z cztonami sztywnymi i liczbie
sprezystych elementow*

Niech dane bedzie «k skupionych mas o momentach bez-
wiadnosci Jg» eeex wspotczynnikach sprezystosci
cl2* c23t ck-1 k* Za wsP6irz?ane uogodlnione przyjmiemy
katy obrotu watébw w przekrojach 1 (lub 11) , 2 (lub 21) ,

K (lub k') « Katy te oznaczymy odpowiednio przez ~ , L,

. Rownania dynamiki uktadu przy pomijalnie matej dys-
sypacji energii = 0 majg forme:
J17>1 = N A

J2nr2 * ~2+4C12 M1 - '42>~c23 M2 ¢4 'V

¢
Ji-1 'fi-1 =7i-1+ci-2,i-1 ~i-2" ~i-1~~°i-1,i ~i-17 ~

>Ji?2i1 ="Ni+ci-1,i Mi-17 M0 GLi+H D M NN CD
Ji+l M+l =/ ji+l+ci fi+l A~ 0" AMHFELINMTCI+1,0+2 M+ 1T Ni2n
Jk? K = k+ck-1 ,k ~ k-17 ~

3. CZESTOTLIWOSC WASNA SYSTEMU HANCUCHOWEGO

Do wyznaczenia tej czestotliwos$ci zastosowaé¢ mozna meto-
de macierzy przenoszenia opisanag w pracy [13. Wprzypadku
rozpatrywanego ukiadu napedowego zastosujemy metode bezpo-
Sredniej analizy ukiadu rownan rézniczkowych (13* Ogranicza-
jac sie dla prostoty do trzech réwnan, a wiec do trzech mas
skupionych oraz przyjmujgc zerowe obcigzenie zewnetrzne
otrzymamy:
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3n?1 + cl2 CI?i - = 0
J27~2 7 ¢cl2 CML +¢c23~2 " A~ =0 (2)

J3?3 7 Cc23nr2 « N~ = °
Rozwigzania szczeg6lnego ukiadu réwnann CD szukamy w formie*

<ft = A sinOt +00 dla i=1,2,...,k C3)

tje przyjmujemy, ze w systemie wystepujg drgania przy kté6-
rych wszystkie wspoétrzedne uogélnione zmieniaja sie sinuso-
idalnie z tg samag czestotliwos$cig ~ , a fazy drgan badz to
sg zgodne badZ roznig sie oT

Podstawiajgc C3) do Cl1) otrzymujemy ukitad jednorodny wzgle-
dem nieznanych amplitud A,j, A2» eee» A" Posiada on rozwia-
zanie rozne od zerowego w przypadku, gdy wyznacznik macierzy
uktadu jest réwny zeru.

Dla Kk s 3 wyznacznik ten jest réwny:

ci1z27jin » ”cl2 2 »
C12 , cl2+c23"n2n * "c23s =0 b
0 Ch3 »  C23*A3A
Po obliczeniu tego wyznacznika otrzymujemy réwnanie*
6 / \ 3
mAIN21M3e12e23N 4 VO 2e127 103 e23+V 3e1272)3e23)>
Co>
gdzie*
*23 "23

sg wspoiczynnikami podatnosci.
Po uproszczeniu réwnanie C5) przyjmuje forme*

"NIN2/3e12e23N (] 1N 2@I2NMNL) 3®23+NL M FRIZ2 +N2FN3N23N
“CNHN24N3N = ® (6)
Rozwigzujgc rownanie (6) otrzymujemy dwa wyrazenia okre$la-
jace czestotliwosci wilasne ukiadu
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J1J2el12 + J1)3e23 * J3el2 t "275e23 +
2

J1J2e12 + ~*"5e23 * **1N3e"2 N N273e25 ¢

2 J1)2)3el2e23
gdzie

I =(31J2e12+31)3e23+J1)3e12+32]3e2 / °4J1)2)3e12e23 f+2+'3

4. SILNIK OBCOWZBUDNY WSPOLPRACUIACY Z MASZYNA ROBOCZA
ZA POSREDNICTWEM WALU SPREZYSTEGO JAKO SYSTEM

L ANCUCHOWY

Rozpatrzmy uktad napedowy przedstawiony na rys.2*

Rys.2. Schemat ukiadu silnika i maszyny roboczej
ze sprezystym walem; K - wspoOtczynnik sprezystosci, <$ wspot-
czynnik dyssypacji energii wynikajacej z tarcia lepkiego
Niech przyjete symbole posiadajg nastepujgca interpre-
tacje fizyczng: ua» ®* *a - napiecie, sem, prad tworni-
ka, R_, L_ - parametry obwodu twomika, ¢ - stata silni-
ka i J2 " momenty bezwiadnosci odpowiednio silnika i me
chanizmu, fll6 - moment obcigzenia zewnetrznego, (W,- no
ment silnika, vi2 - katy obrotu na poczatku i koncu
watu posredniczacego, § - wspotczynnik tarcia lepkiego
elementéw wirujacych, OLI®P - moment sprezystos$ci watu»
K - wspéliczynnik sprezystosci watu.
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Pomijajagc wpltyw tarcia lepkiego elementéw wirujgcych na ruch
uktadu réwnania dynamiki tego ukiadu mozna zapisaé¢ w formie:

wych

gdzie

“a " Va +La3Ttea
ea ' ¢C
=% - K<A - A2) (8)
‘ata - K - N2) -t
1 = ¢ia

4.1. Model transmltacyjn:?

Uktad réwnan (8) po transformacji Laplace'a przy zero-

warunkach poczatkowych przyjmie forme:
Ua(s) - cQ1Cs)
laCs) =
Ra(l + sTa)
TiUs) = c¢ la(s}
flugpCs) = Kk [*1Cs) - 7~ 2Cs)]
s s ”Cs) (9)
Q 2Cs) = s ~gCs")

N1Cs) =0 Ne*> - ~spnl

nace) - -Yb|

Ha = elektromagnetyczna stata czasowa silnika.

Uktadowi (9} odpowiadajg réwnowazne schematy blokowe przed-
stawione na rys.3 a,b.
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Rys.~b. Schemat blokowy systemu fancuchowego silnik-
unszyna robocza ze sprezystym walem

4.2. Model w postaci grafu przeptywu sygnatow

Uktad réwnan (8) sprowadzamy do postaci:

Ar = “wtta“ T[ 71 a
Fi o$TH>P CtO)
22 = A2 - T

Uktadowi (10) mozemy przyporzadkowac graf przeptywu sygna-
tow przedstawiony na rys.4.
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Rys.4, Graf przeptywu sygnalu systemu tancuchowego:
silnik-maszyna robocza ze sprezystym walem

4.3» Model w postaci grafu funkc;y.inego

Modele tego typu stanowiag zrédito programéw symulacyj-
nych niektorych jezykéw symulacyjnych (GODYS-2, SESL). Pod-
stawg grafu funkcyjnego jest opis matematyczny ukitadu w
postaci ukitadu réwnan (10), w grafie funkcyjnym zmienne za-
lezne i niezalezne reprezentowane sg przez wierzchotki [3]»
Mnozenie przez staty czynnik oraz inne operacje matematycz-
ne reprezentowane sa przez krawedzie. Wyrdznia sie wierz-
chotki sptywowe i Zrédilowe oraz krawedzie niefunkcyjne i
funkcyjne. Wierzchotkom sptywowym przyporzadkowana jest
operacja sumowania. Wierzchotki Zrédiowe stanowig punkty
poboru informacji i wejscia uktadu.

KrawedZz niefunkcyjng jest to linia tgczgca dwa wierz-
chotki z zaznaczonym przez strzatke kierunkiem. Krawedz ta
posiada okreslony wspotczynnik wzmocnienia, ktéry posiada
wartos¢ statg i oznaczony jest symbolem przypisanym krawe-
dzi. Krawedz funkcyjna jest to obiekt geometryczny zorien-
towany, reprezentujgcy pewng zaleznos$¢ funkcyjnag (catkowa-
nie, sumowanie, mnozenie, zaleznos$ci nieliniowe itp.).

Wierzchotek, ktory posiada tylko krawedzie odchodzg-
ce, nazywamy zrodiowym, natomiast wierzchotek posiadajacy
tylko krawedzie dochodzgce - splywowym. Krawedzie funkcyj-
ne numeruje sie w dowolnej kolejnosci rozpoczynajac od nu-
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meru 3. Numery 1 i 2 sg standardowo przypisane indywidual-
nym wierzchotkom Zzrédtowym.

Wspotczynniki wzmocnienia krawedzi funkcyjnych zapisy-
wane sg z kropka dziesietng.

Graf funkcyjny rozpatrywanego ukiadu napedowego opisa-
nego przez ukitad réwnan (10) przedstawia rys«5«

Przyktadowe rozwigzanie ukiadu rownan (10) z zastoso-
waniem grafu wedtug rys,5 do programu w jezyku symulacyjnym
SESL przedstawia rys.6,

a.3. Czestotliwos¢ wiasna silnika obcowzbudnego wspét-

pracujacego z maszyna robocza za posrednictwem
sprezystego watu

Wykorzystamy wyniki rozwazan punktu 3 do okreslenia
czestotliwos$ci wiasnej systemu tancuchowego: silnik - ma
szyna robocza ze sprezystym watem, W rozpatrywanym przypad-
ku mamy dwie masy bezwladne potgczone liniowym elementem
sprezystym o wspéiczynniku sprezystosci rownym K =
Wyznacznik (3) przyjmie w rozpatrywanym przypadku forme:

- 3n32 , -
K I K (11)

-K K- J202
Po obliczeniu tego wyznacznika otrzymujemy rownanie dla
okres$lenia czestotliwos$ci wilasnych ukitadu w formie:

3nJ2 e - (™ +J2)32 =0 (12)
gdzie:
e = jr - wspoiczynnik podatnosci sprezystego watu.
Po uproszczeniu rownanie (12) przyjmie forme:
N J2e)2 = 3n+]2 (13)

Zatem czestotliwo$¢ wilasna rozpatrywanego systemu jest
réwna:

A=Y o)
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Hys.5» Graf funkcyjny systemu tancuchowego: silnik
maszyna robocza ze sprezystym watem
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Rys.6. Przebiegi: o~Ct), c~Ct) t ifl(t) uktadu
napedowego;silnik-maszyna robocza« potaczone sprezystym walem

4.5. Zachowanie sie ukladu sprezystego w warunkach
obcigzenia harmonicznego

Rozpatrzmy zachowanie sie ukiadu napedowego z liniowym
watem sprezystym - rys.l (ograniczajac Bte dla prostoty do
wymiaru K & 2), w warunkach obcigzenia ukiadu momentem zre-
dukowanym o postaci przebiegu harmonicznego o wartosci Sred-
niej i amplitudzie pg(Ua:

filB = to + sinQt
Zatézmy, ze przy dostatecznie duzej mocy silnika i duzej
wartosci predkos¢ katowa jego wirnika 2 mozna

uzna¢ za statg. Wobwczas drugie réwnanie z przedstawionego
uktadu réwnan (1) jest niezalezne od pierwszego i moze by¢
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rozwigzane niezaleznie. Wybierzmy za wspdétrzedng uogdlniong

= W2 ti C15)
Wobwczas
J2-f + cl2~n = °, (16)
Stosujgc zamiane wspotrzednych okreslong nastepujaco:

K
mozna réwnanie (16) przedstawi¢ w formie:

5et) + }2 $Ct) = sin oot (17)

c 2
gdzie "2 = . jest kwadratem czestotliwos$ci wtasnej

uktadu, \%
Jesli co™ 0 rozwigzanie réwnania (17) jest opisane
funkcija:

$(t) = SO cos}t +15S0 sin}t - j Sian f© +

sincot (18)
J2 (G W)

<0 %(0)
Pierwsze dwie skiadowe opisuja drgania swobodne ukiadu
z czestotliwos$cig } . Trzecia skladowa opisuje drgania
harmoniczne o czestotliwos$ci } i amplitudzie zaleznej
od momentu. Czwarta sktadowa opisuje drgania wymuszone o
czestotliwosci co |1 amplitudzie

i fg

i2 02-»2)
Przy co <*} faza drgan wymuszonych jest réwna fazie cot
momentu. Przy co>} czwarta skfadowa w wyrazeniu (18)
powinna mie¢ postac:

------ — £7 sin (cot +TI)
J2 (co - N
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tj. faza drgan wymuszonych jest przeciwna do fazy momentu
wymuszajgcego* Stad wynikat ze amplituda swobodnych drgan

zmiennej 5 przy dowolnych relacjach u i 5 okreslona jest:
_ MU*
i, b2 a!

.Definicja

Stosunek D amplitudy AUIb sktadowej harmonicznej
momentu do amplitudy A nazywamy sprezystosciag dynamiczna.
Zatem

D =

Definicja

Odwrotnos¢ sprezystosci dynamicznej nazywamy podatnos-
cig dynamiczng*

Amplituda A wzrasta w miare gdy c©o momentu wymusza-
jacego przybliza sie do czestotliwos$ci wiasnej ~ .

Rozpatrzmy stan rezonansowy ukladu (o>= .
Przy co=" rownanie rézniczkowe C17) mozna przedstawié
w formie:

*f(fc) + S2 $Ct) = ip sinU 09)

Rozwiagzanie tego réwnania przyjmuje postac:

Afin .
Ngcos™t + 80 N sin3t + sin 3t +
21121

cos3t C20)

*0

2123
tj. wodréznieniu od rozwiagzania przy conn sktadnik
wyrazajacy drgania wymuszone posiadatby amplitude wzrasta-
jaca w czasie, gdyby w uktadzie nie wystgpit opér tarcia.
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MODELS AND EINGENFREQUENCY OF CHAIN SYSTEM WITH
ELASTIC ELEMENTS

Summary

In research of dynamic systems great influence has
take a care on elastic of mechanical transfer elements.
This paper presented same analysis of simple model of ela-
stic intermediate shaft in transfer rotative moment.



