ANDRZEJ MACH

Sur les décompositions invariantes du demi-groupe
du groupe abélien linéairement ordonné

Soit (G,+,$) un groupe abélien, linéairement or-
donné. Par G+ désignons le demi-groupe de ces éléments
non-négatifs.

Nous parlons qu une famille des ensembles {EiJkfcK

XWXliltr une décomposition invariante du demi-groupe G+, si

A) n € ko) et o= U .,
KTtK * Kt K

B) EAN n E, =0,
Ikt _K A
4 J

C) n n+ V (Exk+xgE -

ke E xtG+ 1fK K
Dans le cas, si le groupe G est erchimédien, toutes
les décompositions invariantes du demi-groupe G+ ont été
données par Z. Moszner dans [3] et chaque d'elles est de

la forme suivante:
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1) il existe un intervalle Co,xQ]c G+, droitement
fermé ou non, dont cbaque élément forme une composante de
la décomposition considérée Cil peut se passer aussi, que
[O,x01 = 0>,

2) les autres composantes de la décomposition con-
sidérée, conclues dans G+ - UO,x0l, ces sont les restric-
tions a l'ensemble G4 - Co,x0l des classes d'équivalence
du groupe G par rapport e un sous-groupe G*.

Dans C33 sont donnés aussi les exemples des décompo-
sitions invariantes du demi-groupe G+ dans le cas si G
n'est pas archimédien, lesquelles ne sont pas de la forme
mentionnée ci-dessus.

Nous présenterons d'abord les remarques, qui per-
mettront - profitant des décompositions invariantes du
demi-groupe dans le cas archimédien - de donner encore les
autres exemples des décompositions invariantes du demi-
groupe G+ pour le groupe G non-archimédien. Puis, nous
décrirons toutes les décompositions invariantes du demi-
groupe G+.

Soit Z le sous-groupe convexe et non-trivial du
groupe G.

Remarque 1. Les classes d'équivalence
{z+x}x<i_¢ sont des ensembles convexes.

En effet. Prenons un élément arbitraire x de G. Si
z",z26Z et aeG ainsi que z"vx a ” z2+x, donc
z14 a —x N z2
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et de la convexité du sous-groupe Z nous avons a-x fZ
et alors ae Z+x.

Remarqgue 2. Nous pouvons définir dans le
groupe quotient G/Z la relation f donnant l'ordre
linéaire, comme suit:

Z + X Z+yd=i>[z + X =Z+y Vv (Z+xXx"NZ+y*x< yl

Il résulte de la convexité du sous-groupe Z que la
relation est bien définie. En effet. Supposons qu'un
élément de la classe d'équivalence Z+x, par exemple z"+x
est plus petit qu'un élément Z£+y de l'autre classe
d'équivalence Z+y. Soit z”+x un élément arbitraire de
la classe d'équivalence Z+x. s'il existerait un élément
z4+y appartenant a Z+y et tel que z"+x > z™+y donc
d'apres susdit nous aurions

z3 “\ >Y*“x>z[* z2
et d'aprés la convexité de Z nous obtenons y-xeZ, donc

la contradiction.

La réflexivité de la relation "sé" est évidente. Nous

démontrerons que la relation est antisymétrique. Soit

Z+x s* Z+y et Z+y si Z+x. Supposons que Z+x t Z+y. De la

définition de la relation "s¢" nous avons x4 y et

y N~ x, et puisque la relation "~ " est antisymétrique,

donc x =1y, alors Z+x = Z+y, donc la contradiction.
Nous démontrerons la transitivité de la relation "2*".

Soit Z+x X Z+y et Z+y s* Z+t. Si Z+x = Z+y ou Z+y = Z+t
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nous avons évidemment Z+x asZ+t. Dans le cas contraire

n 7

nous avons de la définition de la relation "si
X 4y et y 4 t
et puisque la relation "~ " est transitive, donc x $ t,
et alors Z+xes Z+t.
La remarque 2 est donc démontrée, puisque la connexité

de la relation "ai " résulte automatiquement de la défi-

nition as" et de la connexité de la relation i.

Désignons par " @ I'addition des classes d'éqi-
valence.

Supposons supplémentairement qu'il n'existe pas le
sous-groupe convexe et non-trivial du groupe G différent
de Z et concluant Z, et alors Z est le maximum (dans le
sens l'inclusion) dans l'ensemble des 3oua-groupes con-
vexes et non-triviaux du groupe G.

Remarque 3« Le groupe (G/zZ, ® ,E<b6 est
archimédien.

Pour montrer cela nous démontrerons qu'il n'existe pas
le sous-groupe convexe et non-trivial du groupe G/Z.
Supposons, par "reductio ad absurdum®”, que B soit tel
sous-groupe. Alors, z2» ou s G —» G/Z est un
homomorphisme naturel, est le sous-groupe du groupe G
concluant Z et différent de Z et de G. Il suffit
maintenant démontrer que Z~ est convexe, puisque ce fait
contradit la supposition que Z est le maximum susdit. Soit
donc z~jz~ 7z~ et soit xfcG. Supposons que zN < X <z2>
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Puisque 1'homomorphisme ”~ est monotonique, cela veut
dire

x 4y s* 7 (y)
alors de susdit

vi@) &~ (x) " (z2)
Puisque ,"(Zg) e B et B est convexe, donc ”~(x) feB
et de la x( =N“NB) , et alors Z™ est convexe.

Désignons par (G/Z)+ le demi-groupe des éléments
non-négatifs du groupe G/Z,

Remarque 4. Si K est une decompo-
sition invariante du demi-groupe (G/Z)+ , donc

s= r G+t}ke K, ou ~: G-*s G/Z est I'hnomo-
morphisme naturel, est la décomposition invariante du
demi-groupe G+.

Nous démontrerons seulement la condition C) dans la
définition de la décomposition invariante, car A) et B)
sont évidentes. Prenons arbitraire ke-K et xeG+. Nous
avons

NEKk + x) =MEK) ©u$(x) =L MY e*) ° G+t) ® M(x)C

¢ (Ek n (G/z)+) © Mx) = Ek © JjCx) .
Puisque la décomposition IEKkl kfeK est invariante, donc
il existe 1gK tel que
Ek ® ~(x) S En
De susdit

WG + x) C S2
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De la
EN + x ¢ ML(EN),
et car + X est évidemment conclue dans G+ nous
obtenons
\' +x Sf 4~) n G+ = EIf
ce qui démontre que la décomposition {E~}~"~ est in-
variante.

Profitant de la derniére remarque nous donnerons les
exemples des décomposition invariantes du demi-groupe G+,
Soit (7,+) désigne le groupe des nombres entiers. Soit
G = [axtbs atC, bec} le groupe des polynémes avec
I'addition simple. Nous définissons l'ordre dans G comme
suit:

(ax + b <ex + d) (a<c) v (acc * b<d).
Le demi-groupe des éléments non-négatifs

G+ r [ax + b: a > 0, bec} n C+.
Nous pouvons présenter le groupe G/C comme ci-dessouss

< - 2x0cC-x"C °1l + x®c.C + 2x«< C + 3X «
v —— Vv

(G/C) +

En prenant maintenant une arbitraire décomposition in-
variante K du demi-groupe CG/C)+ (comme le demi-
groupe du groupe archimédien G/c) nous obtiendrons une
décomposition invariante {EN := n"~"+)k6K du
demi-groupe Gt+. Par exemple prenant une décomposition in-

variante du demi-groupe (G/c)+
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an = x= & E2 .= {c+x, <C+2x, £+3x, ...}
nous obtiendrons une décomposition invariante du demi-
groupe G+comme suit:
E1l = Ct, E2 = (GuUT) n G+.
Si nous prenons une autre décomposition du demi-
groupe (G/C)+ par exemple
(rry B~ = {i}, E2 i= {<D#x}, Ej = {c+2x,€+4x,C+6X,...}
EN = (c+3%x,C+5%x,<C+7x ,...} -
donc nous obtiendrons une décomposition invariante du

demi-groupe G+comme ci-dessous:

El = ~*1C21) n G+ = < = {0,1,2,3,4,
E2 = >]*1(E2) n G+ = C+x ={.,. ,Xx-2,x-1 x,Xx+1 x+2,*,
EN = Jy“1(E5) n G+ = (C+2x) m(C-N-x) u(C+6x) u... =
v, 2%-2,2x-1,2x,2x+1,2x+2, ...
y o, 4X-2,4%x-1,4x,4x+1,4x+2,... V,
(
EA = M G+ = (C+3x) U (C+5x) U (C+7x) u ... =

oo, 3x-2,3x-1,3x,3x+1,3x+2,...)
...,5%x-2,5x-1,5x,5x+1,5x+2,... v
1J -

Noub passons aprés ces exemples a la description de
toutes les décomposition invariantes du demi-groupe G* des
elements non-négatifs du groupe abélien G, linéairement
ordonné et non-nécessairement archimédien, Nous présente-

rons la construction des décompositions dans le théoreme 1.

Avant, nous donnerons quelques définitions.
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DEFINITION 1. Nous parlons que le sous-groupe G" du
groupe G est de la sorte Cn) ou convenablement de la

sorte (o), si:

(n) A* V x 4 z,
x i G+ ze G1

(0) V* A a<x

X6G+ zbaG.

La sorte (n) désigne évidemment le sous-groupe non-
majoré et la sorte (0) -le sous-groupe majoré. On peut
facilement remarquer que la majorité ou la non-majorité
implique convenablement la minorité ou la non-minorité.
C'est pouquoi nous parlerons que G" est non-borné ou G"
est borné et noter celas GME (n) ou G*E£ Co).

DEFINITION 2. L'intervalle final d'une classe d'équi-
valence Wd'un groupe par rapport a un sous-groupe c'est

I'ensemble A S W tel que

A fy€\/\$y>x\CA.

XCA L
DEFINITION 3. Le sous-ensemble A de G+ nous appelons

I'jntervalle initial dans G+, sis

A (xtrG+s x 4 x } ¢ A.
x0t A

Par exemple, un arbitraire intervalle [0,x] droitement
fermé ou non est un intervalle initial dans G+ ainsi que
chaque l'ensemble Z r G , ou Z est un convexe sous-groupe

du groupe G.
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THEOREME 1. Toutes les décompositions invariantes et
seulement telles, du demi-groupe G+ des éléments non-né-
gatifs du groupe G linéairement ordonné et abélien, nous
obtenons par la construction (K) ci-dessous:

1° Prenons une famille {~s}sé g des sous-groupes

du groupe G formant la chaine et telle que:

a) A Gs * Co),
s frS

b) A .
(s,t t 5\ Gs Gt
v sttt ;

et un sous-groupe G de la sorte (h) et tel que:

G* = U G

Sfr S E
2° Prenons une fonction ¢ de la famille

tGsisfr S
a une famille des intervalles initiaux dans G+ et telle
que:
a) $(G_) est un intervalle étant la somme des restrictions
a G+ des classes d'équivalence du groupe G par rapport au
sous-groupe Z(G0), ou Z(G_) désigne le plus petit sous-
groupe convexe et concluant G .
b) si Gsc Gt, donc $(G9S c <Pt

3° Chaque l'ensemble non-vide

In[$sG) N U $(GJ] pour WhrG/Gs et sftS

GtE Gs
est une composante.

4° Les autres composantes ces sont les ensembles

V NG+ v U CRGJ] ' pour Ve G/G*\
St S S
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Nous prouverons avant de la démonstration du théoréme
1 quelques lemmes et caractériserons les décompositions
invariantes du demi-groupe G+, en comparant les avec le

cas du groupe G archimédien.

Soit maintenant M6 arbitraire décompo-
sition invariante du demi-groupe G+. Soit E cette
composante de la décomposition 6 laguelle

appartient zéro. Désignons

Soit

GO s= Ej. o (- \ ).
(0] (0]

LEMME 1. GO est le sous-groupe du groupe G.

Démonstration du lemme 1. Evidemment 06 GO. Soit
x.7 fcG°. Nous démontrerons que x-y eG0 dans toutes les
cas possibles.

1) Si x,y ffEt * donc!
Ko

a) si x>yvG+ et x-yeEk, donc

(car OeEk) f
0

et de la, vu que y eEk , nous obtenons x&Ek, c'est
pourquoi Ek = EkO alors X-y6EKC5: GO,

b) si y-x G+ et y-xfeEj,, donc similairement nous

démontrerons que Ek = Ek , et de la x-ytGO.

2) Si X&EN. et » donc nous avons
o] o]

E. + XcC et E. - j v E
Ko o] o
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etk la B\.O+x -Jc LO, alars —x—yE,_OC G.
5 6l P e y?EjL, , doc similairaait

EofYEE, & L mxchy
etk la E® +J-xciI® ,adlos y-xélk ,et e B
X - ye&o. 0 ° 0

4) Si  -x & et -y 6Ejj. , donc:
O O

a) si x - yaG+, donc EN ¢ x - ycEft , et de la
O 0

n
X - yeEk ¢ G,
.0

b) si y - xeG+, donc similairement E + vy - XCE”™ |
» 0] ° 0]

et de la vy - x £&, alors x - ye G .
La demonstration duolemme 1 est donc finie.

bEWWE 2. La restriction a l'ensemble G+ de chaque
classe d'équivalence du groupe G par rapport au sous»
groupe G° est contenue dans une composante E~.

Démonstration du lemme 2. Soit x,yeG+ et xty
appartiennent a la meme classe d'équivalence du groupe G
par rapport a GO. Suppons que y - xeGO n G+ = E~ . Dans
le cas contraire, si X -y 6G°nG+ sE. nous raison-
nerions analogiguement. Soit E™ cette corﬁoposante de la
décomposition K a laquelle appartient x. Puisque
xe E& + x donc E~ + x C E”~. Mais, vu que vy - xeE”™ |
nous obtenons Yy&EAX.

Il résulte du lemme 2 que chaque composante EM est

la somme des restrictions a G+ des classes d'équivalence
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du groupe G par rapport a GO. On peut dire aussi que la
décomposition est Qn® somme-décomposition Cvoir
Cl)) de la décomposition aux restrictions des classes
d'équivalence du groupe G par rapport a GO.

LEMME 3* Chaque composante Ek est un intervalle final
d'une classe d'équivalence du groupe G par rapport a un
sous-groupe Gk 3 GO.

Démonstration du lemme 3. Fixons k de K et définissons

Gk := “ Xi y.xeE~™.
Nous démontrerons que G est un sous-groupe du groupe G.
E(videmment OeG”. Prenons les éeér]'nents arbitraires a,b6 G
et montrons que a - beG” De la définition G nous avons

a=-y- x et b = - XV ou y,X,yN xN € EN*

De la

a-b=y-x+x1-y1.
Considérons les deux cas:
a) x1 > X et b) x > x1.

Ad a). Désignons ¢ =y - x +x1 et d := Alors
a- b =c¢- d. Puisque E™ - x + X ¢ E”, vuquex,x™ «E”",
donc ¢ bEk et dfegEj®, et alors a - b€ G~

Ad b). Désignons ¢ = y et di= y™» - x» + x. Simi-
lairement a - b =c¢c - d. Puisque E™ - x +x ¢ E*, donc
dfcE® et ceE”, et alors a - beG”. Gk est donc le sous-
groupe du groupe G et d'aprés le lemme 2 évidemment

Gk 2 GO.
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Il résulte de susdit que est conclue dans une
classe d'équivalence du groupe G per rapport a G~. Pour
prouver que Ek est Il'intervalle final de cette classe
nous démontrerons que:

Si t Hj. et Xj - x~G”™ n G+, donc Xp e Ek.
Supposons en utilisant "reductio ad absurdum" que
*2**1 *V Nous avons Ek + Xj - x» S E”, car x1s EX,
Puisque *2 - x~feG”, donc ils existent y,z&Ek, tels que
Xp - =y - z» De la +j - r 1 Ep et puisque Z6 Ek,
donc vye N EN, et alors la contradiction. Cela finit la
preuve du lemme 3.

LEMME 4. Si le groupe GO définie ci-dessus est de la
sorte (n) donc les composantes de la décomposition
forment les restrictions a l'ensemble G+ des classes
d'équivalence du groupe G par rapport a G°.

Démonstration du lemme 4-, Prenons une composante Ek.
Soit x,yfeEk. Nous démontrerons que x - y&GO. De la et
d'aprés le lemme 2 résultera déja la thése du lemme 4.

Supposons que X - yeG+, Dans le cas contraire nous

raisonnerions analogiquement. Il résulte du fait que
GOe (n) qu'il existe zCEk (E~ est la composante a
Uo o] k +

laquelle appartient zéro) tel que z y et de la z-y tG

et x + z - ych+. Puisque +z-Yyg¢ (car yeEk),

donc x + z - y&Et , et dela B~ +x - yc¢ E . Vu que
Ko 0 o

OfrEv nous obtenons x - yfceEt ¢ G, c.q.f.d.

Ko *0
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Remarqgue 5« Le lemme 4 est un équivalent du
lemme 1 du travail £3} ou on suppose que cette composante
de la décomposition qui contient zéro possede au moins les
deux éléments. Ce fait, dans le cas du groupe archimédien,
désigne évidemment que G° e(n) e

LEMME 5. Si &) fr(o) et G° ™ {0}, donc G0 est un
sous-groupe d'un sous-groupe convexe et non-trivial du
groupe G.

Démonstration du lemme 5» Définissons

Z = (cts, Vv I, « ¢ 4 *2
, 22 G \

Il suffit de démontrer que Z est un sous-groupe du groupe
G car la convexité du groupe Z et le fait que Z contient
GO sont évidents et Z est sous-groupe non-trivial puisque
G°t Co). Soit donc c”Cje Z. Ils existent donc des élé-
ments ,22,z27,z"fcGO tels que zA N ¢ 4 z2 et
4 c24 zDe la z»n —c2 4 ¢c» —c2 4 z2 —c2 et

puisque z» - zA N zN - ¢c2 N zM - zN ainsi que z2 - z">
>z2 - ¢2> z2 - z4, donc z1 - z4 4 rn- c24 - c24
4z2 “ c2 £ z2 “ z3» ce donne ¢ - ¢26 Z, c.q.f.d.

LEMME 6. Si Ej¢ est un intervalle final d'une classe
d'équivalence du groupe G par rapport a G\ de la sorte (nX
par contre E” est un intervalle final d'une classe d'équi-

valence du groupe G par rapport a G" de (o), donc»
A x>z

Vz *EN
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Démonstration du lemme 6. S'il existerait et
X eEjj. tels que z > x, donc Ek + z - x ¢ E”. Nous aurions
de la Gk S G”, ce qui est impossible, vu que des suppo-
sitions de Gk et G

LEMVE 7. Si les composantes E™, sont les inter-
valles finals des classes d'équivalence du groupe G par
rapport a Gk de Co) et G" de Co) convenablement et Gk i Gp
donc il est remplit une et seulement une des possibilités

ci-dessoust

Ci) "

(i) A X < z
(zisSi\
W * V
Démonstration du lemme 7. Supposons, pour la preuve
par l'absurde, qu'il ne soient pas remplies Ci) et Cu) -

Ils existent alors les elements Xg 6EN et 2z1,z2 &EI,

tels que 2z > x1 et x2> 2z2. Considérons les cas

suivants:

a) z1 > x1 > x2 > z2,
b) z1 x2 > x1>2z2,
c) z1> X2 > 22 > x,.
d) x2 > z1> z2 > Xx.,,
0) X2 Y xa N 2 f

2> B2>SZA>X,.
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Ada),b), c). Nous avons ici z”~>, Xg ~ zg. De la
z™ - Xg,Xg - Zgfc G+ainsi que E™ + - Xg¢ et
+ Xg - z2 ¢ Ek, et de la G~S G et Gj*¢ Gk alors
= ~1» donc contradiction.
Ad d), e), f) . Nous avons ici Xg >, \' x”. De la
Xg - - XMe Gtainsi que HB™ + Xg - z¢c EM et
BN+ z8M-x1 s E14 etde la Gl¢ G et Gk S Gralors
GN = G”, donc la contradiction.
Cela finit la preuve du lemme 7.

LEMME 8. Si G~, G"&(0) et GME G~f donc

Démonstration du lemme 8. Supposons en utilisant "re-

ductio ad absurdum” que la these ne soit pas vraie. De la,

vu que GN N G il résulte du lemme 7, que
A <x
fieM
VXfCEKY
Nous avons de la, pour z"f et x~fe EN, E-M+xN-zM S BA,

ce qui donne G" ¢ G", alors la contradiction.

LEMME 9* Si Gjg, GN &(n), donc GN = G

Démonstration du lemme 9» Puisque G”, G"e(n), donc
les classes d'équivalence du groupe G par rapport a G
(ou a G ne sont pas majorés. De la ne sont pas majorés
les composantes E® et E”. Ils existent alors les éléments
X_.,Xg&Ek et z~ZgfeE™ tels que x> z et Zg > Xg.
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De la C B et EMN+ tg 7 N~ N
GhM¢ G et GME GN alors GN =GN, c.q.f.d.

Nous pouvons sur la base des lemmee mentionnés ci-
dessus déja caractériser les décompositions invariantes
du demi-groupe G+, Les composantes, lesquelles sont les
points, sont au commencement. Puis nous avons les compo-
santes, lesquelles sont les intervalles finals des classes
d'équivalence du groupe G par rapport aux sous-groupes
(6966 s non-triviaux de la sorte (o) et formants la

n % f
cbaine, et apres, les composantes etants les intervalles
finals des classes d'équivalence du groupe G par rapport
a un sous-groupe G* de la sorte (n> et tel que G*2 U G
Y . : . s*Ss
On peut se passer évidemment qu il n existent pas les
composantes, lesquelles sont les points. Dans le théoreme
1 cela convient de la situation que la chaine {"s]s&q
ne commence pas de sous-groupe {O7, Egalement on peut se
passer qu il n'existent pas les composantes, lesquelles
sont les intervalles finals des classes d'équivalence du
groupe G par rapport a un sous-groupe non-trivial de la
sorte (0) ou de la sorte (n). On voit de cette description
que les décompositions invariantes mentionnées ci-dessus
contiennent les décompositions invariantes du demi-groupe
des éléments non-négatifs du groupe archimédien, dans
lequel il n'existent pas évidemment les sous-groupes non-

triviaux de la sorte (0). On peut le présenter comme suit:
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a) si G est archimédien:
G*

- Y V
&es points] les intervalles finals des classes”

du groupe G par rapport a un sous-
groupe G*-de (n).

b) si G est non-archimédien:

G
N-_
m L L
e A v
[les points] les intervalles les intervalles finals
finals des cla- des classes de G par
sses de G par rapport a un sous-
rapport aux groupe G* de (n)

sous-groupes
Gs de (0).

Démonstration du théoréme 1. On voit que par la con-
struction (K) nous obtenons les décompositions invariantes
du demi-groupe G+. Nous démontrerons alors seulement qu'on
peut obtenir chaque décomposition invariante du demi-
groupe G+ par la construction (K). Soit une
arbitraire décomposition invariante du demi-groupe G+.
Considérons les deux cas:

(c* G° = m (- ) , ou Ejc est une composante a
Lo u o]

laquelle appartient zéro, est de la sorte (n),

(>) GOw (o).
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Ad(cC) » En vertu du lemme 4 la décomposition
est une restriction a l'ensemble G+ de la famille G/G°.
Dans ce cas la chaine des sous-groupes de la sorte (0)
dans la construction CK) est vide, similairement comme la
fonction ¢ e+ Nous acceptons par contre G* := GO. Toutes
les composantes sont alors définiées dans le point 4° de
la construction CK), comme:

V n G+ , pour Ve G/IG*.

Ad(£). Désignons par {~s}Sés Ila famille de toutes
les sous-groupes différents et de la sorte (o), de l'en-
semble {g”: ke k}, ou Gk ce sont les sous-groupes dé-
finies dans le lemme 3» Désignons par E_, pour arbitraire
s de S, la somme de ces composantes E® de la décomposition
MEK3keK * lesctuelles sont les intervalles finals des cla-
sses d'équivalence du groupe G par rapport a G . Nous dé-
montrerons d'abord que l'ensemble E_, pour chaque s de S,
est convexe et il est la somme des intervalles finals des
classes d'équivalence du groupe G par rapport a Z(Gg).
Fixons s de S. Soit x”x”"elSg et soit x" < x2« Prenons
un element ¢ de G+ et tel que X, < ¢ ™ X2. Supposons que
c eE” e {E"} k 6 K* Prenons cette composante Ek C a la-
quelle appartient x» ainsi que cette composante Efiic Ig
a laquelle appartient x2. Nous obtenons de susdit

+¢c - xXMg et EM" + Xg - c¢ Em et de la GsC
et GMS Gg, alors G® = Gg. Cela veut dire Elc Eg. De
la ceilg. Nous avons donc démontré que l'ensemble S, est
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convexe. Pour prouver que 5_ est la somme des intervalles
finals des classes d'équivalence du groupe G par rapport

a

a z(G)) . il suffit de démontrer que

puisque les classes d'équivalence du groupe G par rapport
a ZtGSJ sont convexes et . est convexe et nous avons
de O) que avec chaque élément x appartenant a Sg, tous
les éléments plus grand que x de la meme classe d'équiva
lence du groupe G par rapport a Z(G?) a laquelle appar-
tient x, aussi appartiennent a 15_.

Soit alors wueZCG_) n G+ et xfciL ainsi que

u + Puisque Z(Gg) est le plus petit
sous-groupe convexe et concluant G_, donc il existe un
élément v de Gg tel que v > u. Soit une composante

telle que x + veE~”. Puisque xelg, vfcG8 et x + v>x,
donc il est évident que E~c Tg. De susdit E~+v-u £E k»
et de la G~S Gfl. Il résulte de la que (o) et vu
que u +x >x et u+ xeE”, nous avons d'apres le
lemme 8 Gj = G3, et alors E~C Ua, donc u + x€fSg.
Définissons, pour chaque s de S, l'intervalle initial

dans G* comme suit:

Il résulte de susdit que chaque intervalle P8 est la somme
des restrictions a G* des classes d'équivalence du groupe

G par rapport a Z(Gg) *
-1XA



Définissons la fonction ¢ comme suit:

A $(G) = F

si S
Nous démontrerons que les sous-groupes s 3Ge
forment la chaine telle comme dans le point 1° de la con-
struction (K) et la fonction ¢ a les propriétés telles
comme dans le point 2° de cette construction.

Le fait

n <& <Ko)

est évident. Soit s,teS et s ~t. Soit xMc Erc Eg
et yrkENC Il résulte de la connexité de la relation
"$§", que XxXi y ou y~™ x et dela +y - x¢ E1 ou
El + x - j S E”, ce qui donne Gg£ Gt ou GME Gg. Les
sous-groupes (Gsisfes forment donc la chaine.

Le fait que chaque l'intervalle initial P_ =%$(G ),
pour s de S, est la somme des restrictions a G+ des cla-
sses d'équivalence du groupe G par rapport au sous-groupe
ZCGg) , nous avons remarqué plus tét. On voit facilement,
d'aprés le lemme 8, que la fonction ® a la propriété 2°b).

Supposons que xfe-Ej ¢ Eg# pour un s de S, donc

xfc$(Gj . Il n'est pas possible que x 6 U $(GJ ,

3 <4* Gs
puisque dans le cas contraire nous aurions

X 4Y et It * ° £

Q/feEkc 2¢

De la E™ +y - x 1 Ej,( alors s & GH. donc la contra-

diction
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Nous avons alors que

yil GU Gs*«V -

Pour démontrer l'inclusion inverse supposons que xc<'|'>(Gr)

et XxX"®OCCx”™ , pour chaque GE$ Gg. De'la

yt Exc 29
et alors si X €E"C $>(Gk) et E~¢d Tgl donc Ek+y-x CEAX,

et de la Ck$ Gg et xedp(O”) , ce qui contredit avec

X i U $(GJ.

et* °s
Nous avons alors
A 08) dee.).
sé S thlGa 8

Nous démontrerons maintenant que

I (AanI)

seS E”CcEs Wer/Gk K
Cela désignera que les composantes bornées sont telles
comme dans le poin 3° de la construction CK). Fixons alors
sfeS ainsi que E”™ c |l g. Nous savons d'apres le lemme 3
que chaque E” est l'intervalle final de la classe d'équi-
valence du groupe G par rapport a G™ = Gg. Il existe donc

We G/Gs tel que E~S W. Evidemment

A (» « * | e),
et de la car T « U E-, nous obtenons
° *1*Q*

140



Wni_=wnp) E :nUn (V\hE,) = WM Ey = W

b‘t
Gl =Gs Gl =Gs

Il résulte d'aprés le lemme 9 qu'il existent au plus
un sous-groupe G* de la sorte (n) appartenant a l'ensemble
{G"i kek}. Chaque composante non-bornée est alors un in-
tervalle final d'une classe d'équivalence du groupe G par
rapport a G*’ Il résulte du lemme 6 que si EN est la com-

posante non-bornée, donc

A A A XXy

stS xfcEs ysFEN

et de la

A A A E, +y - x G Ek,

seS xfcE~cEg 7 KEjj

et alors

G S G «
S&S

Nous avons donc

G"2 U G..
s fes

Nous démontrerons maintenant que chaque composante
non-bornée est telle comme dans le point 4° de la construc-
tion (K). Soit donc une composante arbitraire et non-

bornée. Soit V G/G*” ainsi que Ek £ V. Puisque

G+ - U $(GJ = U - El»
sT S 8 Gx =G 1
donc vu que
, A ] nV«O0 ,
(EA \ 1
Vgl=gV
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nous obtenons

VICe- U $(G)) =Yn (J E, r
stS 8 G1=G* A

sU &n SV «E.
Gi=G
Cela finit la preuve du théoreme 1.

Les exemples. So~t f lI'ensemble des nombres entiers
et G = [ax + b: abfe Cj le groupe des polynémes définie
déja plus tét. Prenons la chaine des sous-groupes de la
sorte lo), telle:

{o}ci ainsi que le sous-groupe G* = G.
Définissons la fonction ¢ :
oU0}) := [0,10)f
®(C) = C+ m (C + x).
Chaque point de l'intervalle [0,10) est la composante de
la décomposition. L'ensemble C+ - [0,10) est aussi une
composante ainsi que € + x. L'ensemble
Gt — (C+ UEC +X) = H+2x) u(Cc +3x)u

est la composante derniére.

En dessin:
C+ « + X
--------------------------- \ eV
— _— ——
EItE2,...,EQ V- Ym-A—m- v
E10 Ell El12

Si nous .prenons une autre fonction ¢ , par exemple

®L0}) = C+, $(C) := G+,
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donc nous obtiendrons la décomposition dans laquelle
chaque point appartenant a C+ est une composante et chaque
classe d'équivalence C + x, C ¢ 2x, ... est aussi une
composante.

Prenons maintenant une autre chaine des sous-groupes
de la sorte Co) par exemple:

C4c C2c C, ou

ir . f4f0ydpB8e.c«3 et Cp or N »ey2V0V2yAy. ¢«
Définissons ® comme il suit:
$«C4) = L&,

p@®2) :* C+ o (C + x) m (C + 2x)©
®(C) = G%
Nous recevons la décomposition suivante:
= {0,4y8,12,. . *
= »5»O»13»ese}j
Ej = {2»6*10,14,.. .1,
y.«.}y
= ® + X,
Eg = 1"2 +x, ou C'2 :=C - @2,
E? s C2 + 2x,
Eg = C,2 * ~x*
Eg = ( + 3x, E10 * C + 4x, E11 B C + 5x,

En desein:
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Remarque 6* Remarquons qu'il existe toujours
le sous-groupe G* de (n) tel que G* 2 U G pour
chaque chaine des sous-groupes [GJse &' °@n Peut Peser
G* = G), mais la fonction ® n'existe pas toujours.
Donnons l'exemple suivant. Soit S s= {2,4,8,16,...} et

G = {ax + bs a,bfet}. Soit

Gs 7= Cs + °“ ®« != (C*ST cfe *}-
spch « ( }
Alors
N /\4/\ /\ /\16/\
On voit qu il n'existe pas la fonction $ remplissant la

condition 2°a) et telle que
$(C2) 3 p(®4) = p(C8) =
En effet. Fixons sQ de S. La fonction & serait une in-
jection de l'ensemble infini f\GS: GSC Céﬂ} a l'ensemble
fini des intervalles initiaux P_c P_ remplissants la
condition dans le point 2 a), ce qui egt impossible.
Remarquons encore que la fonction ¢ existe toujours

pour la chaine |IGsis*s tel”™e Que

{Gss ZCGS) est stable} <0(o
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puisque la puissance de l'ensemble G/ZCG_) est toujours
infinie. Chaque élément a,at+a,at+a+a,, .. pour ab G+-Z(G )
appartient a une autre classe d'equivalence du groupe G
par rapport a 2CGE .

Remarque 7. Nous supposons dans nos considé-
rations que le groupe G soit abélien. Il n'est pas
difficile d'apercevoir que cette supposition intervient
essentiellement dans les preuves des lemme 1 et 3. Dans
les autres preuves et considérations nous pouvons raisonner
sans cette supposition. Le probléeme des décompositions in-
variantes du demi-groupe G+ sans la supposition que le

groupe G est abélien est ouvert.
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