
A N D R Z E J  M A C H

Sur les décompositions invariantes du demi-groupe 
du groupe abélien linéairement ordonné

S o it  (G , + , $ )  un groupe a b é lie n , linéairem ent or­

donné. Par G+ désignons le  demi-groupe de ces éléments 

n o n -n é g a tifs .

Nous p arlons qu’ une fa m ille  des ensembles { EiJk fc K

X UX'liltï une décomposition invariante du demi-groupe G+ , s i

A) Л  (E . Ł 0 )  e t G+ 
к fc K *

= U
к fc K Ek*

B) E .̂ n E , = 0 ,  
/ k , l t  K A
4 J

C) Л  Л  + V ( E k + x ç  E , •
ke E x t G + 1 fc K K X

Dans le  c a s , s i  le  groupe G e s t  erchim édien, to u tes 

le s  décom positions in v a ria n te s  du demi-groupe G+ ont été 

données par Z . Moszner dans [3 ] e t chaque d 'e l l e s  e s t de 

la  forme su iv a n te :
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1) i l  e x is te  un in te r v a lle  Co,xQ| c  G+ , droit,ement 

fermé ou non, dont cbaque élément forme une composante de 

la  décom position con sidérée C i l  peut se p asser a u s s i , que 

[O ,x 0 l = 0 >,

2) le s  au tres composantes de la  décom position con­

s id é r é e , con clues dans G+ -  ÜO,x0l ,  ces sont le s  r e s t r i c ­

t io n s  à l'en sem b le G4 -  C o ,x 0 l des c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  

du groupe G par rapport e un sous-groupe G *.

Dans СЗЗ sont donnés a u ssi le s  exemples des décompo­

s i t io n s  in v a r ia n te s  du demi-groupe G+ dans le  cas s i  G 

n 'e s t  pas archim édien, le s q u e lle s  ne sont pas de la  forme 

mentionnée c i -d e s s u s .

Nous présenterons d 'abord le s  remarques, qui per­

m ettront -  p r o f ita n t  des décom positions in v a ria n te s  du 

demi-groupe dans le  cas archim édien -  de donner encore le s  

au tres exemples des décom positions in v a r ia n te s  du dem i- 

groupe G+ pour le  groupe G non-archim édien. P u is , nous 

d écriro n s to u te s  le s  décom positions in v a r ia n te s  du dem i- 

groupe G+ .

S o it  Z le  sous-groupe convexe e t n o n -t r iv ia l  du 

groupe G.

R e m a r q u e  1 . Les c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  

{z+x}x<i_ ç  sont des ensembles convexes.

En e f f e t .  Prenons un élément a r b itr a ir e  x de G . S i  

z ^ ,z 2 6 Z e t a e G  a in s i  que z^-vx a ^ z2+ x , donc

z1 4 a — x ^ z2
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e t  de la  con vexité  du sous-groupe Z nous avons a -x  fe Z 

e t  a lo r s  a e Z+x.

R e m a r q u e  2 .  Nous pouvons d é f in ir  dans le  

groupe q u o tien t G /Z  la  r e la t io n  f donnant l 'o r d r e  

l in é a ir e ,  comme s u i t :

Z + x Z + y 4=i>[z + x  = Z + y v ( Z + x ^ Z + y * x <  y)].

I l  r é s u lte  de la  con vexité  du sous-groupe Z que la  

r e la t io n  e s t b ien  d é f in ie . En e f f e t .  Supposons qu'un

élément de la  c la s s e  d 'éq u iv a len ce  Z+x, par exemple z^+x 

e s t  p lu s  p e t i t  qu'un élément Z£+y de l 'a u t r e  c la ss e  

d 'éq u iv a len ce  Z+y. S o i t  z^+x un élément a r b itr a ir e  de 

la  c la s s e  d 'éq u iv a len ce  Z+x. s ' i l  e x is te r a i t  un élément 

z4 +y appartenant à Z+y e t t e l  que z^+x >  z^+y donc 

d 'a p rè s  s u sd it nous aurions

z3 “  \  >  У “  x >  z'[ *  z2

e t  d 'a p rè s  la  con vexité  de Z nous obtenons y - x e Z ,  donc 

la  c o n tr a d ic tio n .

La r é f le x iv i t é  de la  r e la t io n  " s é "  e s t év id en te . Nous 

démontrerons que la  r e la t io n  e s t  an tisym étriq u e. S o it

Z+x s* Z+y e t  Z+y si Z+x. Supposons que Z+x Ł Z+y. De la  

d é f in it io n  de la  r e la t io n  " s ç "  nous avons x 4  y e t 

y ^ x , e t puisque la  r e la t io n  " ^  " e s t  an tisym étrique, 

donc x  = y , a lo rs  Z+x = Z+y, donc la  c o n tr a d ic tio n .

Nous démontrerons la  t r a n s i t i v i t é  de la  r e la tio n  " 2* " . 

S o i t  Z+x 2< Z+y e t Z+y s* Z + t . S i  Z+x = Z+y ou Z+y = Z+t
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nous avons évidemment Z+x as Z + t . Dans le  cas co n tra ire  

nous avons de la  d é f in it io n  de la  r e la t io n  " s i  ”

x  4 y e t y 4  t

e t puisque la  r e la t io n  " ^ " e s t  t r a n s i t iv e ,  donc x  $ t ,  

e t a lo r s  Z+x es Z + t .

La remarque 2 e s t  donc démontrée, puisque la  connexité  

de la  r e la t io n  "ai " r é s u lte  automatiquement de la  d é f i ­

n it io n  " as" e t de la  connexité de la  r e la t io n  " i . " .

Désignons par "  ф  " l 'a d d i t io n  des c la s s e s  d 'é q i -  

v a le n c e .

Supposons supplémentairement q u 'i l  n 'e x is t e  pas le  

sous-groupe convexe e t n o n -tr iv ia l  du groupe G d if fé r e n t  

de Z e t concluant Z , e t a lo r s  Z e s t  le  maximum (dans le  

sens l ' i n c lu s i o n )  dans l'en sem b le  des зоиэ-grou p es con­

vexes e t n o n -tr iv ia u x  du groupe G.

R e m a r q u e  3« Le groupe (G /Z , ®  ,£<ô e s t  

archim édien.

Pour montrer c e la  nous démontrerons q u ' i l  n 'e x is te  pas 

le  sous-groupe convexe e t  n o n -t r iv ia l  du groupe G /Z . 

Supposons, par "re d u c tio  ad absurdum", que B s o i t  t e l  

so u s-grou p e. A lo r s , Z^ où s G —► G/Z e s t  un

homomorphisme n a tu r e l, e s t  l e  sous-groupe du groupe G 

concluant Z e t  d if fé r e n t  de Z e t de G. I l  s u f f i t  

maintenant démontrer que Z^ e s t  convexe, puisque ce f a i t  

c o n tr a d it la  su p p o sitio n  que Z e s t  le  maximum s u s d it .  S o it  

donc z ^ j Z ^  Z  ̂ e t s o i t  x fc G . Supposons que z^ < x < z 2> 

122



Puisque 1 'homomorphisme ^  e s t  monotonique, c e la  veut 

d ire

x 4 y s* ^ (y )

a lo r s  de su sd it

v|(a1) s& ^ (x )  ^ ( z 2)

Puisque , ^(Zg) è B e t B e s t  convexe, donc ^ (x )  fe B

e t de là  x (  = ^ “ ^ (В ) , e t a lo r s  Z^ e s t  convexe.

Désignons par (G /Z )+ le  demi-groupe des éléments 

n o n -n é g a tifs  du groupe G /Z ,

R e m a r q u e  4 .  S i  K e s t  une decompo­

s i t i o n  in v a ria n te  du demi-groupe (G /Z )+ , donc

s= r> G+} ke K , où ^ : G -*• G/Z e s t  l'hom o-

morphisme n a tu r e l, e s t  la  décom position in v arian te  du 

demi-groupe G+ .

Nous démontrerons seulement la  co n d itio n  C) dans la  

d é f in it io n  de la  décom position in v a r ia n te , car A) e t B) 

sont é v id e n te s . Prenons a r b itr a ir e  ke-K e t x e G + . Nous 

avons

^ (E k + x ) = ^ (E k) © ч$(х) = Ц ^ Ч е *) °  G+) ® ^ (x )C  

ç  (Ek n (G /Z) + ) © ^(x) = Ek ©  JjCx) . 

Puisque la  décom position lE kl kfeK e s t  in v a r ia n te , donc 

i l  e x is te  1 g K t e l  que

Ek ® ^(x) Я Ед_

De su sd it

vĴ CEjj. + x ) Ç S 2
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De là

E^ + x ç  ^ “ 1(E ^ ) ,

+ x e s t  évidemment conclue dans G+ nouset car

obtenons

\  + x  S f  4 ^ )  n G+ = El f

ce qui démontre que la  décom position { E ^ } ^ ^  e s t  in ­

v a r ia n te .

P r o fita n t de la  d ern ière remarque nous donnerons le s  

exemples des décom position in v a r ia n te s  du demi-groupe G+ , 

S o i t  ( î ,+ )  désigne le  groupe des nombres e n t ie r s . S o i t  

G :=  [ax+bs a t C ,  b e c }  le  groupe des polynômes avec 

l 'a d d i t io n  sim p le . Nous d é fin isso n s  l 'o r d r e  dans G comme 

s u i t :

(ax + b < ex + d ) ( a < c )  v ( a с c * b < d)  .

Le demi-groupe des élém ents n o n -n é g a tifs

G+ r [ax + b : a > 0 , b e с}  и C+ .

Nous pouvons p résen ter le  groupe G/C comme c i-d e sso u ss

. . .  °< <Г - 2х о с С - х ^ С °<1 + x®c.C + 2x «< C + 3x «<
v ------ ------ v -----------------------------

(G /C) +

En prenant maintenant une a r b itr a ir e  décom position in ­

v a r ia n te  K du dem i-groupe CG /C)+ (comme le  dem i-

groupe du groupe archimédien G/c) nous obtiendrons une 

décom position in v a ria n te  { E^ :=  п ^ +) к б К  du

demi-groupe G+. Par exemple prenant une décom position in ­

v a r ia n te  du demi-groupe (G /c)+
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Cl) Ê  x= {с} , Ê2 :=  {c+x, <C+2x, £+3x, . . . }  

nous obtiendrons une décom position in v arian te  du demi- 

groupe G+comme s u i t :

E1 = Cł , E2 = (G ч ï )  n G+ .

S i  nous prenons une autre décom position du demi- 

groupe (G /C )+ par exemple

( I I )  E^ :=  { ï}  , E2 î = {<D+x } ,  Ej  :=  {c+ 2 x ,€ + 4 x ,C + 6 x ,. . . }  

E^ := (c + 3x ,C + 5x,<C+7x , . . . }  - 

donc nous obtiendrons une décom position in v arian te  du 

demi-groupe G+comme c i-d e s s o u s :

E1 = ^“ 1C21) n G+ = <C* = { 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,

E2 = >|“ 1(E2) n G+ = C+x = { . , .  ,x -2 ,x -1  ,x ,x+1  ,x + 2 , *. 

E^ = v|“ 1 (E5) n G+ = (C+2x) и(С-И-х) u (C +6x) u . . .  =

. . .  , 2x - 2 , 2x - 1 , 2x , 2x+1 , 2x+2 , . . .

(

, . . ,4 x -2 ,4 x -1 ,4 x ,4 x + 1 ,4 x + 2 ,. . .  V ,

E^ = П G+ = (C+3x) U (C+5x) U (C+7x) и . . .  =

. . . ,3 x -2 ,3 x -1 ,3 x ,3 x + 1 ,3 x + 2 ,. . . )

. . . ,5 x -2 ,5 x -1 ,5 x ,5 x + 1 ,5 x + 2 ,. . .  v
’J -

Noub passons après ces exemples a la description de 

toutes les  décomposition invariantes  du demi-groupe G* des 

elements non-négatifs  du groupe abélien G, linéairement  

ordonné et non-nécessairement archimédien, Nous présente­

rons la  co nstruction des décompositions dans le théorème 1. 

Avant, nous donnerons quelques d é f i n i t i o n s .
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DEFINITION 1 . Nous p arlon s que le  sous-groupe G  ̂ du

groupe G e s t de la  so r te  Cn) ou convenablement de la

so r te ( o ) ,  s i :

(n) A* V x 4 z ,
x ï  G+ z e G1

(o) V* A a <x-
x 6 G+ Z Ь G .

La so r te  (n) d ésign e évidemment le  sous-groupe non- 

majoré e t la  so r te  (o) - l e  sous-groupe m ajoré. On peut 

facilem en t remarquer que la  m ajorité  ou la  n on -m ajorité  

im plique convenablement la  m inorité  ou la  n on -m in o rité . 

C 'e s t  pouquoi nous p arleron s que G  ̂ e s t  non-borné ou G  ̂

e s t  borné e t n oter ce la s  G  ̂£ (n) ou G  ̂ £ С о ).

DEFINITION 2 . L 'in t e r v a l le  f i n a l  d 'une c la s s e  d 'é q u i­

valen ce  W d 'un  groupe par rapport a un sous-groupe c 'e s t  

l'en sem b le  A S W t e l  que

A fy € Ws y >  x \  Ç A . 
x Ç A L

DEFINITION 3 . Le sous-ensem ble A de G+ nous appelons 

l ' j n t e r v a l l e  i n i t i a l  dans G+ , s is

A  ( x t r G + s x 4 x } ç  A.  
x 0 t  A

Par exemple, un a r b itr a ir e  in te r v a lle  [ 0 , x l  droitem ent 

fermé ou non e s t  un in te r v a lle  i n i t i a l  dans G+ a in s i  que 

chaque l'en sem b le Z r> G , où Z e s t  un convexe sous-groupe 

du groupe G.
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THEOREME 1 .  T o u te s  l e s  d éco m p o sitio n s in v a r ia n te s  e t  

seulem ent t e l l e s ,  du dem i-groupe G+ des é lém en ts non-né­

g a t i f s  du groupe G lin é a ire m e n t ordonné e t  a b é lie n , nous 

obtenons par la  c o n s tr u c t io n  (K ) c i -d e s s o u s :

1 °  Prenons une f a m il le  { ^ s } s è  g des so u s-gro u p es 

du groupe G form ant la  ch aîn e  e t  t e l l e  que:

a) A G
s fr S

b) A
( s , t  t  5 \
V s t  t  ;

Gs * Со),

G s * G

e t un sous-groupe G

t*

de la  so r te  (h) e t t e l  que:

G* =  U G
Sfr S E

2 ° Prenons une fo n c tio n  ф de la  fa m ille  

a une fa m ille  des in te r v a lle s  in it ia u x  dans G+
t Gsisfr S 
e t t e l l e

que:

a) $ (G _ ) e s t  un in te r v a lle  é ta n t la  somme des r e s tr ic t io n s  

a G+ des c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport au 

sous-groupe Z(G0) , où Z(G_) désigne le  p lu s p e t i t  so u s- 

groupe convexe e t concluant G .

b) s i  Gs c  Gt , donc $ ( G S)  с  <$(Gt  .

3 ° Chaque l'en sem b le non-vide

I  П [ $ (G ) N U  $ ( G J ]  
Gt £  Gs

pour W fr G/Gs et s fc S

e s t  une composante.

4°  Les au tres composantes ces sont le s  ensembles

V П [G + v U Ф (G J ]  ', pour V e  G /G *\
S t  S s
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Nous prouverons avant de la  dém onstration du théorème 

1 quelques lemmes e t c a r a c té r ise r o n s  le s  décom positions 

in v a r ia n te s  du demi-groupe G+ , en comparant le s  avec le  

cas du groupe G archim édien.

S o it  maintenant 11116 a r b itr a ir e  décompo­

s i t io n  in v a ria n te  du dem i-groupe G+ . S o i t  E. c e t te  

composante de la  décom position 6 la q u e lle

a p p a rtien t zé ro . Désignons

S o it

G0 s= Ejj. о ( -  \  ) .
O O

LEMME 1 .  G0 e s t  l e  sous-groupe du groupe G. 

Dém onstration du lemme 1 . Évidemment 0 6  G0 . S o i t

x .7 fcG°. Nous démontrerons que x -y  e G0 dans to u te s  le s

cas p o s s ib le s .

1) S i x ,y  fe E t * donc! 
Ko

a) s i x > y v G + e t х - у е Е к , donc

(c a r  0 e Ek ) f 
о

e t de là , vu que y e Ek , nous obtenons x & E k , c 'e s t

pourquoi Ek = Ek a lo r s  х - у б Е к c G0 ,0 O
b) s i y -x  fe G+ e t y -x fe E j,, donc sim ila irem en t nous

démontrerons que Ek = Ek , e t de la  x - y t G 0 .

2) S i  x&E^. e t » donc nous avons
о о

E. + x c
Ko

et E. - j î E.
о о
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et de là Б̂. łx - jç L  , alors -x - y €E,_ C G°. 
о о о

5) 61 -xe Ê  et y&Ej, , donc similairement
о Lo

E,. + y Ç B* et .IL - x ç E.
о о *o *o

et de là Ê  + j - x çi^ , alors y - x é Ek , et de là
r o 0 °  0x -  ye G •

4) S i  - x  €• e t  -y  6 Ejj. ,  donc :
O O

a) s i  x  -  y a G + , donc E^ ♦ x -  y ç E fc ,  e t de là
n O 0

x -  y e Ek. c  G ,
. о

b) s i  y -  x e G + , donc sim ilairem ent E^ + y -  x Ç E ^  ,
» о °  о

e t  de la  y -  x £ & , a lo r s  x  -  y e  G .
„ о

La dem onstration du lemme 1 e s t  donc f i n i e .

ЬЕШЕ 2 .  La r e s t r ic t io n  à l'en sem b le G+ de chaque

c la s s e  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport au sous»

groupe G° e s t  contenue dans une composante E^.

Dém onstration du lemme 2 .  S o i t  x ,y e G + e t x ty

appartiennent à la  meme c la s s e  d 'éq u iv a len ce  du groupe G

par rapport à G0 . Suppons que y -  x e G0 n G+ = E^ . Dans

le  cas c o n tr a ir e , s i  x - y 6 G ° n G + s E .  nous r a iso n -
Ko

n erion s analogiquem ent. S o i t  E^ c e t te  composante de la  

décom position K à la q u e lle  a p p a rtien t x . Puisque

x e  E .̂ + x  donc E,  ̂ + x Ç E ^ . M ais, vu que y -  x e E ^  ,

nous obtenons y & E ^ .

I l  r é s u lte  du lemme 2 que chaque composante E^ e s t 

la  somme des r e s tr ic t io n s  à G+ des c la s s e s  d 'éq u ivalen ce
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du groupe G par rapport à G0 .  On peut d ire  a u ss i que la  

décom position e s t  Qn® somme-décomposition C v o ir

C1J )  de la  décom position aux r e s t r ic t io n s  des c la s s e s  

d 'é q u iv a le n ce  du groupe G par rapport a G0 .

LEMME 3* Chaque composante Ek e s t  un in te r v a lle  f i n a l  

d 'une c la s s e  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport a un 

sous-groupe Gk Э G0 .

Dém onstration du lemme 3 .  Fixons к de K e t  d é fin isso n s  

Gk : = “  Xi y . x e E ^ .

Nous démontrerons que G^ e s t  un sous-groupe du groupe G.
X 4 4
Evidemment O e G ^ . Prenons le s  elem ents a r b itr a ir e s  a , b 6 G^ 

e t montrons que a -  b e G^. De la  d é f in it io n  G^ nous avons 

a = y -  x e t b = -  xv  où у ,х ,у ^  ,x^ € E^*

De là

a - b = y - x + x 1 - y 1 .

Considérons le s  deux c a s :

a) x1 >  x e t b) x > x 1 .

Ad a ) .  D ésign on s c :=  y -  x  + x1 e t  d :=  A lo rs  

a -  b = c -  d . P u isqu e E^ -  x + x^ ç  E ^ , vu que x ,x^  «r E ^ ,

donc c ь Е к e t  dfeEj^, e t a lo r s  a -  b €  G ^.

Ad b ) .  Désignons c :=  y e t  d :=  y^ -  x^ + x . S im i­

lairem ent a -  b = c -  d . Puisque E^ -  x^ + x  ç  E ^ , donc

dfcE^ e t c e E ^ ,  e t a lo r s  a -  b e G ^ . Gk e s t  donc le  so u s - 

groupe du groupe G e t d 'a p rè s  le  lemme 2 évidemment 

Gk 2 G0 .
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I l  r é s u lte  de s u sd it que e s t  conclue dans une 

c la s s e  d 'éq u iv a len ce  du groupe G per rapport à G^. Pour 

prouver que Ek e s t  l ' i n t e r v a l l e  f in a l  de c e t te  c la sse  

nous démontrerons que:

s i  t  Ejj. e t X j -  x ^ G ^  n G+ , donc Xp e Ek . 

Supposons en u t i l i s a n t  "re d u ctio  ad absurdum" que 

* 2 * * 1  * V  Nous avons Ek + X j -  x^ S E ^ , car x1 s E^, 

Puisque *2  -  x^feG ^, donc i l s  e x is te n t y ,z & E k , t e l s  que 

Xp -  = y -  z» De là  + j  -  г î  E p  e t puisque Z 6 Ek,

donc y e ^ E ^ , e t  a lo r s  la  c o n tr a d ic tio n . C ela  f i n i t  la  

preuve du lemme 3 .

LEMME 4 .  S i  le  groupe G0 d é fin ie  c i-d e s s u s  e s t  de la  

so r te  (n ) donc le s  composantes de la  décom position 

forment le s  r e s tr ic t io n s  à l'en sem b le G+ des c la s s e s  

d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport à G °.

Dém onstration du lemme 4-, Prenons une composante Ek . 

S o i t  x ,ÿ fe E k . Nous démontrerons que x -  y & G 0 . De là  et 

d 'a p rè s  le  lemme 2 r é s u lte r a  d éjà  la  th èse  du lemme 4 . 

Supposons que x -  y e G + , Dans le  cas co n tra ire  nous 

ra ison n erion s analogiquem ent. I l  r é s u lte  du f a i t  que 

G0 e (n ) q u 'i l  e x is te  z Ç-Ek (E ^ e s t  la  composante a
Uo о k +

la q u e lle  a p p a rtien t zéro) t e l  que z y e t de là  z -y  fc G 

e t  x  + z -  y fc G+ . Puisque + z -  y ç  (c a r  y e Ek ) ,

donc x + z -  y & Et  , e t  de là  Ê . + x -  y ç  E. . Vu que
Ko 0 о 0

OfrEv nous obtenons x -  y fcE t  c  G , c . q . f . d .
Ko *o
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R e m a r q u e  5« Le lemme 4 e s t  un éq u ivalen t du 

lemme 1 du t r a v a i l  £ 3} où on suppose que c e t te  composante 

de la  décom position qui co n tie n t zéro possède au moins le s  

deux élém ents. Ce f a i t ,  dans le  cas du groupe archim édien, 

désigne évidemment que G° e- (n) •

LEMME 5. S i  G0 fr(o) e t  G° ^ {o } , donc G0 e s t  un 

sous-groupe d'un sous-groupe convexe e t  n o n -tr iv ia l  du 

groupe G.

Dém onstration du lemme 5» D é fin isso n s

Z  . =  ( c t s ,  V  l ,  «  c  4 *2
,  z2 fe G V

I l  s u f f i t  de démontrer que Z e s t  un sous-groupe du groupe 

G car la  con vexité  du groupe Z e t le  f a i t  que Z co n tie n t 

G0 sont év id en ts e t Z e s t  sous-groupe n o n -t r iv ia l  puisque 

G ° t  С о ). S o i t  donc c^ C j ê Z . I l s  e x is te n t donc des é lé ­

ments ,z 2 ,z ^ ,z ^ fc G 0 t e l s  que z^ ^ c^ 4 z2 e t

4 c2 4 z , D e  la  z^ — c2 4 c^ — c2 4 z2 — c 2 et 

puisque z^ -  z^ ^  z^ -  c2 ^  z^ -  z^ a in s i  que z2 -  z ^ >  

> z 2 -  c2 >  z2 -  z4 , donc z1 -  z4 4 гл -  c2 4 -  c2 4

4 z2 “  c2 £  z2 “  z3 » ce donne c^ -  c2 6 Z , c . q . f . d .

LEMME 6 .  S i  Ejç e s t un in te r v a lle  f i n a l  d 'une c la s s e  

d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport à Ĝ . de la  so r te  (nX 

par con tre E^ e s t  un in te r v a lle  f i n a l  d 'une c la s s e  d 'é q u i­

valen ce du groupe G par rapport à G^ de ( o ) ,  donc»

A x > z.

V z *r E-  ̂/
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Dém onstration du lemme 6 . S ' i l  e x is te r a i t  et

x eEjj. t e l s  que z >, x , donc Ek + z -  x ç  E ^ . Nous aurions 

de là  Gk S G^, ce qui e s t  im p o ssib le , vu que des suppo­

s i t io n s  de Gk e t G^#

LEMME 7 . S i  le s  composantes E^, sont le s  in te r ­

v a l le s  f i n a ls  des c la s s e s  d 'éq u iva len ce  du groupe G par 

rapport a Gk de Со) e t G^ de Со) convenablement e t Gk i  Gp 

donc i l  e s t  rem p lit une e t seulement une des p o s s ib i l i t é s  

c i -d e s s o u s î

Ci) *

( i i )  A x < z .
( z i S i \
W *  V

Dém onstration du lemme 7 . Supposons, pour la  preuve 

par l 'a b s u r d e , q u 'i l  ne so ie n t pas rem plies Ci) e t C ü ) • 

I l s  e x is te n t a lo rs  le s  elem ents ,Xg 6 E^ et z1 ,z 2 &El ,

t e l s  que z^ >  x1 e t x2 >  z2 . Considérons le s  cas 

su iv a n ts :

a) z1 > x1 >  x2 >  z2 ,

b) z1 x2 >, x1 > z2 ,

c) z1 >, X2 >, z2 >  x , .

d) x2 >, z1 >  z2 >  x .,,

ô) X2 "У/ хя ^  2̂  f

f ) * 2 > z2 > z1 > x.,.
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Ad а ) ,  Ъ) , с ) .  Nous avons i c i  z ^ > , Xg ^  zg .  De là

z^ -  X g , Xg -  Zgfc G+ a in s i  que E^ + -  Xg ç  e t

+ Xg -  z2 ç  Ek , e t de là  G^ S G^ e t G-ĵ  ç  Gk a lo r s  

= *̂1 » donc c o n tr a d ic t io n .

Ad d ) ,  e ) ,  f )  . Nous avons i c i  Xg >, \  x ^ . De là

Xg -  -  x^ e G+ a in s i  que Eĵ  + Xg -  z^ ç E^ et

Ê . + z^ -  x1 s  E14 e t de là  G1 ç  G^ et Gk S G  ̂alors

G^ = G^, donc la  c o n tr a d ic tio n .

C e la  f i n i t  la  preuve du lemme 7 .

LEMME 8 .  S i  G^., G^ & (o ) e t G^ £  G^f donc

Dém onstration du lemme 8 . Supposons en u t i l i s a n t  " r e -  

d u ctio  ad absurdum” que la  th ese ne s o i t  pas v r a ie . De l à ,  

vu que G^ ^ G^ i l  r é s u lte  du lemme 7 , que

A z < x . 
f ï e M
VxfcEк У

Nous avons de l à ,  pour z  ̂ fe e t x^fe E ^ , E-^+x^-z^ S  B^, 

ce qui donne G^ ç  G ^ ,  a lo r s  la  c o n tr a d ic tio n .

LEMME 9* S i  Gjç, G^ & ( n ) ,  donc G^ = G-^.

Dém onstration du lemme 9» Puisque G^, G^ e ( n ) , donc 

le s  c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport à G^

(ou à G- )̂ ne sont pas m ajorés. De là  ne sont pas majorés

e t E ^ . I l s  e x is te n t  a lo r s  le s  élém ents 

x _.,X g & E k et z ^ Z g fe E ^  t e l s  que x^ > z^ e t Zg > Xg.

le s  composantes E^
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De la  Ç  Ej  ̂ e t  E^ + tg  ”  ^  ^

G^ ç  G^ e t Gĵ  £  G-̂  a lo rs  G^ = G^, c . q . f . d .

Nous pouvons sur la  base des lemmee mentionnés c i -  

dessus d éjà  c a r a c té r is e r  le s  décom positions in v a ria n tes 

du dem i-groupe G+ ,  Les com posantes, le s q u e lle s  sont le s  

p o in ts , sont au commencement. P u is  nous avons le s  compo­

sa n te s , le s q u e lle s  sont le s  in te r v a lle s  f in a ls  des c la s s e s  

d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport aux sous-groupes 

(5 S) 66 s  n o n -tr iv ia u x  de la  so r te  (o ) e t formants la
Л % f

cb a in e , e t  ap res, le s  composantes e ta n ts  le s  in te r v a lle s

f i n a ls  des c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport

à un sous-groupe G* de la  so r te  (n> e t t e l  que G* 2 U  G .
, .  s * S s

On peut se p asser évidemment qu i l  n e x is te n t pas le s

com posantes, le s q u e lle s  sont le s  p o in ts . Dans le  théorème

1 c e la  convient de la  s i tu a t io n  que la  chaine { ^ s] s & q

ne commence pas de sous-groupe { O î ,  Également on peut se

p asser qu i l  n 'e x is te n t  pas le s  composantes, le s q u e lle s

sont le s  in te r v a lle s  f in a ls  des c la s s e s  d 'éq u ivalen ce  du

groupe G par rapport à un sous-groupe n o n -tr iv ia l  de la

so r te  (o ) ou de la  so rte  ( n ) .  On v o it  de c e t te  d e scr ip tio n

que le s  décom positions in v a r ia n te s  mentionnées c i-d e ss u s

contiennent le s  décom positions in v a ria n te s  du demi-groupe

des élém ents n o n -n é g a tifs  du groupe archim édien, dans

le q u e l i l  n 'e x is te n t  pas évidemment le s  sous-groupes non-

tr iv ia u x  de la  so r te  ( o ) .  On peut le  p résen ter comme s u i t :

135



a) s i  G e s t  archim édien:

4_

&
-------Y
es p o in ts ]

G*

--------------------------------v ------------------------------------

l e s  in te r v a l le s  f i n a l s  des classes^ 
du groupe G par rapport à un so u s - 
groupe G*- de ( n ) .

b ) s i  G e s t  non-archim édien:

G
_Л-_

■ Щ Ш
L “V

[ le s  p o in ts]

yV_ ---v—
l e s  in te r v a lle s  
f i n a l s  des c la ­
s s e s  de G par 
rapport aux 
sou s-grou p es 
Gs de ( o ) .

l e s  in te r v a lle s  f i n a ls  
des c la s s e s  de G par 
rapport à un so u s - 
groupe G* de (n )

Dém onstration du théorème 1 . On v o i t  que par la  con­

s tr u c t io n  (K ) nous obtenons le s  décom positions in v a ria n te s  

du dem i-groupe G+ .  Nous démontrerons a lo r s  seulement qu'on

peut o b ten ir  chaque décom position in v a ria n te  du dem i- 

groupe G+ par la  c o n stru ctio n  ( K ) .  S o i t  une

a r b itr a ir e  décom position in v a r ia n te  du demi-groupe G+ . 

Considérons le s  deux c a s :

(c*) G° = и ( -  ) , où Ejç e s t  une composante à
Lo u о

la q u e lle  a p p a rtien t z é r o , e s t  de la  so r te  ( n ) ,

( > )  G0 w ( o ) .
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Ad(cC) • En v ertu  du lemme 4 la  décom position 

e s t  une r e s t r ic t io n  à l'en sem b le G+ de la  fa m ille  G /G °. 

Dans ce cas la  chaîne des sous-groupes de la  so rte  ( о ) 

dans la  co n stru ctio n  CK) e s t  v id e , sim ilairem ent comme la  

fo n c tio n  ф • Nous acceptons par contre G* :=  G0 . Toutes 

le s  composantes sont a lo r s  d é fin ié e s  dans le  poin t 4 ° de 

la  co n stru ctio n  C K ), comme:

V n G+ , pour V e G /G *.

A d ( £ ) .  Désignons par {^s } S è s  la  fa m ille  de to u tes 

le s  sous-groupes d if fé r e n ts  e t  de la  so rte  ( o ) ,  de l 'e n ­

semble { g^ : ke  k} ,  où Gk ce sont le s  sous-groupes dé­

f i n i e s  dans le  lemme 3» Désignons par E _ ,  pour a r b itr a ir e  

s de S , la  somme de ces composantes E^ de la  décom position 

■̂Ek3 k e K  * l escł uel l es sont le s  in te r v a lle s  f in a ls  des c la ­

ss e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport à G . Nous d é - 

montrerons d 'abord que l'en sem b le E _ , pour chaque s de S , 

e s t  convexe e t i l  e s t  la  somme des in te r v a lle s  f in a ls  des 

c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport à Z(Gg) . 

Fixons s de S .  S o i t  x ^ x ^ e lS g  e t s o i t  x^ < x2 « Prenons 

un element c de G+ e t t e l  que x,. < c ^ x2 . Supposons que 

c eE^ e {E^} k 6 K* Prenons c e t te  composante Ek C à la ­

q u e lle  ap p artien t x^ a in s i  que c e t te  composante Effi c  l g 

à la q u e lle  a p p a rtien t x2 .  Nous obtenons de su sd it

+ c -  x^ ç  e t E^ + Xg -  c ç  Em e t de là  Gs Ç 

e t  G^ S Gg , a lo r s  G-ĵ  = Gg . Cela  veut d ire  E1 c  Eg . De

là  c e ï L .  Nous avons donc démontré que l'ensem ble S_ est s ь
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convexe. Pour prouver que 5 _  e s t  la  somme des in te r v a lle s  

f i n a l s  des c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport 

à Z(G_) ,  i l  s u f f i t  de démontrer que
S

puisque le s  c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport 

à Z t G J  sont convexes e t  e s t  convexe e t  nous avons
S  9

de O )  que avec chaque élément x appartenant à S g , tous

len ce du groupe G par rapport à Z(G_) à la q u e lle  appar-
S

t ie n t  x ,  a u ss i appartiennent à 15_.

S o i t  a lo r s  ueZC G _) n G+ e t  x fc ïL  a in s i  que 

u + Puisque Z(Gg) e s t  l e  p lu s p e t i t

sous-groupe convexe e t  concluant G _, donc i l  e x is te  un 

élément v de Gg t e l  que v  >  u . S o i t  une composante 

t e l l e  que x  + v e E ^ .  Puisque x e l g ,  v fcG 8 e t x + v > x ,  

donc i l  e s t  éviden t que E^ c  T5g . De s u s d it  E^+v-u £ E k» 

e t de là  G^ S  Gfl.  I l  r é s u lte  de là  que (o )  e t  vu

que u + x  > x  e t  u + x e E ^ ,  nous avons d 'a p re s  le  

lemme 8 G-j, = G3 , e t  a lo r s  E^ C ü a , donc u + x € fS g .

D é fin is s o n s , pour chaque s de S ,  l ' i n t e r v a l l e  i n i t i a l  

dans G'*’ comme s u i t :

I l  r é s u lte  de s u s d it  que chaque in te r v a lle  P8 e s t  la  somme

le s  élém ents p lu s grand que x de la  meme c la s s e  d 'éq u iva

des r e s t r ic t io n s  à G* des c la s s e s  d 'éq u iv a len ce  du groupe 

G par rapport à Z(Ga) *
S
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D é fin isso n s la  fo n c tio n  ф comme s u i t :

A $(G  ) :=  F .
s i  S

Nous démontrerons que le s  sous-groupes _S 3 G о
forment la  chaîne t e l l e  comme dans le  p oin t 1°  de la  con­

s tr u c t io n  (K ) e t la  fo n c tio n  ф a le s  p ro p rié té s  t e l l e s  

comme dans le  p oin t 2°  de c e t te  co n stru c tio n .

Le f a i t

Л  <3s < K o )

e s t  é v id e n t. S o it  s , t  e S e t s ^ t .  S o it  x^fc E^ c  Êg 

e t  y fe E^ C  I l  r é s u lte  de la  connexité de la  r e la tio n  

"  ś " ,  que x i  y ou y ^  x e t  de là  + y -  x ç  E1 ou 

E1 + x -  j  S  E^, ce qui donne Gg £  Gt  ou G  ̂ £  Gg . Les 

sous-groupes (G }s J s fe S forment donc la  ch ain e.

Le f a i t  que chaque l ' i n t e r v a l l e  i n i t i a l  P_ = $ (G  ) , 

pour s de S , e s t la  somme des r e s tr ic t io n s  à G+ des c la ­

sse s  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par rapport au sous-groupe 

ZCGg) , nous avons remarqué p lu s t ô t .  On v o it  fa c ilem en t, 

d 'a p r è s  le  lemme 8 , que la  fo n c tio n  Ф a la  p rop rié té  2°b). 

Supposons que xfe-Ej c  E g# pour un s de S , donc

x f c $ ( G j  .  I l  n 'e s t  pas p o ss ib le  que x 6 U  $ ( G J  ,
3 < 4 *  Gs

puisque dans le  cas co n tra ire  nous aurions

C . Y  s
d

x 4 У

■У feEkc2 t
De là  E^ + y -  x  î  E j,( a lo rs

e t łt * ° £

Ç  GH  donc la  co n tra - s t  ’

d ic t io n
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Nous avons a lo r s  que

Д  G U  Gs* « V -

Pour démontrer l 'in c lu s io n  in v erse  supposons que xc<ï>(G_)
S

e t х^ФССх^ , pour chaque Gfe $  Gg .  D e 'là

V _ 7
y t  Exc  2g

e t a lo r s  s i  x € E^ C $>(Gk) e t E^ ф T5gl donc Ek+ y -x  C E ^ , 

e t  de là  Gk $  Gg e t х еф (О ^) , ce qui c o n tr e d it avec

x i  U $( G J  .
e t *  ° s

Nous avons a lo rs

A  1 .  = Ф (0.) -  U  Ф е е .) .
s é  S 8 Gt î iG a 8

Nous démontrerons maintenant que

Л  V ( ^ z f n ï ) .
s e S  E ^ c E s WfrG/Gk  K s

C ela  d ésign era que le s  composantes bornées sont t e l l e s  

comme dans le  poin 3 °  de la  co n stru ctio n  CK). F ixons a lo r s  

s fe S  a in s i  que E^ c  l g .  Nous savons d 'a p re s  le  lemme 3 

que chaque E^ e s t  l ' i n t e r v a l l e  f i n a l  de la  c la s s e  d 'é q u i­

valen ce  du groupe G par rapport à G^ = Gg . I l  e x is te  donc 

We G/Gs t e l  que E^ S  W. Évidemment

A  ( »  «  * , .  e ) ,

W
e t de là  car ï  «  U  E-, nous obtenons 

•  *1*0*
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W n I  = W n I )  E , = U ( w П E ,)  = W П Ev = W.55 n. •*“ n n л
Gl =Gs Gl =Gs

I l  r é s u lte  d 'a p rè s  le  lemme 9 q u 'i l  e x is te n t au p lus 

un sous-groupe G* de la  so r te  (n) appartenant à l'ensem ble 

{G^ i к е к } .  Chaque composante non-bornée e s t  a lo rs  un in ­

te r v a l le  f i n a l  d 'une c la s s e  d 'éq u iv a len ce  du groupe G par 

rapport a G*”. I l  r é s u lte  du lemme 6 que s i  E^ e s t la  com­

posante non-bornée, donc

A A. A x < y.
s t S  x fc E s y s  Ê .

e t  de là

e t  a lo r s

A A A E, + y -  x G Ek ,
s e S  xfc E-^c Eg 7 Ejj

A
S & S

G_ S  G «

Nous avons donc

G*" 2  U  G . .
s fe S

Nous démontrerons maintenant que chaque composante 

non-bornée e s t  t e l l e  comme dans le  p o in t 4 ° de la  con stru c­

t io n  (K) . S o i t  donc une composante a r b itr a ir e  e t non- 

born ée. S o it  V G/G*” a in s i  que Ek £  V . Puisque

G+ -  U  $ ( G J  = U  -  E l»
s T  S 8 Gx = G* 1

donc vu que

,  A  j  n V « 0 ,
( EA \  1
Vg 1=g  V
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nous obtenons

V r> CG+ -  U  $ ( G ) )  = Y n  ( J  E , r
s t S  8 G1=G* A

s U (v л S V л Ek « Ek.
Gi= G

C ela  f i n i t  la  preuve du théorème 1 .

Les exem ples. So^t f  l'en sem b le  des nombres e n tie r s  

e t G = [ax  + b : a,bfe Cj le  groupe des polynômes d é f in ie  

d éjà  p lu s t ô t .  Prenons la  chaîne des sous-groupes de la  

so r te  l o ) , t e l l e :

{ o } c i  a in s i  que le  sous-groupe G* = G. 

D é fin isso n s  la  fo n c tio n  Ф :

ФЦО}) :=  [0 , 10) f 

Ф(С) :=  C+ и (C + x ) .

Chaque p oin t de l ' i n t e r v a l l e  [0 ,1 0 ) e s t  la  composante de 

la  d écom position . L 'ensem ble C+ -  [0 ,1 0 )  e s t  a u ssi une 

composante a in s i  que € + x . L'ensem ble

G+ - (C + и (C + x)) = (<L+ 2x) u (C + 3x)u . . .

e s t  la  composante d e rn iè re .

En d e ss in :

C+ « + x
._______ ________A----------------------------- ----------vv

— ----ł------ 1----
E1tE2 , . . . , E 9 V------ Y----A------ v

E10 E11 E12
S i  nous .prenons une au tre  fo n c tio n  ф , par exemple

Ф Ц 0 } ) :=  C+ , $ (C ) :=  G+ ,
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donc nous obtiendrons la  décom position dans la q u e lle  

chaque p oin t appartenant à C+ e s t  une composante et chaque 

c la s s e  d 'éq u iv a len ce  C + x , C ♦ 2x , . . .  e s t  a u ssi une 

composante.

Prenons maintenant une autre chaîne des sous-groupes 

de la  so r te  Со) par exemple:

C4 с  C2 с  C , où

î г  . .  f —4 f 0 y 4 p 8 ę . • « 3" e t Cp • г  ^ . » • y —2 y 0 y 2 y 4 y. • «J

D é fin isso n s  Ф comme i l  s u i t :

$«C4) :=  <D+ ,

ф(®2) :*  C+ о (С + x) и (C + 2x)^

Ф (С) :=  G%

Nous recevons la  décom position su iv a n te :

= { 0 , 4 y 8 , 1 2 , . . *

= »5»9»13»• • • } i

E j  = { 2 » 6 * 1 0 ,1 4 ,. .  . J  ,

y .  « . }  y

=  ®2  +  X ,

Eg = ï ^2 + x ,  où C^ 2 :=  C -  ®2 ,

E? s  C2 + 2 x ,

Eg = C„2  *  ^x *

Eg = С  + 3 x , E10 *  C + 4 x , E11 B C + 5x, . . .

En d e se in :
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R e m a r q u e  6 * Remarquons q u ' i l  e x is te  to u jo u rs  

le  sous-groupe G* de (n) t e l  que G* 2  U  G pour
-  r T s t Schaque chaine des sous-groupes lGsJse s Con Peut P°ser

G* = G ) , mais la  fo n c tio n  Ф n 'e x is t e  pas to u jo u r s .

Donnons l'ex em p le  su iv a n t. S o i t  S s= { 2 , 4 , 8 , 1 6 , . . . }  e t

G = {ax + bs a ,b f e t } .  S o i t

A  Gs î =  Cs  • ° “  ®« ! =  ( C *SÎ  cfe * } •
s fc S

A lo rs

^ ^4 ^  ®8 ^ ^16 ^ . . .
On v o it  qu i l  n 'e x is t e  pas la  fo n c tio n  $  rem p lissan t la  

co n d itio n  2°a )  e t t e l l e  que

$ (C 2) э  ф(®4 ) => ф (С8) => . . .

En e f f e t .  F ixons s Q de S .  La fo n c tio n  Ф s e r a it  une in ­

je c t io n  de l'en sem b le  i n f in i  f G :  G_ C G_ }  à l'en sem b le ̂ s s s  о

f i n i  des in te r v a lle s  in it ia u x  P_ c  P_ rem p lissa n ts la
0co n d itio n  dans le  p o in t 2 a ) ,  ce qui e s t  im p o ssib le .

Remarquons encore que la  fo n c tio n  Ф e x is te  to u jo u rs 

pour la  chaîne l Gsi s * s  t e l -̂e Que

{Gs s ZCGS) e s t  s ta b le }  < 0 ( o
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puisque la  puissance de l'en sem b le G/ZCG_) e s t to u jou rs 

i n f i n i e .  Chaque élément a ,a + a ,a + a + a ,, . .  pour аь G+-Z(G  ) 

a p p a rtien t à une autre c la s s e  d 'equivalence du groupe G 

par rapport à ZC G J .O
R e m a r q u e  7 . Nous supposons dans nos considé­

r a tio n s  que le  groupe G s o i t  a b é lie n . I l  n 'e s t  pas 

d i f f i c i l e  d 'a p e rce v o ir  que c e t te  su p p osition  in te r v ie n t 

e sse n tie lle m e n t dans le s  preuves des lemme 1 e t 3 . Dans 

le s  au tres preuves e t  co n sid éra tio n s nous pouvons raisonner 

sans c e t te  su p p o sitio n . Le problème des décom positions in ­

v a r ia n te s  du demi-groupe G+ sans la  su p p osition  que le  

groupe G e s t  a b é lie n  e s t  o u v ert.
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