
P E T E R  V O L K M A N N

Caractérisation de la fonction f(x)«x  
par un système de deux inéquations fonctionnelles

Dédié à la  mémoire de D ie te r  K eith  Ross

En désignant par N ,Z ,Q ,R  le s  ensembles des nombres 

e n tie r s  n a tu r e ls , e n tie r s  r e l a t i f s ,  ra tio n n e ls  e t r é e ls ,  

respectivem ent (N = (1 ,2 ,3 »  • . . } )  ,  nous avons comme but 

de démontrer le  théorème suivant*

THEOREME. S o i t  f î  R —*■ R une fo n c tio n  s a t is f a is a n t  

aux inéquations

(1) f ( x + 1) >  f ( x )  + 1 ( x f c R ) ,

(2) fCxy) >  f C x ) f ( y )  (x ,y  6 R ) .

A lo rs f ( x )  = x .

Dém onstration» 1 . Considérons d 'abord seulement le s  

in éq u ation s Ç1) e t

(3) f t x 2 ) >  f ( x >2 (x  fc R ) .

De ces in éq u ation s on o b tie n t facilem en t le s  r e la tio n s
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(x >  0) ,C4) f ( x )  \  0

(5) f ( 1) = 1 , f ( 0) = 0 , f ( - l )  = - 1 ,

(6) f (x + n )  >  f ( x )  + n ( x f r R ,  n e N ) ,

d 'o ù  en p a r t i c u l i e r  (x  = 0 )

(7) f (n )  n ( n t N )  

e t (x  = -n )

(8) f  C-n) 4 -n  C n tN ) .

2 . Désormais nous u t i l is e r o n s  le s  in eq u ation s ( 1 ) ,

( 2 ) .  Montrons que

(9)

Four c e l a ,  observons d 'a b o rd  que C 2 ) , (5 )  e n tr a în e n t

(10) fC -x )  >  f ( - 1 ) f ( x )  = -  f ( x )  ( x & R ) ,  

d 'o ù  en p a r t i c u l i e r

(11) f ( -  2’ ) ^ ' -  f ( j ) «

De (4) , (7 )  on o b t ie n t

f ( J ) >  0 , f ( 2 ) >  2 ,

e t en te n a n t compte de ( 2) ,  ( 5) ,  i l  r é s u l t e  que

1 = f ( 1) >  f ( J ) f ( 2) >  f ( J ) . 2 ,

d 'où

(12) f (^ - ) .

La form ule d é s ir é e  ( 9 )  d écou le  des r e l a t i o n s  ( 1 ) , ( 1 1 ) ,  ( 1 2 ) :  

2  = f ( -  \  +1) >  f  ( -  ^ )+ 1  ^  - f ( ^ ) + 1  >  -  j  +1=

3 .  En u t i l i s a n t  ( 2 ) , ( 6 ) , ( 9 )  i l  e s t  f a c i l e  de v o ir  que

la fo n c tio n

f  ̂  (x) = 4  f  (2x) (x  é R) 

s a t i s f a i t  également aux in éq u ation s (1) e t  ( 2 ) :
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f ^ x + 1) = \  f ( 2x+2) >  j ( f  (2x )+ 2H =  f ^ x )  + 1  ( i t  H),

f ^ x y )  = J f ( J ( 2x ) ( 2y ) ) >  J  f ( J ) f ( ( 2x ) ( 2y)) =

» I  f  ( ( 2x ) ( 2y)) >  J  f  (2x) f  (2y) =

» f ^ ( x ) f , j ( y )  (x ,y  fc B ) .

De même, le s  fo n c tio n s

f k U )  = ^  f ( 2k x ) Cx frR )

(k=1 , 2 , 3 * • • •) s a t is f o n t  aux (1) ,  ( 2) .  (Dém onstration par 

récu rren ce:

f k (x ) = J  f k - 1 (2x) ( k * N ,  x f c R ) ,

ou f Q = f . )  La formule (5 )  e s t  donc a u ssi v a la b le  pour f  

remplacée par le s  f k :

f k (1) = 1 ,

d 'o ù

(13) f ( 2 k ) = 2k (kfe N ).

4 ,  La r e la t io n  (13) e s t  la  r e la t io n  de base pour 

é ta b l ir

(14) f  (m) = m (m t Z ) .

S o i t  d 'abord  m > 0 : S o i t  n e  N t e l  que

m + n = 2k ,

donc

f(m+n) = m + n .

A lo rs  ( 6 ) ,  (7 )  en traîn en t

m + n = f(m+n) ^  f  Un) + n >, m + n ,

d
# %

O U

f(m) = m.
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S o i t  maintenant m < 0 (donc -m e N e t f ( -m )  s  -щ)* En 

tenant compte de (8) t (10) i l  r é s u lte  que

m = - f ( -m )  4 f(m ) 4 m.

5 . Montrons que

(15) f ( r )  = r  ( r * Q ) .

S o it  donc. r & Q ,  г  = p /q , où p , q e Z  e t q |É 0 . Les re 

la t io n s  ( 2 ) ,  (14) fo u rn isse n t

p = f ( p )  = f (q (p /q ) )  >  f  (q ) f (p /q )  = q f ( p /q ) ,

d ou

г  >, f Cr )

( s i  l 'o n  f a i t  q > 0 ) et

г 4 f ( r >

( s i  l 'o n  f a i t  q < 0 ) .

6 . S o ie n t x f y e R ,  0 < x  < y .  I l  эп r é s u lte  que

y = ( t  +1 ) x

où t  > 0 , donc (se lo n  (1) , (4))

f  ( t + 1) >  f  ( t )  + 1 ^ 1 , 

ce qui fo u r n it (en v e rtu  de ( 2 ) ,  (4))

f  (7 ) >  f ( t + 1) f ( x )  V f ( x ) ,

ou, en résumant,

f ( x )  ^ f ( y )  (0  < x < y ) .

La fo n c tio n  f  e s t donc monoton. n o n -d écroissan te  sur l ' i n 

te r v a lle  ( 0 ,c o ) ,  De ce f a i t  et avec (1 5 ) on o b tie n t

(16) f ( x )  = x ( x ^  0 ) .

Four term iner la  dém onstration , i l  s u f f i t  de montrer f i 

nalement que
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f ( x )  = x  (x  < 0 ) .

S o i t  donc X & S ,  x < 0 .  S o i t  n o  N t e l  que x + n > 0 .

La form ule (16) en traîn e  que

f ( - x )  = - x ,  f(x + n ) = x + n , 

d 'o u  (en tenant compte de ( 6) ,  (10))

X + П a f  (X+n) >• f  (X^ + П >/ - f  C-X) + П = X + П.

Remarques supplém entaires» 1 .  M. Radulescu [3 ]  e d é - 

m ontrl qu'une fo n c tio n  f :  C (X )—► C(X) (C(X) désignant 

l 'e s p a c e  des fo n c tio n s  continues xs X —► R sur un espace 

de H ausdorff compact X )  s a t is f a is a n t  aux inéquations fon

c t io n n e lle s

(17) f (x + y ) *  f  (x ) + f ( y ) ,  f ( x y ) > ,  f Cxî fCy)

( x ty e  C (X )) e s t  de f a i t  a d d itiv e  e t m u lt ip lic a t iv e , c . - è -d .

f  (x+y) a f ( x )  + f ( y ) , f (x y )  = f < x ) f C y ) ^ .

De là  Radulescu a obtenu facilem en t le s  so lu tio n s  f : R - * R  

de (1 7 ) (avec x,y& R ) ,  à sa v o ir  f ( x )  = 0  e t f ( x )  = x.  

On a donc l'é n o n cé  su iv a n t:

S o it  f : R-—*- R une fo n c tio n  s a t is f a is a n t  aux in 

équations (17) e t à la  co n d itio n

(18) f ( 1) = 1 , 

a lo r s  f ( x )  = x .

I l  e s t  c l a i r  que le  théorème de la  p résente note améliore 

c e t  énoncé. Une autre a m élioration  (v o ir  [4 ]) co n sis te  à

* /  Ce r é s u lta t  a v a it é té  g é n é ra lisé  en remplaçant C(X) 
par des anneaux p lu s  a b s tr a its  (v o ir  [6] e t notamment 
l 'a r t i c l e  de J .  Dhombres [1 ]) .
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rem placer (.17)* (18) par

(19) f (x + y )>  f ( x )  + f ( y ) ,  f ( x 2 ) > f ( x ) 2 , f  (1) = 1 ( x . j t E ) .

Le f a i t  que (19) en tra în e  f ( x )  = x  a requ récemment une 

g é n é r a lis a tio n  d é c is iv e  par Z . Powązka [ 2 ] .

Observons que le s  in éq u ation s (1) , (3 )  (q u i en tra în en t (5)» 

donc f  (1) = 1 ) ne s u f f is e n t  pas pour c a r a c té r is e r  f ( x ) = »  

La fo n c tio n

f  (x)
x^ (x  1)

x  (x < 1)

s a t i s f a i t  a u ss i ces in é q u a tio n s . Mais s i  l 'o n  remplace (1 ), 

( 3) par le s  équations fo n c tio n n e lle s  correspondantes, à

sa v o ir

f (x + 1 ) = f  (x ) + 1 , f  (X2) = f t x )2 Cxfc H)r, 

a lo r s  on a nécessairem ent f ( x )  = x (v o ir  [5 1 )»

2 . S i  l 'o n  co n sid ère  f : Z —► R s a t is f a is a n t  aux 

in éq u ation s fig u r a n t dans ( 1) ,  ( 2) seulement pour x , y e - Z ,  

on n 'o b t ie n t  pas nécessairem ent f ( x )  = x ( x t Z ) .  C o n tre - 

exemple*^: f ( x )  = x ^ ( x f e Z ) .
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