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Metoda faktoryzacji rownan rézniczkowych n-tego rzedu
w zastosowaniu do analizy uktadéw liniowych.
Przypadek czynnikow rézniczkowych
o wielokrotnych pierwiastkach
wielomianu charakterystycznego

WSTCP

W pracy [l]Jrozpatrzono przypadek faktoryzacji ukitadu
dynamicznego, dla ktorego pierwiastki wielomianu charakte-
rystycznego se jednokrotne. Polega ona na zastgpieniu row-
nania rézniczkowego n-tego rzedu ukiladem niezaleznych row-
nan rézniczkowych rzedu pierwszego. Rozpatrywane tan za-
gadnienie rézni sie od znanej metody dekompozycji réwnania
r6zniczkowego n-tego rzedu, sprowadzajecej to réwnanie do
robwnowaznej postaci zaleznych réwnan rdézniczkowych stanu
rzedu pierwszego. Owa niezalezno$¢ réwnan jest zalete me-
tody, upraszczajgcag w wielu zadaniach technicznych oblicze-
nia analityczne.

W niniejszej pracy, stanowigcej kontynuacje rozwazan
zawartych w [i] rozpatrujemy przypadek, gdy pierwiastki

wielomianu charakterystycznego sga wielokrotne.

PODSTAWOWE TWIERDZENIA

Rozwazmy roéwnanie ro6zniczkowe o statych wspdétczynni-

kach rzeczywistych a”~, i * 1,2,...,n postaci
_1”nx(t) + ai'?.n'-f x(t) + ... + aﬁ((t) « u(t), teja.bl. (I)
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Zatézmy, ze wielomian W(z) = zn ¢ a,zIT'1 + ... ¢ a ma
p rézrych pierwiastkéw c¢,, c2, cp o krotnos$ciach odpo-
wiednio c£,,C*2, Pfzy czym c¢cC, +of2 + ... +o0co er

Wtedy roéwnanie (l) mozna przedstawi¢ w postaci réwnowaznej

(Ve,) 1@& c2) 2 e== (Dt“cp” * U(D), te [a,b], (2)
Réwnanie (2) mozna réwniez przedstawi¢ w postaci
P oc
(TT (O - cs) i) x(t) =u(t), te la,b].
i»l 1
Niech
, 1 dil
Akl ™ 1
v 3 K a .i 2] esee pl i C O* if e o o o

Udowodnimy twierdzenie 1.

Twierdzenie 1. Oezeli funkcja wue Cn_1 ([a.b]), to
kazde rozwiagzanie roéwnania (2) jest postaci
P

x(t) e ) , x4(t),
i=i

2c.:zie funkcje x ,f i * 1,2, P sq rozwigzaniami odpowied-
ni o- rownan
ni*1
Atre) 1ox (0)*(XZh A, (D -co)u(t), i=1.....p. (3)

f-cnadto funkcja x wyznacza jednoznacznie funkcje x,

Dowo6 d. Ze wzoru interpolacyjneglo Hermite'a mamy

A _
A

¢vs kazdej liczby zespolonej z. Przez analogie mamy
N ITk*1

(Dt-Cs) s EZ Ak l(0t-ck)1l) x(t) = x(t) 4)
k*I s=i x=0

m:a kazdej funkcji x klasy Cn'1(Tla,b]).
40



Zat6zmy najpierw, ze X. jest rozwigzaniem réwnania

P
Wtedy dla x(t) * 5Z na podstawie (4) mamy
i»l 1

(T (D -ck) K)xCt) . (X (o.-cj k) E  x.(t)
* K *

k-1 k-1 * iTl 1
o £ < i <0,mck) K)x.(t)
i*l k*I
Of.
-ec'fr <Dt-c.)k)(O0.c.rixi<t)
T«i K«l r Kk t 1 -
p a “i-1
e« <E T <Dt-c.) k 5Z A (0O -C1)1)u(t) - u(t).
i»l k*I * .1*0
M i

a wife funkcja x speitnia rownanie (2).
Odwrotnie, niech funkcja X spetnia w przedziale [a,bj

rownanie (2), Potozmy

p ~Nooexi- |
xx(t) » (*fl (°t-ck) k E ] Ail(Dt-ci)1l)x(t). (5)
M i la® p
Wtedy z (4) wynika bezposrednio, ze E X.(t) * x(t).

i*i 1
Pozostaje stwierdzi¢, ze funkcja x¥ dana wzorem (5) spet-

nia rownanie (3) w przedziale Ca,b]. Oto6z

P N cc-1

(D -c )~.(t) - (T (D-c.) k5zZ A ,(0 -c )1)x(t) =

11 1 k*I z K 1*0 1X ¢ 1

OCi-I

- g1t A Cc<.

CE] AI@EN T TR

ai-lI
» (Y 1TAil(Dt-ci)l)u(t).

1*0

Z kolei udowodnimy, ze funkcje XY wyznaczone se jedno-

znacznie. Niech wiec x(t) * XA(t), gdzie funkcje xt
i*1
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spetniajg odpowiednio réwnanie (3), zas funkcja x spetnia
robwnanie (2).

Rozwazmy operator

L T
k*i
Me
gdzie e jest ustalong liczbg wordéd liczb 1,2,.,.,p.

Mamy

Tx(t) =) 1Tx (t)

i1 1
i D
21 CIF (ot-ck) k 12 a co -c )x)x (t)
i=1 k*I T K 1*0 91 T 8 1
p p"S «s-1
mZcTT(0.cK k ZZ A<0 « })0 € x>
i=l k=>I' 1 K 1*0 SA  , 9 ro1 x
Ms Ms
M i
oc “s"1
* Cly ocpeeeky kN asi W 4 W
M's o) 1 c/-i
P P a %0
L, (1T (Dt-ck) k Y2 A (Dt-C8)1)Z]AiQ(Dt-ci)qu(t) +
izl k«l Tk 1*0 81 1 8 g*0 Iq * 1
Ms ks
pAl c8-1
¢ <T <Dt-4> “ g Ael(D,-C.P)S.<«>
Ms « 8-1
P p of °a"1 8 -
<g T (0 cksk Z * <w-¢c W Z a (0o -c.)lu(t)
i*l k-1t k q*0 g 1 1 1*0 81 * 8
Ms Ms
M i _—
¢ < Fi(Ot-=kxk ~ A.1(Dt-c)I)s.C«)
M s
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N

PI P Qf A |
(Ii:':'l Ll 0 t-ck) quO 14 r 1 rs S s
i"s k~s

\P. ]4,1 O:ocs,-l
(TT (D -Ck) kL A (o,-c9)4); (,)

k*1 1 q=0 sq T s 8

k/e

AP _P (x-1
'E(T (D -ck) k ZZAia(Ot-c.)q)xa(t)
i*l k-1 1 K g=0 ig 1 1 3
i/s ki

X«
* YJ
<T (Ot-ek) k A <0't-c.>4>x.<t>
k*I1 q=G

" / [ |
(D -ck) k A (D -c )g)x (t) - x (t).
z 1 S S

i=i *| 1 K q=0 iq
k™
Stad i z (5) wynika, ze xs(t) * xg(t) dla 8*1,2,...,f
Konczy to dowdd twierdzenia 1.
Rozwazmy z kolei réwnanie (2) w przedziale £a,b] z

warunkiem poczatkowym
x&K¥(tof » 2K} toe[a,b], k= 0.l ®6)
Stosujac twierdzenie 1 i metode dowodu podang w pra-

cy [3] mozna udowodni¢ twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 2. Problem (2), (6) rownowazny jest ukta-

dowi p problemoéw

(Dt-ci) 1 xt(t) * ¥ 1Ail(Dt-ci)lu(t)

Xi(k)(to) = x£k), k » 0,1,..»0c.-1, i ~ 1,

gdzie liczby X(gll() wyznaczamy z ukitadu



Rys.1

3j(c )x » XA"s) - YZ Z] a 4 a .t(ck)
=1 1=0 3J 1 01 0 k= v»I ri,k1 *

— 1A . $T (D -c. )T u(t) s»1,
1=0 KA dt 1 > ot

Liczbhy a~Cc”™ okreslone S€ nastepujaco :
0 dla 3 $ J« s<Ofi#

gej(cl) 1 dla s « j, s<cx\.

-3/*1
A4-3050 dla a mon

oraz dlo s>
Of,

ee0'0l'1 1



PRZYKLAD ZASTOSOWANIA

Zaprezentowang metode dekompozycji réwnania rézniczko-
wego n-tego rzedu na ukiad réwnan niezaleznych korzystnie
jest stosowac¢ w przypadkach, w ktérych znane sg z goOry
pierwiastki wielomianu charakterystycznego. Welektrotech-
nice i automatyce istnieja takie uktady. Przykiadem niech
bedzie tancuch n idealnych filtrow aktywnych. Zatézmy, ze
w tancuchu tym znajduje sie p grup filtréw, a w kazdej
grupie liczba jednakowych filtrow niech wynosi odpowiednio
ai# cC2, .... OCp. Kazdy z filtréw aktywnych odwraca faze.
Schemat tego tancucha przedstawia rys.2.

Réwnanie dla tancucha czwoérnikéw wzajemnie sie nie

obcigzajagcych, ktorego schemat przedstawiony Jest na rys.2,
ma postac

stepuje. Jesli OC» OCg, ...,0Cp, P sg liczbami parzystymi,

znak gdy ktorakolwiek z tych liczb jest nieparzysta.

Réwnanie (7) wynika ze ztozenia réwnan dla poszczegélnych

grup filtrow rozpatrywanego tancucha, ktdore maja postac
Of. k, Of.

dla O~.0Cg. ..=fOCp parzystych oraz
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oC K CC
(ot-Cp) p x(t) - -GjE) pup-1(t)

dla *** oCp nieparzystych.

Na podstawie twierdzenia 1 mamy bezposrednio uktad
p réwnan niezalezr&ch postaci

o -
(°t"ci® AX+Ct) m Z__J A11(Ot-ci)lu(t), i « 1,2,....p, (8)
przy czym
cC
L U-CK) k |
zz °¢ ’\7*37(2 2V e T czmeph) K D>
dla km1l,2,....p, 1m0,1,...,0"-1.

Rozwiezaniem réwnania (8) sa catki

. n ocC - i
BTSreur J <ty 1 explci(t-t)] Uj.CTDA'T,
gdzie
“ji-1
ui (t) « T2 Ail(Dt-ci)lu(t). iml,2,...,p.

Ostatecznie, na podstawie twierdzenia 1 rozwigzaniem
ogélnym rozpatrywanego zadania jest

X(° ¢« ThTT f WN-t) i exp [cAt-T)] unrTjdT.

WNIOSKI

Przedstawiony wariant metody réwnan niezaleznych beda-
cy uogolnieniem wynikéw zaprezentowanych w [I] korzystnie
jest stosowac¢ w uktadach, w ktorych znamy pierwiastki wie-
lomianu charakterystycznego. Nakiad pracy przy rozwigzywaniu
rownania rézniczkowego dynamiki uktadu jest wtedy mniejszy

niz przy stosowaniu metody zmiennych stanu. Stosujac bowiem
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metode zmiennych stanu otrzymujemy dla rozwazanego przykta-
du macierz uktadu A postaci

o] 1 0
0 0 0
A =
0 0
P
T (c/ 1.£ 17 ErR< >
i=1 i«l s*lI s X i« 1 X
L s/ —I

posiadajgca wielokrotne wartosci wilasne. Sprowadzenie jej
do postaci diagonalnej powoduje wystepowanie na giéwnej
przekatnej klatek Oordana. Konieczne - do rozwiezania row-
nania st mu - obliczenie funkcji macierzy exp(At) jest
bardziej ztozone.
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Kazimierz Oaracz, Eugeniusz Wachnicki

METHODE DER FAKTORZERLEGUNG DIFFERENTIALGLEICHUNGE.4
N-TER ORDNUNG

UNO IHRE ANWENDUNG ZUR ANALYSE LINEARER SYSTEME.
DER FALL DER MEHRFACHEN WURZELN

DES CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS

Im Arbeit vwvurde eine neue Méthode der Analyse linearer
zeitinvarianter Systems der Elektrotechnik und Automatik
vorgeschlagen. Sie erlaubt die Systeme n-ter Ordnung mit
von unabhéngigen Gleichungen zu beschreiben. Die genannte
Unabhéangigkeit der Differentialgleichungen dieses Systems
ist der wesentliche Vorteil der Méthode. Die Arbeit setzt
die Uberlegungen vort die in [I] enhalten sind.



