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Metoda faktoryzacji równań różniczkowych n-tego rzędu 
w zastosowaniu do analizy układów liniowych. 

Przypadek czynników różniczkowych 
o wielokrotnych pierwiastkach 

wielomianu charakterystycznego

WSTÇP

W p ra cy  [ l ] r o z p a t r z o n o  przypadek f a k t o r y z a c j i  układu 
dynam icznego, d la  k tó r e g o  p i e r w i a s t k i  w ielom ianu c h a r a k te ­

ry s ty c z n e g o  sę je d n o k r o t n e .  P o le g a  ona na z a s t ą p i e n i u  rów­

nania różn iczkow ego  n - t e g o  rzędu układem n ie z a le ż n y c h  rów­

nań różniczkow ych rzędu p ie r w s z e g o .  Rozpatrywane tan z a ­

g a d n ie n ie  r ó ż n i  s i ę  od zn a n ej metody d e kom p ozyc ji  równania 

różniczkow ego n - t e g o  r z ę d u ,  s p r o w a d z a ję c e j  to  równanie do 
równoważnej p o s t a c i  z a le ż n y c h  równań różniczkow ych sta n u  

rzędu p ie r w s z e g o .  Owa n i e z a l e ż n o ś ć  równań j e s t  z a l e t ę  me­

t o d y ,  u p r a s z c z a ją c ą  w w ie lu  z a d a n ia c h  te c h n ic z n y c h  o b l i c z e ­

n ia  a n a l i t y c z n e .

W n i n i e j s z e j  p r a c y ,  s t a n o w ią c e j  k o n ty n u a c ję  rozważań 

zaw artych w [ i ]  ro zp a tru je m y  p r z y p a d e k , gdy p i e r w i a s t k i  

wielom ianu c h a r a k t e r y s t y c z n e g o  są w i e l o k r o t n e .

PODSTAWOWE TWIERDZENIA

Rozważmy równanie różn iczkow e o s t a ł y c h  w s p ó łc z y n n i­

kach r z e c z y w is t y c h  a ^ ,  i  * 1 , 2 , . . . , n  p o s t a c i

x ( t )  + a . d - i x ( t )  + . . .  + a x ( t )  « u ( t ) ,  t e j a . b l .  ( l )-1„П i  j . n - i  n
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Z a łó ż m y , że  w ie lo m ia n  W (z) = z n ♦ a , z 1"1” 1 + . . .  ♦ a ma 

p r ó ż r y c h  p ie r w ia s t k ó w  c , ,  c 2 , c p o k r o t n o ś c i a c h  odpo­

w ie d n io  с £ , , С * 2 , P f z y  czym cC, + cxf2 + . . .  + oco e r

Wtedy równanie ( l )  można p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  równoważnej

( V e,) 1(eV c2) 2 ••• ( Dt “ c p^ * U(t), t e  [ a , b ]  ,  ( 2 )

Równanie ( 2 )  można rów nież  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  
P oc

( T T  (D -  C s ) i ) x ( t )  = u ( t ) ,  t e  Г а , ь ] .  
i » l  1

N ie c h

л „  1 d 1 
Akl “ П

v Э к a . i 2| • •  • • p| i

Udowodnimy t w i e r d z e n i e  1 .

c  O* i f  • • • •

T w ie r d z e n ie  1 .  O e ż e l i  f u n k c j a  u e  C n_1 ( [ a . b ] ) ,  to

każde r o z w ią z a n ie  rów nania ( 2 )  j e s t  p o s t a c i
P

x ( t )  e )  , x 4 ( t ) , 
i = i

2c.:zie f u n k c je  x , f i  *  1 , 2 ,  

n i  o- równań

,p sq rozwiązaniami odpowied­

n i * 1

, ^ t *-c4̂ ) 1 X. ( t ) * ( X Z l  A . (D - c .  ) 1 ) u ( t )  , i = l , . . . , p .  ( з )i  i  l s 0  xx t i

f-c n a d to  f u n k c ja  x w yznacza je d n o z n a c z n ie  f u n k c je  x , .

D o w ó d .  Ze wzoru i n t e r p o l a c y j n e g o  H e r m i t e 'a  mamy

p p  a1 * Ę  A  £ X I  Aki(z-ck)łk = l  s = l 1=0
ć vs- k a ż d e j  l i c z b y  z e s p o l o n e j  z .  P r z e z  a n a l o g i ę  mamy 

p p  ^  П’к * 1
CEI T  ( D t - C s ) ' S Ę2 Ak l ( ü t - c k ) 1 ) x ( t )  = x ( t )  ( 4 )

k * l  s = i  x=0

■J : a k a ż d e j  f u n k c j i  x k l a s y  C n ' 1 ( Га ,b ]  ) .
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Załóżmy n a jp ie r w ,  że x. jest rozwiązaniem równania 
P

Wtedy d la  x ( t )  * 5 Z  na p o d sta w ie  ( 4 )  mamy
i » l  1

( T  (D - c k ) k ) x C t )  .  ( X  ( o . - c j  k ) É  x . ( t )  
k -1  * K k -1  * * i T l  1

• £ < i  < 0 , - .
i * l  k * l

- è c ' f r  <Dt - c . ) k) ( 0 . c . r i xi <t )  
i « i  k « l  r k t  1 - i

p a  “ i - 1

•  < E  T  <Dt - c . )  k 5 Z  A (O - C 1 ) 1 ) u ( t )  -  u ( t ) .

■ck ) K) x . ( t )

Of.

i » l  k * l  * .1*0
M i

a w ife  fu n k c ja  x s p e ł n i a  równanie ( 2 ) .

O d w ro tn ie ,  n iech  fu n k c ja  X s p e ł n i a  w p r z e d z i a l e  [ a ,b j
równanie ( 2 ) ,  Połóżmy

p ^  cxi - l

x ± ( t )  »  (*fl ( ° t - c k ) k Ê ]  Ai l (D t - c i ) 1 ) x ( t ) .  ( 5 )  

M i  l a °  p
Wtedy z ( 4 )  wynika b e z p o ś r e d n io ,  że  E  x . ( t )  •* x ( t ) .

i * i  1
P o z o s ta je  s t w i e r d z i ć ,  że  fu n k c ja  x̂  ̂ dana wzorem ( 5 )  s p e ł ­

nia równanie ( 3 )  w p r z e d z i a l e  C a , b ] . Otóż
p ^  c c - 1

(D - с  ) ^ . ( t )  -  ( T  ( D - c . )  k 5 Z  A , ( 0  - c  ) 1 ) x ( t )  = 
1 1  1 k * l  z K 1*0  1X c 1
OCi-l

c<.
- с E] Aii(Dt”cî i TT" ) k)x(t)

1*0 Ł i  r 1 k * l  z * 

a i - l

» ( У  I Ai l (D t - c i ) 1 ) u ( t ) .
1*0

Z k o l e i  udowodnimy, że  fu n k c je  х̂  ̂ wyznaczone sę je d n o ­

z n a c z n ie .  N iech  w ięc  x ( t )  * x A( t ) ,  g d z ie  fu n k c je  x.±
i * l
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s p e ł n i a j ą  o d p o w ie d n io  równanie ( 3 ) ,  zaś funkcja x sp e łn ia  
rów nanie ( 2 ) .

Rozważmy operator

T -  Т Г  (D
k *i  
M e

gdzie  e j e s t  ustaloną l ic z b ą  wóród l i c z b  1 , 2 , . , . , p .
Mamy

a - l

T x ( t )  = )  1 Tx ( t )  -  
i * l  1

P P oc
-  2 ]  cTF ( o t - c k ) k 1 2  a  co - c  ) x ) x  ( t )  -

i = l  k * l  T K 1 * 0  91 T 8 1

p p̂ S «s-l

■ ZcTT(o.-ck) k ZZ А,,<о -« >ł)<o -e.*1 *.<»>
i = l  k=>l 1 K 1 * 0  SA , 9 r 1 x
M s  M s  

M i

♦ c i
oc “ s " 1

k=1 CDt “ c k ) k ^  As i  W 4 w  "

M s  
p p

oc - 1
a  % c ^ - i

Ц ( 1 Г  (Dt - c k ) k Y 2  A (Dt - C 8 ) 1 ) Z ] A iQ (Dt - c i )qU( t )  + 
i = l  k « l  Г k 1 * 0  81 1 8 q * 0  l q  * 1q *0
M s  k / s

p ^ 1 С*8-1

♦ < T  <Dt - 4 >  “  g  Ae l ( D , - C . P ) S . < « >

M s
p p  of ° Ci " 1 8 -

-  < £  T  (o - c k> k Z  *  <o - c  w  Z  a  , ( o  - c . ) l u ( t )
i * l  k - l  t  k q * 0  ł q  1 1 1 * 0  81 * 8

« 8 - l

Ms Ms
M i

k - l
M s

a  - i

♦  < F j (D t - = k >C' k ^  A . 1 (D t - c . ) l ) S . Ç « )
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P P Qf A__ |
( E !  T  o t-c k) k E  s

i= l  k = l  q=0 14 r 1 r s s

^  -1

i ^ s  k^s

14,1 o c , - l  JP. OC s
( T T  (D - C k ) k Ц  A ( о , - с 9 ) Ч ) ;  ( , )  

k * l  1 q=0 sq T s  8
k /e  

P P ( X - l

- Ê ( T  (D - c k ) k ZZ Ai a (O t - c . ) q ) x a ( t )
i * l  k -1  1 K q=0 iq  1 1 3
i / s  k / i

CX « P " 1
* <T (O t - e k ) k YJ A <o't - c . > 4 > x . < t >  .

k * l
k / s

q=G

OC. -1
P P  Of 1" Z Z t j T  (D - c k ) k Z Z  A (D - c  ) q )x  ( t )  -  x ( t ) .

i = i  k * l  1 K q=0 iq  z 1 s  s
k ^ i

S tą d  i  z  ( 5 )  w y n ik a , ż e  x s ( t )  * xg ( t )  d la  8 * 1 , 2 , . . . , f  
Kończy to  dowód tw ie r d z e n ia  1 .

Rozważmy z k o l e i  równanie ( 2) w p r z e d z i a l e  £ a ,b ]  z 

warunkiem początkowym

. ( k ) , ' .   ̂ _  „ ( k )x " J ( t 0 ) » x ' * ' ,  t o e [ a , b ] ,  к = O . l , (6)

S t o s u j ą c  tw ie r d z e n ie  1 i  metodę dowodu podaną w p r a ­

cy [3]  można udowodnić tw ie r d z e n ie  n a s t ę p u j ą c e :

T w ie rd z e n ie  2 .  Problem ( 2) ,  ( 6 )  równoważny j e s t  u k ła ­

dowi p problemów

(D t - c i ) 1 x t ( t )  * У  1 Ai l (D t - c i ) 1u ( t )

X i ( k ) ( t o ) = x £ k ) , к » 0, 1, . . . » О С . -1, i  * 1, 

( к )g d z ie  l i c z b y  xo i  wyznaczamy z układu

i  = l 01 o



u

P “ i-1

Rys.l

È  X I a3 j ( c  )x  » x ^ s )  -  Ÿ Z  Z ]  a 4 a  . t ( c k ) 
i=l 1=0 3J 1 01 0 k=l r»l r i , k 1 *

V *
x ^ — ! A, .  Ś—T  (D  - с .  ) Г u ( t )  

1=0  KA d t  1 *
s»l,

t»t

Liczby a ^ C c ^  określone sę następująco :

0 dla 3 ś J« s <0fi#

1
8ej(cl)

oraz dlo s >oc.
Of,

яч -з/*!
dla s « j, s<cx\.

(j1) dla a ■ oĉ

• • o ' 0 ! 1 ’  1

‘ e j ' ' ! 5 ”



PRZYKŁAD ZASTOSOWANIA

Zaprezentow aną metodę dekom pozycji  równania r ó ż n ic z k o ­

wego n - t e g o  rzędu na uk ład  równań n ie z a le ż n y c h  k o r z y s t n ie  

j e s t  s toso w a ć  w p rzy p a d k a c h , w k tó ry c h  znane są z góry 

p i e r w i a s t k i  wielom ianu c h a r a k t e r y s t y c z n e g o .  W e l e k t r o t e c h ­

n ic e  i  autom atyce i s t n i e j ą  t a k i e  u k ła d y .  Przykładem niech  

b ę d z ie  ła ń cu ch  n id e a ln y c h  f i l t r ó w  aktyw nych. Z a łó żm y , że 

w łańcuchu tym z n a jd u je  s i ę  p grup f i l t r ó w ,  a w k a żd ej 

g r u p ie  l i c z b a  jednakowych f i l t r ó w  n ie c h  w ynosi odpowiednio 

a i#  cC2 , . . . .  0Cp .  Każdy z f i l t r ó w  aktywnych odwraca f a z ę .  

Schemat te g o  ła ń cu ch a p r z e d sta w ia  r y s . 2 .

Równanie d la  ła ń cu ch a  czwórników wzajemnie s i ę  n ie  

o b c i ą ż a j ą c y c h ,  k tó re g o  schemat p rze d sta w io n y  J e s t  na r y s . 2, 

ma p o s ta ć

s t ę p u j e .  J e ś l i  OC^, OCg, . . . , o C p , P są l ic z b a m i  p a r z y s ty m i,  

znak gdy k tó r a k o lw ie k  z  ty c h  l i c z b  j e s t  n i e p a r z y s t a .  

Równanie ( 7 )  wynika ze z ł o ż e n i a  równań d la  p o s z cz e g ó ln y ch  

grup f i l t r ó w  rozpatryw anego ła ń c u c h a ,  k t ó r e  mają p o s ta ć
Of. k ,  Of.

d la  O ^ .O C g . • • * f OCp p a r z y s ty c h  oraz



° с .  к .  ОС
D̂t ”Cl^ lu i ^ ^  * -(y^) u ( t ) .

(X k9 ОС
<°t"=2> % ( t )  -  - С , Д )  \ t t ) .
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ос к ОС
( o t - C p )  р х ( t ) -  - G j £ )  pup - 1 ( t )

dla * * * ,o C p n i e p a r z y s t y c h .
Na p od sta w ie  tw ie r d z e n ia  1 mamy bezp ośred n io  układ

p równań n ie z a le ż n y c h  p o s t a c i  
OC.-1 

OC
( ° t " c i^  :LX± C t ) ■ Z _ _ J  A1 1 (O t - c i ) 1u ( t )  ,  i  « 1 , 2 , . . . . p ,  ( 8 )

przy czym

a  .  1 d

OC
U-Ck) k

7----------7*37---------т е — ;--------- i“ p( z - c ^  * ( z - c 2 ) . . . ( z - c p ) KJ  Z»

dla  к ■ 1 , 2 , . . . . p ,  1 ■ 0 , 1 , . . . , o ^ - l .

Rozwięzaniem równania ( 8 )  są c a ł k i

л oc - i
■ Tsrèur J  < t - T )  1 e x p [ c i ( t - t ) ]  Uj.CTDd'T,

gdzie
“ i - 1

ui ( t )  « T 2  Ai l (D t - c i ) 1u ( t ) .  i  ■ l , 2 , . . . , p .

O s t a t e c z n i e ,  na p od sta w ie  tw ie r d z e n ia  1 rozwiązaniem 

ogólnym rozpatryw anego zad an ia  j e s t

x ( °  •  ^  т ф т т  f  Й - t )  i  exp [ c ^ t - T ) ]  u ^ T j d T .

WNIOSKI

Przed staw ion y  w arian t metody równań n ie z a le ż n y c h  będą­

cy uogólnieniem  wyników zaprezentowanych w [ l ]  k o r z y s tn ie  

j e s t  s tosow ać  w u k ła d a c h , w k tó ry c h  znamy p i e r w i a s t k i  w ie­

lomianu c h a r a k t e r y s t y c z n e g o .  Nakład pracy przy rozwiązywaniu 

równania różniczkow ego dynamiki układu j e s t  wtedy m n iejszy  

n iż  przy stosow an iu  metody zmiennych s t a n u .  S t o s u ją c  bowiem
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metodę zmiennych stan u  otrzymujemy d la  rozważanego p r z y k ł a ­

du m acierz układu A p o s t a c i

O 1 . . .  0

0 0  . . .  0
A =

0

P

0

p
T  (.c/ 1 - £  TT -£ * * < -« ,>
i = l  1 i « l  s * l  s  x i « l  1 x

L  s ^ i  —I

p o s ia d a ją c ą  w ie lo k r o tn e  w a r t o ś c i  w ła s n e .  Sprowadzenie j e j  

do p o s t a c i  d ia g o n a ln e j  powoduje występowanie na głównej 

p r z e k ą tn e j  k l a t e k  O ordana. K onieczne -  do ro zw ię zan ia  rów­

nan ia s t  mu -  o b l i c z e n i e  f u n k c j i  m acierzy  e x p ( A t )  j e s t  

b a r d z ie j  z ł o ż o n e .
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METHODE DER FAKTORZERLEGUNG DIFFERENTIALGLEICHUNGE.4 

N-TER ORDNUNG

UNO IHRE ANWENDUNG ZUR ANALYSE LINEARER SYSTEME.

DER FALL DER MEHRFACHEN WURZELN 

DES CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS

Im A r b e it  vvurde e in e  neue Méthode der Analyse l in e a r e r  
z e i t i n v a r i a n t e r  Systems der E le k tr o te c h n ik  und Automatik 
v o r g e s c h la g e n . S ie  e r la u b t  d ie  Système n - t e r  Ordnung mit 
von unabhângigen Gleichungen zu b e sc h r e ib e n . Die genannte 
U nabhângigkèit der D i f f e r e n t ia lg le ic h u n g e n  d ie s e s  Systems 
i s t  der w e s e n tl ic h e  V o r t e i l  der Méthode. Die A r b e it  s e t z t  
d ie  überlegungen v o rt  die  in  [ l ]  en h alten  s l n d .
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