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Sur les généralisations du wronskien

Résumé. En généralisant le wronskien on montre que l’évanouissement de 
ce wronskien est équivalent à la dépendance linéaire du système des fonc
tions. Le théorème analogue est donné pour la décomposition d’une fonc
tion h(x, y) à la forme ai(x)bi(y) +  ■ ■ ■ +  an (x)bn(y) par la généralisation 
du wronskien de h. On formule aussi un théorème lié à un problème 
ouvert concernant cette décomposition.

1. On sait bien que l’évanouissement du wronskien

W i f u - . - J n )

f l(x ) ,  •••, fn(x)
f l ix ) ,  •••, fh ix )

étant une condition nécessaire pour la dépendence linéaire des fonctions / 1, . . . ,  
n’est pas la condition suffisante (le contre-exemple est donné déjà par 

G. Peano [8] en 1889).
Il y a beaucoup des théorèmes qui donnent une liaison entre l’évanouisse

ment du wronskien et la dépendence linéaire des fonctions (voir la bibliographie 
dans [5] et [10]).

On sait aussi [9] que l’évanouissement du déterminant de Casorati

f i (x i) ,  - f n(x 1)
f i ( x 2), - f n(x2)

/ l  (Xn ), • • • , fn (Xn )

est une condition équivalente à la dépendence linéaire des fonctions / 1, . . . ,  /„ .
On peut considérer le wronskien généralisé du type de Casorati sous la 

forme suivante
f i (xi ) ,  f n (x 1)
fi(X2), fn(X2)

/ i " _1)(a;„), . . . ,  / i " _1)(a;„)

AMS (2000) Subject Classification: 26B40, 15A03, 15A15.



Il est vrai le 

T h éorèm e 1
Le fonctions / i , . . . , / n complexes d ’une variable complexe différentiables 

sur un ensemble E  connexe sont linéairement dépendantes si et seulement si le 
wronskien du type de Casorati de ces fonctions reste nul pour tous x \ ,.. . ,  x n 
dans E .

Démonstration de “seulement si”. Supposons que f i ,  - ■ ■ , f n soient linéai
rement dépendantes, c. à d. qu’ils existent des nombres complexes au, . . . ,  a„ 
pas tous nul et tels que

et pour tous x \ , . . . ,x n dans E. Puisque a i , . . . ,  a„  ne sont pas tous nul le 
wronskien du type de Casorati reste nul.

Démonstration de “si”. Nous allons faire la démonstration par l’induction 
par rapport à n.

Pour n =  1 la supposition nous donne f i(x )  =  0 pour chaque x dans E, 
donc f i  est linéairement dépendante.

Supposons que notre implication a lieu pour n et que le wronskien du type 
de Casorati de degré n +  1 pour les fonctions f i  f n+1 reste nul pour
tous x i , . . . ,  xn, xn+\ dans E.

Considérons les deux cas suivants

a) ils existent les points x-i, . . . ,  x n+\ dans E  pour lesquels la matrice

b) le rang de cette matrice est plus petit que n pour chaque x-i, ■ ■ ■ ,x n+\

Dans le cas a) en développant le wronskien du type de Casorati des fonctions 
/ i , . . . , / „ + i ,  pour xi arbitraire dans E  et x-i, . . . ,  xn+\ comme dans a), par 
rapport à la ligne première nous recevons la thèse.

Dans le cas b) d’après la supposition inductive chaques n des fonctions 
f { , . . . ,  f'n+i sont linéairement dépendantes, donc ils existent des nombres 
a i , . . . ,  a„  pas tous nul tels que

oii f i  (x) H-------\-anf n(x) =  0

pour chaque x dans E. Il en résulte que

a i/iW (Xi) ------- 1- a „ /W  (xi) =  0 pour i =  0 , . . . ,  n -  1

a le rang égal à n ou

dans E.

« i f[{x ) +  - - - + a nf n{x) = 0  

pour chaque x de E , d’où il existe c tel que



<*1/ 1(2;) H------- ha„/„(ar) =  c.
Si c =  O les fonctions / 1, . . . ,  f n sont linéairement dépendantes, donc aussi les 
fonctions f i ,  ■ ■ ■ , f n, fn + i sont les mêmes. Si c ^  0 nous pouvons supposer 

sans la restriction de la généralité, alors

( ^ - ) / i ( a ; ) +  -• +  ( ^ 7 ) /„ (x) =  i .  (1)

Aussi les fonctions / 2, . . . ,  f'n+i sont linéairement dépendantes, donc ils existent 
des nombres 02 , - ■■ ,Pn+ 1 pas tous nul pour lesquels

d’où
#2/2(2;) +  ••• +  Pn+lfn+l (2;) =  0,

/̂ 2/ 2(2;) + ----- 1- # n + i/ 71+ 1(2;) — d
pour un nombre complexe d. Si d =  0 la démonstration est terminée, si d /  0 
nous avons

( f  ) h {x )  + ' ' ' + ( ^ ï 1) fn+lix) = L (2)
En comparant les membres gauches dans (1) et (2) nous voyons que les fonctions

a i
f i , . . . ,  /„ + 1 sont linéairement dépendantes puisque —  ^  0 .

c
La démonstration du Théorème 1 est donc terminée.

2. Pour la fonction h(x, y) de deux variables l’évanouissement du wronskien 
de la forme

h(x,y), hv(x,y), . . . ,  hyn-i{x ,y )
hx(x,y), hyx(x,y), . . . ,  hyn- i x(x, y)

hxn-i {x, y'), hyXn-1 (x , y), . .  •, hyn-ixn~i {x, y') 

est une condition nécessaire pour cette fonction soit de la forme

h(x,y) =  ai(x)bi(y) H------- 1- an-i(x )b n- i(y ) ,  (3)

n’étant pas en même temps de la condition suffisante (le contre-exemple premier 
est donné par Th.M. Rassias en 1986, voir [9] ou [10] p. 32).

Si nous remplaçons le wronskien plus haut par le déterminant du type de 
Casorati de la fonction h:

h (x i,y i) , h (x i,y 2), . . . ,  h (x i,y n) 
h(x2,Vi), h(x2,y2), . . . ,  h{x2,y„)

h{xn,y i), h(xn,y2), . . . ,  h(xn,yn)

son évanouissement est équivalent à la forme (3) de la fonction h (le résultat 
de F. Neuman, voir [7] ou le Théorème 22.2.1 à la page 36 et la Remarque 2.2.2
(ii) à la page 38 dans [10]).



O n p eu t con sid érer le w ronskien de la  fon ction  h  du ty p e  de C a so ra ti

h ( x  1 , 2/1 ) ,  h v ( x 1 , y 2),  h vn - i  ( x i , y n )
h x { x 2 , y i ) ,  hyX ( x 2 , 2/2 )) •••) h y n ~ ix { x 2 , y n )

h xn - i  (x n ? 2/1 )? hyXn—i (x n , y2 ) , • • • , hyn—i x n—i (x n , 2/n)

N ous avons le 

T h éorèm e 2
P o u r  «n e  fo n c t io n  h  com plexe  de d eu x  variables com plexes, ayant les 

d érivées  ju sq u  ’à

hyn—1xn~ 1

s u r  X  x Y ,  où X  et Y  sont des ensem bles  c o n n ex es  dans  C , le w ronskien  du type 
de Casorati reste  n u l  p o u r  tous x,\, . . . ,  x n dans X  et y \ , . . . ,  yn dans Y  si et 
s e u le m e n t  si la fo n c t io n  h  est de le f o r m e  (3 ) ,  où au : X  — > C  e t b k - Y  — > C  
p o u r  k =  1 , . . .  , n  — 1 .

D é m o n stra t io n  de “s i ” . L e  w ronskien du ty p e  de C a so ra ti de h  c ’est le 
m êm e que le w ronskien du ty p e  de C a so ra ti  des fon ctions

h ( x i , P i) ,  h y ( x ! , y2) , . . . ,  h yn-i  ( x i , yn )

com m e les fon ction  de Xi avec y \ , . . . ,  y n fixés a rb itra ire m e n t d ans Y .  D ’ap rès  
le T h é o rè m e  1 il suffit donc m o n tre r que ces fon ctions son t linéairem en t dépen
d an tes dans X .  N ous avons

h ( x  1 , 2/1 ) =  a i ( æ i ) 6 i ( j / i )  H---------h a „ _ i ( x i ) 6 „ _ i ( 2/ i ) ,

h y i ( x i , y i + i )  =  a i ( æ i ) 6 ^ ( j / i + i )  H--------- 1-

p ou r i =  1 , . . . ,  n  — 1. Il en résu lte  que les n  fon ctions

K x \ , y \ ) , h y { x i , y 2) , . . . , h yn- x { x i , y n )

son t des com binaisons linéaires des n  — 1  fon ctions a i ( a q ) , . . . ,  a „ _ i ( a q )  ( y i , . . . ,  
yn son t fixés! ) ,  donc elles doivent ê tre  linéairem en t d ép en d an tes.

D é m o n stra t io n  de “s e u le m e n t  s i ”. P a r  l ’in d u ction  p ar ra p p o rt à  n .
P o u r n  =  1 la  th èse  est évid en te. Supposons l’im p lication  à  p rou vée p our  

n  — 1 e t que le w ronskien (4 ) reste  nul e t con sid éron s les d eu x cas  siuvants:

a ) ils e x iste n t x 2 , . . . , x n dans X  e t y2 , . . . ,  yn dans Y  tels que le d é term in an t

bjyX{x 2 , y 2),  • • • )  kiyn-\x {x 2l, y rf)

hyx71-1 ) y 2 ) )  • • • ) hyn — i xn — i ( x n , y n )

est différent de zéro  ou



b) ce d éte rm in a n t reste  nul p our to u s x 2 , . . . ,  x n d ans X  e t p o u r to u s  
2/2 d ans Y .

D an s de la  cas  a ) en p o san t d ans (4 ) p ou r x 2 , . . . ,  x n e t y2 , .  ■ ■  , y n les 
nom bres qui e x is te n t d ’ap rès a ) e t en d évelop pan t le w ronskien (4 ) p a r ra p p o rt  
à  la  ligne p rem ière nous p ouvons co m p te r h ( x i , y i )  sous la  form e (3 ) .

D an s le cas  b) puisque le d éte rm in a n t (5 ) c ’est le w ronskien du ty p e  de 
C a so ra ti  de la  fon ction  h yx de d egré n  — 1, d ’ap rès la  supp osition  in d uctive  
nous avons

h y x ( x , y ) =  ai (x )b i  (y)  H--------- a n - 2 (x ) b n - 2 (y) ,

d ’où
h ( x , y )  =  a i ( x ) b i ( y )  H--------- a n - 2 (x ) b n - 2 (y) +  c ( x )  +  d (y )  (6 )

p ou r certa in e s  fon ction s c  : X  — > C  e t d  : Y  — >■ C .
L e  w ronskien (4 ) c ’est le w ronskien du ty p e  de C a so ra ti  des fon ctions  

h ( x ,  y i ) ,  h v ( x , y 2 ) , . . . ,  h yn-i  (x ,  yn ) co m m e les fon ctions de x  av ec y i , - . . , y n 
fixés. P u isq u e ce w ronskien reste  nul, a lors ces fon ctions sont linéairem en t 
d ép en d an tes, d onc ils e x iste n t des fon ctions a u  : Y n — > C  p o u r k =  1 , . . . ,  n ,  
telles que ctk(yi, ■ ■ ■ , y n ) ne sont p as to u s nul p ou r chaque (2/1 , • • •, yn ) d ans Y n 
et

a i ( y i , . . . , y n ) [ni (x )  6 1  (2/ 1 ) H--------- h a n - 2 (x ) b n - 2 (y i )  +  c ( x )  +  d(yi)\

+  a 2 ( y i , . . . , y n ) [a i (x )b ' i (y 2 )-\--------- a n - 2 (x)b'n _ 2 (y2 ) +  d ' (y 2 )\

+  •••

+ a n ( y i , - - - , y n ) | a i ( a ;) ^ "  1 ) (2/ „ ) H--------- h a „ _ 2 ( x ) 6 ^ _ 21 ) (y „ ) +  d ("  ^ ( y n )

=  0 .

C onsidérons quelques ca s . S ’ils e x iste n t 2 /1 , • • • ,yn te ls  que a.\ ( y \ , . . . , y n ) ^  0 
nous p ouvons ca lcu ler c ( x )  de l ’égalité  plus h a u t com m e la  com b in aison  linéaire  
de a i  ( æ) , . . . ,  a „ _ 2  (x )  e t d ’ap rès (6 ) nous avons la  th èse . Si a i  reste  nul to u jo u rs  
nous avons

\b'i(y2)a 2 H- - - - - - - - h 6 ^ "  ai(x)

+  . . .

+  { ^ - 2 ( 2 2 2 ) 0 : 2  H- - - - - - - - h b ^ S ^ ( y n) a n }  an- 2 (x)

+  OL2d '(y 2 ) + ------ 1- a n d^n ^  (yn )

=  0

S ’ils e x is te n t y2 , - . . , y n tels que un des p aren th èses {  }  est différent de zéro  
nous calcu lon s la  fon ctions “a ” qui se tro u v e  à  cô té  de c e tte  p aren th èse  p a r les 
fon ctions “a ” re sta n te s  e t la  form ule (6 ) nous donne la  th èse.



Si toutes les parenthèses {  }  restent nul pour tous 2/2, • • - , Un dans Y ,  dans 
ce cas aussi 0 ^ ( 2 2 2 )  +  • • • +  a nS'n~ v> (yn) =  0 et puisque a ç , . . . , a n ne sont 
pas tous nul le déterminant

d'(y2), d"(y3), •■ ■ . d ^ f o n )
61(2/2), 6” (2/3), • &i"_ 1) (2/« )

'«-2(2 /2),  ^ - 2 ( 2 / 3 ) ,  •• •, b{™Z2 ] (2/„)

doit ê tre  égal à  zéro  p our to u s 2/2 , • • •, yn dans y .  Il en résu lte  de T h é o rè m e  1 
que les fon ctions b ^ y ) , . . .  ,b'n_ 1(y),d'(y) son t linéairem en t d ép en d an tes. Ils 
e x iste n t donc des nom bres /ffi, . . .  ,(dn - i  Pas to u s nul e t tels que

Pib'iiy)  H---------1- /3n -2b'n _ 2 {y) +  /3n - i d ' ( y )  =  0 .

E n  ca lcu la n t d ’ici une des fon ctions 6 1 , . . . ,  bn - 2 , d  e t en p o sa n t c e tte  fonc
tio n  co m p tée  dans (6 ) nous recevon s la  th èse . Ç a  finit la  d ém o n stra tio n  du  
T h é o rè m e  2.

R em arq u o n s qu ’on p eu t recevoir le T h é o rè m e  1 d ’a p rès  le T h éo rèm e 2. E n  
effect il suffit con sid érer d ans le T h é o rè m e  2

"  y i - l
h ( x , y )  = 2 2 f i ( x ) _  p ou r ( x , y )  G E  x  C ,

i=  1 ' '

où f i ( x ) , . . . ,  f n (x )  son t com m e d ans le T h é o rè m e  1. D an s ce  cas  le w ronskien  
(4 ) de h  du ty p e  de C a so ra ti  est égal au  w ronskien du ty p e  de C a so ra ti  du  
sy stèm e d onc si ce w ronskien d ern ier est égal à  zéro , d ’ap rès le
T h é o rè m e  2 la  fon ction  h  est de la  form e (3 ) , d ’où

V  ( x ,  y) =  a i  ( x ) b [k) (y)  H--------- h a n - 1 (æ )6 ^ 2 i (y)

p ou r k =  1 , . . . ,  n  — 1. Il en résu lte  que

f j ( x ) =  h yj- i ( æ ,0 ) =  6 ^ _ 1 ) (0 )a i (a ;)  H--------- h b ^ Z p  (0 ) a „ _ i  (x )

p ou r j  =  1 , . . . ,  n ,  a lors les fon ction s / 1 , . . . ,  é ta n te s  les com binaisons linéai
res des fon ction s a i , , a „ _ i ,  son t lin éairem en t d ép en d an tes.

L a  raison n em en t plus h a u t n ’est p as la  d é m o n stra tio n  du T h é o rè m e  1, 
puisque d ans la  d é m o n stra tio n  du T h é o rè m e  2 nous profitons le T h é o rè m e  1. 
Il se pose d onc le

P ro blèm e

D on ner la  d é m o n stra tio n  du T h é o rè m e  2 ne p ro fitan t p as du T h é o rè m e  1.

3. N ous allons con sid érer le p rob lèm e su ivan t. E s t-c e  que si le ran g  de la  
m a trice  de W ronski de la  fon ction  h ( x , y ) :



/  H x,y), hy{x,y), . . ,  hyn-i(x ,y )  \
hx(x,y), hyx . , hyn~ix (x, y)

(7)

\ h xn -i(x ,y ), hyxn-i(x ,y ) , . • ? hyn-ixn~i (x , y) j
est égal h p  <  n pour chaque (x,y), alors la fonction h doit être de la forme 
ai (m)6i (y) H------- ap(x)bp(y)?

Le problème est suggéré par les deux théorèmes suivants:

T h é o r è m e  (A)
Si le rang de la matrice de Wronski des fonctions / 1, . . . ,  /„  réelles d ’une 

variable réelle de classe C" -1 est stable et plus petit que n, alors ces fonctions 
sont linéairement dépendantes [4] ).

T h é o r è m e  (B ) (F. Neuman — [7] ou [10] p. 30)
Si pour la fonction h ayante le dérivée hy„--\ x„ --\ continue, le déterminant 

de la matrice (7) est égal à zéro pour chaque (x,y) et le déterminant de la 
matrice analogue à la matrice (7) mais de degré n — 1 est différent de zéro pour 
chaque (x,y), alors h(x,y) =  ai(æ)&i(?/) H------- \- an- i(x )b n- i ( y ) .

Le Théorème (A) sera applique chez nous pour n =  2 et n =  3.
La réponse au problème plus haut est positive pour p  <  2 pour chaque 

n >  p  et pour p  =  2 et n =  3, si la fonction h est réelle des variables réelles, 
ayante les dérivés continues jusqu’à hyn- ix«-i .

Je  donnerai les démonstrations de ces faits.
Pour p  =  0 la thèse est évidente.
Passons au cas p  =  1. D’après le théorème de M. Cadek et J .  Simsa ([1] 

ou [10] p. 99) il suffit montrer que pour chaque point (xo,yo) dans I  x J ,  
où I  et J  forment des intervalles dans M, il existe un entourage de ce point 
tel que la fonction h est de la forme f(x )g (y)  dans cet entourage avec les 
fonctions f  et g telles que chaque est localement linéairement indépendante 
(c. à d. elle est linéairement indépendante, donc pas identiquement zéro, dans 
chaque sous-ensemble ouvert d’un entourage de xq o u  î/o). Remarquons qu’il 
suffit montrer que la fonction h est de la forme f(x )g (y), puisque si /  =  0 
dans un sous-ensemble ouvert d’un entourage de xq  o u  g =  0  dans un sous- 
ensemble ouvert d’un entourage de yo, alors la matrice (7) ne peut pas avoir 
toujours le rang égal à 1. Nous allons montrer ça par l’induction par rapport 
à n. Pour n =  2 notre théorème est démontré dans [6], mais plus bas je  donne 
une autre démonstration, en outre pour la commodité du lecteur (plus facile, je 
crois). (Rappelons que l’équation hhyx — hxhy =  0 c’est bien connue l’équation 
différentielle de d’Alembert).

Si h(xo,yo) 7  ̂ 0, alors h(x,y) ^  0 sur un entourage de (a?o, î/o)- Nous pou- 
vous supposer que h(x, y) >  0 sur cet entourage puisque dans le cas h(x, y) <  0 
nous pouvons replacer h par —h. L ’équation de d’Alembert a dans ce cas la 
forme



d2 In h(x,y) 
dxdy

d’où h(x,y) =  a(x)b(y).
Soit h2 (xo,yo) +  h2x(xo,yo) 7̂  0, donc hy(x,y) ^  0 sur un entourage E  de 

(xo,Vo) ou hyx(x,y) ^  0 sur un entourage E  de (a?o,î/o)- Nous allons démontré 
que

h(x ,y i), h (x ,y2) 
hx(x ,y i), hx(x ,y2)

0 pour chaque (x ,y i), (x ,y i) de E.

D ’après de Théorème 1 de [2] ils existent X(x) et r](x) tels que

h(x ,y i), h (x ,y2) 
hx{x,y{), hx(x, y2)

h (x ,y i), h(x, y2) — h(x, y\) 
hx{x ,y i), hx(x ,y2) -  hx(x, y{)

=  \{x) 

=  0

h(x ,y i), hy(x,î](x)) 
hx(x,yx), hyx (x,v(x))

d’après le Théorème 1 de cette note, puisque les fonctions y — > h(x,y) et 
y — > hx(x,y) sont linéairement dépendantes d’après le Théorème (A) plus 
haut. De plus le rang de la matrice

(  K x ,V i), h (x ,y2) \
\hx(x ,y i), hx(x,y2) J

est égal à 1, puisque dans le cas contraire il existerait un xq tel que h(xo,y i) =  
h(xo,y2) =  0 =  hx(xo,yi) =  hx (xo,y2), alors ils existeraient les x  et e tels que 
hy(xo,x)  =  0 =  hxy(xo,e),  en contradiction au choix de l’entourage E. Les 
fonctions x — >■ h(x ,y i)  et x — >■ h(x ,y2) sont donc linéairement dépendantes. 
Ils existent donc a (y i,y 2) et (3(yi,y2) tels que

a (y i,y 2)h (x ,y1) +  (3(y1,y2)h(x ,y2) = Q  et a 2(y!,y2) +  0 2(y i,y2) ±  0 .

Soit ÿ  tel que h(x, ÿ) ^  0. Dans ce cas

a(ÿ , y)h(x, ÿ) +  (3(ÿ, y)h(x, y) =  0

nous donne (3(y,y) ^  0 , puisque dans le cas contraire h(x,y) =  0 (a (y ,y ) ^  0 
dans ce cas) et ça est impossible. Nous avons donc

h(x, y) a(y ,y )
P(v, y)

h(x, y),

alors la forme exigée de la fonction h.
Dans le cas hx(xo,yo) ^  0 il suffit raisonner comme plus haut, en changeant 

x et y. Notre théorème est donc démontré pour n =  2.
Supposons maintenant que notre théorème est vrai pour la matrice de 

Wronski de la dimension n x n et que la matrice de Wronski de la fonction 
h de la dimension (n + 1 )  x (n + 1 )  a le rang égal à 1. Ils existent donc i et j  tels



que O ^  i, j  ^  n et hyixj (x0,y0) ^  0. Il existe alors un entourage de (27, y0) où 
hyixi (x, y) ^  0. Considérons tous les cas possibles.

a) Les indices i et j  sont tels que 0 ^  j  ^  n — 1. La matrice de Wronski 
de h de la dimension n x n a  donc le rang 1 sur un entourage de (xo,yo) 
et nous avons la thèse d’après la supposition inductive.

b) Soit i =  0 ou i =  1 et j  =  n. La matrice de Wronski de la dimension n x n
de la fonction hx a donc le rang égal à 1 dans un entourage de (27, 2/0), 
alors d’après la supposition inductive nous avons hx(x,y) =  f(x)g(y), 
d’où h(x,y) =  k(x)g(y) +  a(y), où k'(x) =  f(x ) .  Puisque hhyx—hxhy =  0, 
on a f(ag' — a'g) =  0. Si /  =  0 nous avons la thèse. Si /  ^  0 on a 
ag' — a'g =  0 et puisque g ^  0 dans le cas * =  0 (0 ^  hxn =  /(")</) et 
g' ^  0 pour i =  1 (0 ^  hyxn =  alors a(y) =  ag(y) pour un a
constant. Il en résulte la thèse.

c) Dans le cas * =  n et j  =  0 ou j  =  1 il suffit changer x et y dans le 
raisonnement plus haut.

d) Dans les cas 2 ^  i ^  n et j  =  n la matrice de Wronski de la fonction 
hyx de la dimension n x n a le rang égal à 1 sur un entourage de (27, 2/0), 
d’où hyx (x, y) =  f(x )g (y)  et de là hv(x,y) =  k(x)g(y) +  a(y), où k' =  f .  
Puisque

\iy%—i hyiXn hyihyi—ixn 0

nous recevons

aSi- 2\ y ) k ^ \ x ) g ^ i- 1\ y ) - a S i- 1\ y ) k ^ \ x ) g ^ i- 2\ y )  =  0 ,

d’où, puisque

0 ï  hyix„ =  V * - 1) , a ^ “ 2) (y) =  ag«-** (y)

pour un a  constant. Il en résulte que a(y) =  ag(y) +  w(y), où vu (y) est un 
polynôme de degré * — 3 (le degré du polynôme “0” est égal à —1), d’où 
hy(x,y) =  [k(x) +  a]g(y) + w (y ) .  Puisque hyhyixn —hyih yxn =  0 on a 
w{y)k^n\x)g^l~ 1\y) =  0 , d’oùw (y) =  0 , donc hy(x,y) =  [k(x)+a]g(y) =  
F(x)G (y).
Nous avons alors h(x,y) =  F (x )K (y ) +  b(x), où K ' =  G. Puisque

hxn-ihy,xn hy,xn -ih xn 0,
nous avons

b̂ n- 1\ x ) F ^ { x ) K ^ { y )  -  b̂ n\x)F^n- 1\ x )K ^ {y )  =  0 ,

d’où (x) =  (x) pour un 7  constant, alors b(x) =  7 F (x) +
p(x), où p(x) est un polynôme de degré n — 2. Il en résulte que h(x, y) =  
F (x)[K (y)  + 7 ] + p (x ) .  Puisque



h h y i x n h y i h x n  — O,

nous avons
p{x)F^n\ x )K ^ {y )  =  0, 

alors p(x) =  0, donc h(x, y) =  [K(y) +  y]F(x).

e) Le cas i =  n et 0 ^  j  ^  n est analogue.

La démonstration est donc terminée dans tous cas.
Nous allons donner la démonstration pour p  =  2 et n =  3.
D’après le Théorème 5.2.1 dans [10] p. 99 il suffit montrer que pour chaque 

point (xo,yo) de I  x J  il existe un entourage de ce point dans lequel la fonction 
h est de la forme

h{x,y) =  fi(x )g i(y ) +  Î 2{x)g2{y), (8)

où le système des fonctions f i , f 2 et le système des fonctions g\, g2 sont linéaire
ment localement indépendantes. Il suffit montrer seulement, comme plus haut, 
que h est de la forme (8), puisque si / i ,/2  sont linéairement dépendantes 
dans un sous-ensemble d’un entourage de xq ou si g\, g-2 sont linéairement 
dépendantes dans un sous-ensemble d’un entourage de yo, alors h est de la 
forme f(x)g(y)  dans un sous-ensemble ouvert d’un entourage de (a;o, j/o), donc 
la matrice (7) ne peut pas avoir toujours le rang égal à 2.

D ’après la supposition faite et d’après le théorème dans [1] ils existent des 
fonctions a \, « 2, (*3 : J  — >■ M telles que

a i(y )h v2(x,y) +  a 2(y)hv(x,y) + a 3(y)h(x,y) =  0 (9)
et

a\{y) +  a\{y) +  a\{y) ^  Q. (10)

En différentiant (9) une fois et encore une fois par rapport à x nous rece
vons les deux égalités qui avec (9) nous permettent montrer la continuité de 
a \, « 2, Q.3 par la méthode analogue à telle qui est dans la démonstration du 
lemme dans [3].

Soit (xo,yo) un point arbitraire de I  x J .

1. Si « 1(2/0) 7  ̂ 0, alors il existe un entourage du point yo dans lequel 
« i  (y) 0. Nous voyons d’après (9) que la fonction h(x, ■ ) comme la fonc
tion de la variable deuxième avec x fixé, est une solution de l’équation 
différentielle linéaire de l’ordre 2 de la forme

Y"(y] + ?77Ty '^ )  +  =  ° ’«1 (y) «1 (y)

alors la fonction h doit avoir la forme (8). Supposons donc dans la suite 
que « 1(2/0) =  0 et désignons par Mji pour i , j  =  1 , 2,3 le mineur de 
la matrice (7) avec n =  3 pour l’élément hyi- P u i s q u e  « K 2/0) +  
aliVo) 7̂  0 et



a2(yo)hy(x ,y 0) +  a 3 (y0)h ( x ,y 0) = 0 , ( 1 1 )

« 2  (yo)hvx ( x , y0) +  a 3 ( y0)hx ( x , y0) =  0 , 

a2(yo)hyx2(x ,y 0) +  a 3 (y0)hx2 (x ,y 0) =  0 ,

on a
Mji(x,yo) =  0 pour i =  3, j  =  1,2,3.  (12)

Ils existent d’après le même théorème dans [4] des fonctions 0 i ,0 2,0 3 '■ 
I  — > R continues telles que

Pi(x)hx2(x,y) +  (32(x)hx(x,y) +(33(x)h(x,y) =  0 (13)

et
0i (x) +  02 (x) +  03 (x) ±  0 . (14)

2. Si 0i (xq) ^  0 en raisonnant comme plus haut nous constatons que la 
fonction h est de la forme (8). Supposons donc que 0 i (xq) =  0, d’où 
comme plus haut

M ji(xo, y) =  0 pour i =  1 , 2 , 3  et j  =  3. (15)

3. Soit à présent M2i(xo,yo) 7̂  0 . Il existe donc un entourage du point 
(xo,yo) dans lequel M2i(x ,y )  ^  0. Puisque la dérivée dxM31 du mineur 
M31 par rapport à x est égale à M21 nous avons d’après le théorème de 
Lagrange et d’après (15) qu’il existe £ tel que

M31(x,y) =  M3i(x ,y ) -  M3i(x 0,y)
=  dxM3i(Ç ,y)(x -  x0)
=  M2i(Ç ,y)(x -  xo),

d’où M3i(x ,y )  ^  0 pour x ^  xq■ S ’il existerait x ^  xq tel que 0i(x) =  0, 
donc en posant x =  x dans

0 i(x )h x2y(x,y) +  02(x)hxy(x,y) +  P3(x)hy(x, y) =  0 

0i (x)hx2y2 (x, y) +  f32 (x)hxy2 (x, y) +  Aj (x)hy2 (x, y) =  0

(la différentiation de l’égalité (13) par rapport à y une fois et deux fois), 
nous aurions d’après M3i(x ,y ) ^  0 que 02(x) =  03(x) =  0 et ça est 
impossible d’après (14). Il doit être alors 0i(x) ^  0 pour x ^  Xq. Il en 
résulte qu’ils existent les fonctions f i(x ) , f 2(x), gi(y), 52(2/), hi(y), h2(y) 
telles que

h(x, y)
9 i{y ) îi{x )  +  g2{y )f2{x) pour x <  x0, 
hl (y )fl(x ) +  h2(y )f2(x) pour x >  x0.

(16)

Puisque / 1, /2 forment le système fondamental d’une équation différentiel
le linéaire d’ordre 2 elles sont de classe C 2 et le wronskien W (f\, f 2) ^  0, 
donc les fonctions g i,g 2,h i ,  h2 sont de classe C3.



De plus

0 ±  M21(x0,y)
M31(x,y) -  M31(x0,y)

=  lim
X —ï X q X — Xo

lim
X —> X q

M 31( x , y )  

X — Xo

=

lim
X̂ -Xq

W U 1J 2)
X — Xo

lim
W UUÎ2)

X — Xo

W(g[,g'2) 

W (h‘\,h'2)

et de l h W i g ' ^ g ^ ï O Ï W i K , ^ ) .

N ous avons p o u r x  <  xq d ’ap rès ( 16)

h y =  g ' i f i  +  5-2/2, h y2 =  g " f x +  g 2f 2 , h y3 =  g " f \  +  g 2 /2-

E n  ca lcu la n t / 1 ,  f 2 de d eu x  prem ières éq u ation s et en p o san t les dans  
l’éq uation  tro isièm e nous recevon s p our x  <  xq

W  (g[ ,g '2) h y3 =  F 1 ( y ) h y2 + F 2 ( y ) h y ( 17)

p ou r les fon ctions F i  e t F 2 co rresp o n d an tes  continues.

N ous recevon s de m êm e faço n  p ou r x  >  xq

W ( h [ , h'2) h y3 =  G i (y ) h y2 +  G 2 (y ) h y ( 18)

p ou r les fon ctions G\ e t G 2 co rresp o n d an tes  continues.

E n  fixan t d ans ( 17) e t ( 18) la  variab le y  nous recevon s d ’a p rès  le L em m e 1 
d ans [4] p. 178 que ( 11) a  lieu p ou r chaque x .  L a  fon ction  h y (x ,  —),  com m e  
la  fon ction  de la  variab le y  avec x  fixé, est une solu tion  d ’une éq u ation  
différentielle linéaire d ’ord re  2 , alors

h y (x , y)  =  ô i ( x ) h  (y)  +  â 2 (x ) b 2 (y)

p ou r les fon ctions â i , â 2 , b i ,  b2 co rresp o n d an tes . Il en résu lte  que

h ( x ,  y)  =  « i  (x )6 i  (y) +  a 2 (x ) b 2 (y)  +  c ( x )  (19)

p ou r les fon ctions « i ,  a 2 , bi,  62 co rresp o n d an tes. E n  p o san t c e tte  form e  
de la  fon ction  h  dans (1 1 ) avec y =  yo nous recevon s

0 :2 (50) [ü i(a ;)6 i(5 o ) +  ü 2 (a ;)62(50)] ^

+  0 3 (5 0 )  [«i ( x ) b i  (yo) +  a 2 ( x ) b 2 (50 ) +  c(x)\ =  0.

R em arq u o n s que 0 3 (5 0 )  0 , puisqe d ans le ca s  co n tra ire  nous avons
d ’a p rès  (1 1 ) que hy(x,yo) =  0 ,  d ’où M21(x,yo) =  0 ,  co n tra ire m e n t à 3 . Ils



existent donc d’après (20) des nombres k ,l  tels que c(x) =  k a i(x )+ lü 2(x), 
alors (19) nous donne la forme (8) de la fonction h.

4. Dans le cas M \-2 (xq, î/o) ^  0 il suffit changer x et y dans le raisonnement 
plus haut.

5. Puisque dxM32(x,y) =  M22{x,y), si M22(xo,yo) 7  ̂ 0 nous pouvons rai
sonner comme dans le cas 3.

6. Nous reste seulement le cas M n(xo,yo) 7  ̂0, donc M \t (x, y) ^  0 dans un 
entourage de (a?o, 2/o)-
Nous recevons en différentiant (13) une fois et deux fois par rapport à y 
et en posant x =  xq

(h (x 0 )h x2 y(x 0 ,y ) +  0 2 (xo)h Xy (xo,y ) +  0 3 (xo)hy(xo,y ) =  0  

(h (x 0 )h x2 y2 (x 0 ,y ) +  P2 (x 0 )h xy2 (x 0 ,y ) +  P3 (x 0 )hy2 (x 0 ,y ) =  0 .

En calculant 02 (xq) de ce système avec y =  yo comme les système des in
connues 0 i (xq) et 02(xq) nous recevons que 02(xq) =  0 (M n (x o ,2/o) ~f~ 0 
et M2i (xo, 2/o) =  0). Puisque aussi 0 i (xq) =  0 on a 03(xq) 0 (voir
(14)), d’où d’après (13) avec x =  xq nous avons h(xo,y) =  0 et de là 
hy(x0,y) =  hy2(x,y) = 0 .  Puisque M u (x0,y0) ^  0, alors hyx(x0,y0) ^  
0 ou hxy2(xo,yo) 7̂  0 , d’où il existe un entourage de (xq, î/o) tel que 
hyx(x, y) 0 dans cet entourage ou hxy2 (x, y) ^  0 dans un entourage 
de (a?o, 2/o) - Nous avons dans le cas premier qu’il existe £ tel que

hv(x,y) =  hy(x ’ V) ~  hy(xo, y) =  hyx(Ç,y)(x -  x0) ^  0 pour x ^  x0 

et dans le cas deuxième qu’il existe £ tel que

hy-2(x,y) =  hy2(x,y) -  hy2(xo,y) =  hy2x(Ç,y)(x -  x0) ^  0 pour x ^  x0.

Il en résulte que pour x fixé et différent de Xq on ne peut pas être 
h(x, y) =  0, donc dans chaque point (x, y) pour lequel x ^  xq nous devons 
avoir un des cas 1-5.  Il existe alors pour chaque tel point un entourage 
dans lequel la fonction h est de la forme (8). De là d’après le Théorème 
5.2.1 dans [10] p. 99 nous avons (16). Nous avons de plus

, (  h v ( x , y ) ,  h v2 ( x , y )
V k>yx2 (xq , y)  , Hy2x2 (Xq, y')

donc

h yx{x ,y ), hy2x {x ,y )  
hyX2 (X0 ) y) ) kjy2x2 (xq, y')

0 ^  M n (x0,y)
hv(x, y),

=  lim
h y X2 ( x 0 ,  y ) ,  h

hy2(x, y)
y2 x 2  ( X Q ,  2/ )

h y ( x 0 , y ) ,  h y2 (xo,y) 
hyX2 (^o, y)i hy2x2 (^o, 2/)

X — Xo



/ l (z ) , / 2 (2 ;)
№ ) ,  № )

x -> x 0 X — Xo
<

f l (x ) , f 2(x)
/" (* )>  № )

X — Xo

W (g[,g'2),

W (h[,h'2),

alors W(g'1, g2) ^  0 ^  W(h\, h'2). La suite est analogue que dans le cas 3. 

Nous avons donc démontré le théorème suivant:

T h éorèm e 3
Soit h : I  x J  — > M, où I  et J  sont des intervales réels, une fonction 

ayante les dérivées continues jusqu’à hyn- ix«- i ,  pour laquelle la matrice (7) a 
le rang égal à p  en chaque point de I  x J .

a) Si p  =  1 et n >  p, alors h(x,y) =  ai(x)bi(y) pour a\ : I  — > R et 
bi : J  — K.

b) Si p  =  2 et n =  3, alors h(x,y) =  ai(x)bi(y) +  Ü2(x)b2(y) pour 
« i , «2 : I  — > M et b i, &2 : J  — > M.

Remarquons enfin que la condition que la matrice (7) pour la fonction
h(x, y) =  ai(x)bi(y)-\------ \-ap(x)bp(y) a le rang toujours égal à p est équivalente
à la condition que les matrices

ont les rangs toujours égaux à p.
Pour les fonctions üi(x) et bi{y) de classe C n cette condition dernière est 

équivalente à la suivante: le système des fonctions a\ (x ) ,. . . ,  ap(x) (bi (y ),. . . ,  
bp(y)) forme des intégrales d’une équation différentielle ordinaire, linéaire et 
homogène de la forme

y(n)(t) = p n-i (t )y(n~ 1)(t) +  • • -+Po(t)y(t)  (21)

avec les coefficient pi(t) continus ([3] et aussi [5]). Cela désigne que notre 
problème de la décomposition de la fonction h à la forme a\ (x)b\ (y) +  • • • +  
ap(x)bp(y) c ’est en réalité pour la fonction h de classe Cn le problème de la 
décomposition de cette fonction à cette forme avec les fonctions ai(x) et bi(y) 
étantes des solutions de l’équation de la forme (21).

L ’exemple de la fonction

h(x,y) =  x\x\ +  1 pour (i , k) e 1 x I

montre que la supposition de classe C n de la fonction h est essentielle dans 
nos considérations dernières, même si la matrice (7) pour n =  2 a le rang égal 
à 1. On ne peut pas décomposer la fonction h à la forme a(x)b(y), où a(x)



et b(y) sont des intégrales de l’équation de la forme (21) pour n =  2, à cause 
de la régularité de a(x). Remarquons que notre fonction h n’est pas aussi une 
solution de l’équation de la forme (21) pour n =  1 puisque

(£|£| +  1 ) J _ _ !  = 2 ^ 0 =  P o { —1) • 0  =  P o { —1)(£|£| +  l ) t = - i ,

formant en même temps cette solution dans chaque intervalle qui ne contient 
pas —1 (il suffit prendre Po(t)  =  La fonction h(x, y) =  xy pour (x, y) Є
Ж X  Ж est de la forme a(x)b(y), sa matrice (7) pour n =  2 a le rang égal à 1, 
a(x) et b(y) sont des solutions de l’équation (21) d’ordre 2, n’étant pas des 
intégrales de l’équation de cette forme d’ordre 1 ((t)'t=0 =  1 ^ 0  =  Po(0) • 0).
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