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Sur les genéralisations du wronskien

Résumé. En généralisant le wronskien on montre que I’évanouissement de
ce wronskien est équivalent & la dépendance linéaire du systéme des fonc-
tions. Le théoréme analogue est donné pour la décomposition d’une fonc-
tion h(z,y) a la forme a1(x)b1(y) + - - - + an(x)br(y) par la généralisation
du wronskien de h. On formule aussi un théoréme lié & un probléme
ouvert concernant cette décomposition.

1. On sait bien que ’évanouissement du wronskien

fll(x), ce, f7(x)
wthopo| 15 1D
1(n_1)( ) P (=) (x)

étant une condition nécéssaire pour la dépendence linéaire des fonctions fi,.. .,
fn, n’est pas la condition suffisante (le contre-exemple est donné déja par
G. Peano [8] en 1889).

Il y a beaucoup des théoremes qui donnent une liaison entre 1’évanouisse-
ment du wronskien et la dépendence linéaire des fonctions (voir la bibliographie
dans [5] et [10]).

On sait aussi [9] que évanouissement du déterminant de Casorati

fi(@), ..., fo(z1)
fi(xa), ..., fo(z2)

est une condition équivalente 3 la dépendence linéaire des fonctions fi,..., fn.
On peut considérer le wronskien généralisé du type de Casorati sous la
forme suivante
filz), ..o, fa(z1)
f{(xQ)a ey rIL(xQ)
1 @), oy £ (@)
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Il est vrai le

THEOREME 1
Le fonctions fi,...,fn complexes d’une variable complexe différentiables
sur un ensemble E connexe sont linéairement dépendantes si et seulement si le

wronskien du type de Casorati de ces fonctions reste nul pour tous x1,...,Z,
dans E.

Démonstration de “seulement si”. Supposons que fi,..., f, soient linéai-
rement dépendantes, c. & d. qu’ils existent des nombres complexes aq,...,q,
pas tous nul et tels que

alfl(x) +- +anfn(x) =0

pour chaque z dans E. Il en résulte que
alfl(i)(xi) + o+ o fOx;)=0 pouri=0,...,n—1

et pour tous z1,...,T, dans E. Puisque ai,...,a, ne sont pas tous nul le
wronskien du type de Casorati reste nul.

[1Pyes

Démonstration de “si”. Nous allons faire la démonstration par I’induction
par rapport i n.

Pour n = 1 la supposition nous donne f;(x) = 0 pour chaque z dans E,
donc f; est linéairement dépendante.

Supposons que notre implication a lieu pour n et que le wronskien du type

de Casorati de degré n + 1 pour les fonctions fi,..., fn, fn+1 reste nul pour
tous z1,...,%pn,Tpy1 dans E.
Considérons les deux cas suivants
a) ils existent les points za,...,Z,+1 dans E pour lesquels la matrice
(i-1)
(fj (mi))i:2,...,n+1
i=1,...,n+1
a le rang égal & n ou
b) le rang de cette matrice est plus petit que n pour chaque zs,...,Tp41
dans E.
Dans le cas a) en développant le wronskien du type de Casorati des fonctions
fis--<s fnt1, pour x; arbitraire dans E et xa,...,T,41 comme dans a), par

rapport & la ligne premiere nous recevons la thése.

Dans le cas b) d’aprés la supposition inductive chaques n des fonctions
fis---s fry1 sont linéairement dépendantes, donc ils existent des nombres
ag,...,0, pas tous nul tels que

arfil@)+---+anf,(z)=0

pour chaque z de FE, d’ou il existe ¢ tel que
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arfi(@) + -+ anfa(z) =c.
Si ¢ =0 les fonctions fi,..., f, sont linéairement dépendantes, donc aussi les
fonctions fi,..., fn, fn+1 sont les mémes. Si ¢ # 0 nous pouvons supposer
a; # 0 sans la restriction de la généralité, alors

(Z)n@++ () fule) =1. 1)

Aussi les fonctions f, ..., f; ., sont linéairement dépendantes, donc ils existent
des nombres fs,. .., Bp+1 pas tous nul pour lesquels

Bafo(x) + - + B frp1(x) =0,
d’ou
Bafo(®) + -+ + Bnt1fnt1(z) =d
pour un nombre complexe d. Si d = 0 la démonstration est terminée, si d # 0

nous avons
(%) fol@) +-- + (’3";1) frt1(z) = 1. (2)

En comparant les membres gauches dans (1) et (2) nous voyons que les fonctions

fiy--+, fnt1 sont linéairement dépendantes puisque ?1 # 0.
La démonstration du Théoréme 1 est donc terminée.

2. Pour la fonction h(z,y) de deux variables ’évanouissement du wronskien
de la forme

h:l:"_1 (xay)a hy:l:"_l (xay)a AR ] hy"_l:l:"_l (xay)

est une condition nécéssaire pour cette fonction soit de la forme

h(z,y) = a1 (2)br(y) + - - + an1(€)bn-1(y), 3)

n’étant pas en méme temps de la condition suffisante (le contre-exemple premier
est donné par Th.M. Rassias en 1986, voir [9] ou [10] p. 32).

Si nous remplagons le wronskien plus haut par le déterminant du type de
Casorati de la fonction h:

h(x17y1)7 h(-’l»'l,yQ), ey h(xlayn)
h($2,y1), h($2,y2), ey h(x27yn)

h(-’l;nayl)a h("l"nayQ)a ey h(xnayn)
son évanouissement est équivalent & la forme (3) de la fonction h (le résultat

de F. Neuman, voir [7] ou le Théoreéme 22.2.1 4 la page 36 et la Remarque 2.2.2
(ii) & la page 38 dans [10]).
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On peut considérer le wronskien de la fonction h du type de Casorati

h($17y1)7 hy(xlayQ)a ey hy"—l(xhyn)
hw($27y1)7 hyw($27y2)7 ceey hy"—lw(m27yn) ) (4)

hwn—l (xn,yl), hywn—l (.’L’n,yg), ey hyn—lwn—l (.’L’n, yn)
Nous avons le
THEOREME 2
Pour une fonction h complexe de deux variables complexes, ayant les
dérivées jusqu’a
hyn—lwn—l

sur X XY, ou X etY sont des ensembles connexes dans C, le wronskien du type
de Casorati reste nul pour tous x1,...,%, dans X et y1,...,y, dans Y si et
seulement si la fonction h est de le forme (3), ot ap: X — Cetbp:Y — C
pourk=1,...,n—1.

[1Pyes

Démonstration de “si”. Le wronskien du type de Casorati de h c’est le
méme que le wronskien du type de Casorati des fonctions

h(z1,y1), hy(x1,2),- -, hyn—1 (Z1,Yn)

comme les fonction de z; avec yq,. .., ¥y, fixés arbitrairement dans Y. D’apres
le Théoréme 1 il suffit donc montrer que ces fonctions sont linéairement dépen-
dantes dans X. Nous avons

h(z1,91) = a1(@1)b1(y1) + - + an—1(21)bn-1 (1),

By (@1,9041) = a1 (@06 (Y1) + - + anoa (@) (Yi)
pour i =1,...,n — 1. Il en résulte que les n fonctions
h($17y1)7 hy(xlayQ)a ey hy"—1 (xhyn)
sont des combinaisons linéaires des n—1 fonctions a; (#1), ..., an—1(21) (y1,--.,

yn, sont fixés! ), donc elles doivent étre linéairement dépendantes.

Démonstration de “seulement si”. Par I'induction par rapport & n.
Pour n = 1 la these est évidente. Supposons 'implication & prouvée pour
n — 1 et que le wronskien (4) reste nul et considérons les deux cas siuvants:

a) ils existent zo,...,z, dans X et yo,...,y, dans Y tels que le déterminant

hyw("l"?ay?)a ceey hy"—lw(-’lf'%yn)
.................................... 5)

est différent de zéro ou
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b) ce déterminant reste nul pour tous zo,...,z, dans X et pour tous
Y2,...,Yn dans Y.

Dans de la cas a) en posant dans (4) pour za,...,Z, et ya,...,Yn les
nombres qui existent d’apres a) et en développant le wronskien (4) par rapport
a la ligne premieére nous pouvons compter h(z1,y;) sous la forme (3).

Dans le cas b) puisque le déterminant (5) c’est le wronskien du type de
Casorati de la fonction hy, de degré n — 1, d’aprés la supposition inductive
nous avons

hyz(z,y) = a1 (2)b1 () + -+ + an—2(2)bn—2(y),
d’otr
h(z,y) = a1(2)b1(y) + -+ + an—2(2)bn—2(y) + c(z) + d(y) (6)
pour certaines fonctions ¢c: X — Cetd: Y — C.

Le wronskien (4) c’est le wronskien du type de Casorati des fonctions
h(z,y1), hy(x,y2),- .., hyn—1(x,yn) comme les fonctions de z avec yi1,...,yn
fixés. Puisque ce wronskien reste nul, alors ces fonctions sont linéairement
dépendantes, donc ils existent des fonctions ag : Y* — Cpour k=1,...,n,
telles que ag(y1,- .. ,yn) ne sont pas tous nul pour chaque (yi,...,y,) dans Y™
et

a1(Y1,- > Yn) [a1(2)b1(y1) + -+ - + an—2(2)bp—2(y1) + c(z) + d(y1)]
a2(Y1,- - ¥n) [a1 (@) (y2) + - - + an—2(2)by, _o(y2) + d' (2)]

+ + +

;- n) [0 @B () + -+ + an-a @S () + AV (yn)
0.

Considérons quelques cas. S’ils existent y1,...,¥y, tels que a1 (y1,...,yn) # 0
nous pouvons calculer ¢(x) de I’égalité plus haut comme la combinaison linéaire
de a1 (z),...,a,—2(x) et d’apreés (6) nous avons la thése. Si o reste nul toujours
nous avons

TR AT T P
+ ...
+ {Batmlas + 8D Gadan fan 2 (2)
+ aod' (y2) + - - + and™ Y (yy,)
=0
S’ils existent ya,...,Yn tels que un des parentheéses { } est différent de zéro

nous calculons la fonctions “a” qui se trouve a c6té de cette parenthése par les
fonctions “a” restantes et la formule (6) nous donne la thése.
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Si toutes les parentheses { } restent nul pour tous ys,...,y, dans Y, dans
ce cas aussi asd' (y2) + -+ + and™ V(y,) = 0 et puisque as,...,a, ne sont
pas tous nul le déterminant

d@), d'(ys), - AP (yn)
-1
Bi(ya),  B(ys) - bV (W)

By _o(Ya), Vs (ys), -, BT ()

doit étre égal & zéro pour tous ys,...,y, dans Y. Il en résulte de Théoreme 1
que les fonctions b (y),...,b),_;(y),d'(y) sont linéairement dépendantes. Ils

existent donc des nombres f3q,...,3,_1 pas tous nul et tels que

Buby () + - 4 Bn2by_o(y) + Bn1d'(y) =

En calculant d’ici une des fonctions by,...,b,_2,d et en posant cette fonc-
tion comptée dans (6) nous recevons la these. Ca finit la démonstration du
Théoreme 2.

Remarquons qu’on peut recevoir le Théoreme 1 d’apres le Théoreme 2. En
effect il suffit considérer dans le Théoréme 2

z 1
Zf’ ol pour (z,y) € E xC,
ou fi(x),..., fn(z) sont comme dans le Théoréme 1. Dans ce cas le wronskien
(4) de h du type de Casorati est égal au wronskien du type de Casorati du
systeme fi,..., fn, donc si ce wronskien dernier est égal 3 zéro, d’apres le

Théoréme 2 la fonction b est de la forme (3), d’oli

hy (2,y) = a1 (@0 () + - + an1 (@) (y)

pour k=1,...,n — 1. Il en résulte que

fi(@) = hyia(2,0) = 8V (0)ar (2) + -+ + YV (0)an—1 (2)

pour j =1,...,n, alors les fonctions fi,..., f,, étantes les combinaisons linéai-
res des fonctions aq,...,a,_1, sont linéairement dépéndantes.

La raisonnement plus haut n’est pas la démonstration du Théoreme 1,
puisque dans la démonstration du Théoreéme 2 nous profitons le Théoreme 1.
Il se pose donc le

PROBLEME
Donner la démonstration du Théoréme 2 ne profitant pas du Théoreme 1.

3. Nous allons considérer le probleme suivant. Est-ce que si le rang de la
matrice de Wronski de la fonction h(z, y):
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h(il!,y), hy(.’lf,y), ey hy"_l(xay)

.............. P o e ™
h:l:"_1 (xay)a hy:l:"_l (xay)a AR ] hy"_l:l:"_l (xay)

est égal & p < n pour chaque (z,y), alors la fonction h doit étre de la forme

a1 (2)b1(y) + -+ - + ap(2)bp(y)?
Le probleme est suggéré par les deux théorémes suivants:

THEOREME (A)

Si le rang de la matrice de Wronski des fonctions f1,..., fn réelles d’une
variable réelle de classe C™~! est stable et plus petit que n, alors ces fonctions
sont linéairement dépendantes ([4] ).

THEOREME (B) (F. Neuman — [7] ou [10] p. 30)

Si pour la fonction h ayante le dérivée hyn—1,.—1 continue, le déterminant
de la matrice (7) est égal & zéro pour chaque (z,y) et le déterminant de la
matrice analogue & la matrice (7) mais de degré n—1 est différent de zéro pour
chaque (z,y), alors h(z,y) = a1(x)b1(y) + - + an—1(2)bp_1(y)-

Le Théoreéme (A) sera applique chez nous pour n =2 et n = 3.

La réponse au probléme plus haut est positive pour p < 2 pour chaque
n > pet pour p=2et n =23, sila fonction h est réelle des variables réelles,
ayante les dérivés continues jusqu’a hyn—14n-1.

Je donnerai les démonstrations de ces faits.

Pour p = 0 la these est évidente.

Passons au cas p = 1. D’aprés le théoréme de M. Cadek et J. Simsa ([1]
ou [10] p. 99) il suffit montrer que pour chaque point (zg,yo) dans I x J,
oit I et J forment des intervalles dans R, il existe un entourage de ce point
tel que la fonction A est de la forme f(z)g(y) dans cet entourage avec les
fonctions f et g telles que chaque est localement linéairement indépendante
(c. & d. elle est linéairement indépendante, donc pas identiquement zéro, dans
chaque sous-ensemble ouvert d’un entourage de zp ou yo). Remarquons qu’il
suffit montrer que la fonction h est de la forme f(z)g(y), puisque si f = 0
dans un sous-ensemble ouvert d’un entourage de zg ou g = 0 dans un sous-
ensemble ouvert d’un entourage de yo, alors la matrice (7) ne peut pas avoir
toujours le rang égal &4 1. Nous allons montrer ¢a par 'induction par rapport
4 n. Pour n = 2 notre théoréme est démontré dans [6], mais plus bas je donne
une autre démonstration, en outre pour la commodité du lecteur (plus facile, je
crois). (Rappelons que ’équation hh,, — hgh, = 0 c’est bien connue I’équation
différentielle de d’Alembert).

Si h(zo,y0) # 0, alors h(z,y) # 0 sur un entourage de (zg,yo). Nous pou-
vous supposer que h(z,y) > 0 sur cet entourage puisque dans le cas h(z,y) <0
nous pouvons replacer h par —h. L’équation de d’Alembert a dans ce cas la
forme
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O*Inh(z,y) 0
dzdy

d’ott h(z,y) = a(x)b(y).
Soit h2 (0, y0) + hoy (2o, y0) # 0, donc hy(z,y) # 0 sur un entourage E de
(zo,y0) ou hyw (z,y) # 0 sur un entourage E de (zo,Yo)- Nous allons démontré
que

‘ h(z,y1), h(z,y2) =0 pour chaque (z,y1), (z,y1) de E.

h$($7y1)7 hw(il»',yQ)
D’aprés de Théoreme 1 de [2] ils existent A(z) et n(x) tels que

‘ h(xayl)a h(xayQ) — ‘ h(xayl)a h($, y2) —h($, yl)

hil!(xa y1)7 hw(xa y2) hw(xa y1)7 hw(xa y2) - hil!(xa yl)

h(xayl)a hy(%’?(@) ‘
hil!(xa y1)7 hyw(%’?(@)

= Az)
=0

d’apres le Théoreme 1 de cette note, puisque les fonctions y — h(z,y) et
y — hy(z,y) sont linéairément dépendantes d’aprés le Théoreme (A) plus
haut. De plus le rang de la matrice

( h(m’ayl)a h("l"ay?) )
hw($,y1), hw(xay2)

est égal & 1, puisque dans le cas contraire il existerait un xo tel que h(zo,y1) =
h(zo,y2) = 0= hy(xo,y1) = hy(z0,y2), alors ils existeraient les y et € tels que
hy(zo,x) = 0 = hgy(xo,€), en contradiction au choix de lentourage E. Les
fonctions £ — h(z,y1) et £ — h(z,y2) sont donc linéairément dépendantes.
Ils existent donc a(y1,y2) et G(y1,y2) tels que

a(y1,y2)h(@,31) + By1,y2)h(z,32) =0 et o®(y1,92) + B°(y1,52) # 0.
Soit 7 tel que h(z,7y) Z 0. Dans ce cas
oy, y)h(z,7) + B8F,y)h(z,y) =0

nous donne 3(7,y) # 0, puisque dans le cas contraire h(z,7) = 0 (a(7,y) #0
dans ce cas) et ¢a est impossible. Nous avons donc

o@,y),
h(z,y) 5.1) h(z,7),

alors la forme exigée de la fonction h.

Dans le cas h;(xo,yo) # 0 il suffit raisonner comme plus haut, en changeant
z et y. Notre théoréme est donc démontré pour n = 2.

Supposons maintenant que notre théoréme est vrai pour la matrice de
Wronski de la dimension n X n et que la matrice de Wronski de la fonction
h de la dimension (n+1) x (n+1) a le rang égal & 1. Ils existent donc i et j tels
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que 0 < i, j < n et hyigi(To,y0) # 0. Il existe alors un entourage de (xo, yo) olt
hyigzi(2,y) # 0. Considérons tous les cas possibles.

a)

b)

Les indices ¢ et 7 sont tels que 0 < 4, 7 < n — 1. La matrice de Wronski
de h de la dimension n X n a donc le rang 1 sur un entourage de (o, yo)
et nous avons la thése d’apres la supposition inductive.

Soit i = 0oui =1 et j = n. La matrice de Wronski de la dimension n x n
de la fonction h, a donc le rang égal & 1 dans un entourage de (o, yo),
alors d’aprés la supposition inductive nous avons hg(z,y) = f(z)g(y),
d’ou h(z,y) = k(z)g(y)+aly), ou k'(z) = f(z). Puisque hhy, —hzh, =0,
on a f(ag' —d'g) = 0. Si f = 0 nous avons la thése. Si f Z 0 on a
ag’ —a'g = 0 et puisque g # 0 dans le cas i = 0 (0 # hgn = f(Mg) et
g #0pouri=1(0# hy = fMg'), alors a(y) = ag(y) pour un a
constant. Il en résulte la thése.

Dans le cas i = net § = 0 ou 5 = 1 il suffit changer z et y dans le
raisonnement plus haut.

Dans les cas 2 < i < n et 7 = n la matrice de Wronski de la fonction
hye de la dimension n x n a le rang égal & 1 sur un entourage de (zo,yo),

d’ott hyw (1'.7 y) = f(x)g(y) et de la hy(x7y) = k(x)g(y) + a’(y)a ot k' = f
Puisque
hyi-1hyign — hyihyio1zn =0
nous recevons
a2 )k (2)g% 1 () — al ()™ (2)g" D (y) = 0,
d’ol1, puisque
0 # hyign = fF7H gl = g gl = g2 () = gl =2) (y)

pour un « constant. Il en résulte que a(y) = ag(y)+w(y), ol w(y) est un
polyndme de degré i — 3 (le degré du polynéme “0” est égal & —1), d’out
hy(z,y) = [k(z) + o] g(y) + w(y). Puisque hyhyizn — hyihyz» =0 on a
w(y)k™ (2)g¢ Y (y) = 0, dov w(y) = 0, donc hy(z,y) = [k(z)+alg(y) =
F(z)G(y).

Nous avons alors h(z,y) = F(z)K(y) + b(x), ou K’ = G. Puisque

hgn—1hyign — hyign-1hgn =0,
nous avons
B (@) F) (2) KO 3) = b0 (2) P () KO ) = 0,

d’olt bV (z) = yF(~1(z) pour un v constant, alors b(z) = vF(z) +
p(z), ol p(z) est un polyndme de degré n — 2. Il en résulte que h(z,y) =
F(z)[K(y) + 7] + p(z). Puisque
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hhyign — hyihgn =0,

nous avons .
p(@)F™ (2) K9 (y) =0,

alors p(z) = 0, donc h(z,y) = [K(y) + 7] F(z).
e) Lecasi=mn et 0 < j < n est analogue.

La démonstration est donc terminée dans tous cas.

Nous allons donner la démonstration pour p = 2 et n = 3.

D’aprés le Théoréme 5.2.1 dans [10] p. 99 il suffit montrer que pour chaque
point (xo,yo) de I x J il existe un entourage de ce point dans lequel la fonction
h est de la forme

hz,y) = fi(@)g1(y) + f2(z)g2(y), (8)

ol le systéme des fonctions fi, fo et le systéme des fonctions g1, g2 sont linéaire-
ment localement indépendantes. Il suffit montrer seulement, comme plus haut,
que h est de la forme (8), puisque si fi, fo sont linéairement dépendantes
dans un sous-ensemble d’un entourage de zy ou si g1,g2 sont linéairement
dépendantes dans un sous-ensemble d’un entourage de yo, alors h est de la
forme f(z)g(y) dans un sous-ensemble ouvert d’un entourage de (zo,y0), donc
la matrice (7) ne peut pas avoir toujours le rang égal 4 2.

D’aprés la supposition faite et d’apreés le théoreme dans [1] ils existent des
fonctions aq, g, a3 : J — R telles que

o1 (Y)hy2(2,y) + a2(y)hy(z,y) + as(y)h(z,y) =0 (9)
et
i (y) + a3 (y) + a3(y) #0. (10)

En différentiant (9) une fois et encore une fois par rapport & z nous rece-
vons les deux égalités qui avec (9) nous permettent montrer la continuité de
a1, 02,03 par la méthode analogue a telle qui est dans la démonstration du
lemme dans [3].

Soit (zo,y0) un point arbitraire de I x J.

1. Si ai(ye) # 0, alors il existe un entourage du point yo dans lequel
a1(y) # 0. Nous voyons d’aprés (9) que la fonction h(x, ) comme la fonc-
tion de la variable deuxiéme avec z fixé, est une solution de I’équation
différentielle linéaire de 'ordre 2 de la forme

alors la fonction h doit avoir la forme (8). Supposons donc dans la suite
que a;(yo) = 0 et désignons par Mj;; pour 4,5 = 1,2,3 le mineur de
la matrice (7) avec n = 3 pour I'élément hyi-1,i-1. Puisque o3(yo) +
o3 (yo) #0 et
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az(yo)hy(,y0) + a3(yo)h(z,y0) = 0, (11)
a2(yo) hyz (2, yo) + a3 (yo) he (2, y0) = 0,
aQ(yO)hwa (.’L’, yO) + a3 (yO)hw2 (:L'ayO) =0,
on a
M;i(z,y0) =0 pouri=3, j=1,2,3. (12)

Ils existent d’apres le méme théoréme dans [4] des fonctions £, Gz, 85 :
I —» R continues telles que

Bi(z)hs2(z,y) + B2(x)hz(2,y) + B3(z)h(z,y) =0 (13)
et
83 (x) + B3 (z) + B3 (x) # 0. (14)

. Si Bi(zo) # 0 en raisonnant comme plus haut nous constatons que la
fonction h est de la forme (8). Supposons donc que 5i(zo) = 0, d’out
comme plus haut

M;i(zo,y) =0 pouri=1,2,3etj=23. (15)

. Soit & présent Moi(zo,y0) # 0. Il existe donc un entourage du point
(zo,y0) dans lequel Ma;(z,y) # 0. Puisque la dérivée 8, M3, du mineur
M3, par rapport & x est égale & My; nous avons d’aprées le théoreme de
Lagrange et d’apres (15) qu’il existe & tel que
Mz (z,y) = Ms1(2,y) — Mz1(z0,y)

= 0, M351(&,y)(z — 20)

= Mxn (67 y)(.’l»' - 1»'0),
d’olt M31(z,y) # 0 pour z # zo. S’il existerait T # o tel que 51 (%) = 0,
donc en posant z = Z dans

Br(@)ho2y (2, y) + B2 (2)hay (2,y) + B (2)hy (2,y) =0
/61 ("1")}7/:021;2 (-’1"7 y) + /62 (x)hwy2 (-’1"7 y) + /63 ("1")}7’112 (-’1"7 y) =0

(la différentiation de 1’égalité (13) par rapport & y une fois et deux fois),
nous aurions d’apres M3z (Z,y) # 0 que G2(T) = F3(T) = 0 et ca est
impossible d’aprés (14). 11 doit étre alors 8 (x) # 0 pour z # zo. Il en

résulte qu’ils existent les fonctions fi(z), fo(z), g1(y), 92(y), h1(y), h2(y)
telles que

h(z,y) = {yl(y)fl(ﬂﬂ) +92(y) f2(x)  pour z < o, (16)

hi(y) fi(z) + ha(y)fo(z) pour z > zo.

Puisque fi, fo forment le systéme fondamental d’une équation différentiel-
le linéaire d’ordre 2 elles sont de classe C? et le wronskien W (f1, f2) # 0,
donc les fonctions g1, g2, h1, he sont de classe C3.
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De plus

0 # Mo (z0,y)
_ lim M3 (z,y) — Msi(z0,y) — lim M3 (z,y)

) T — Xg z—=zo T — X0

( tim U1 2) ’) W (s,

2
T=Ty T —Zo

et de1a W(gi,g5) # 0 # W(h1, hy).

Nous avons pour z < zo d’aprés (16)

m

hy =gifi +93fos hy2 =gl fi+93fo, hys=g1"fi +95 fo.

En calculant fi, fo de deux premiéres équations et en posant les dans
I’équation troisiéme nous recevons pour z < Zo

W (g1, g5)hye = Fi(y)hy2 + Fa(y)hy (17)

pour les fonctions F; et Fs correspondantes continues.

Nous recevons de méme facon pour z > zg
W (hy, ho)hys = G1(y)hyz + G2(y)hy (18)

pour les fonctions GG; et G correspondantes continues.
En fixant dans (17) et (18) la variable y nous recevons d’apres le Lemme 1
dans [4] p. 178 que (11) a lieu pour chaque z. La fonction h,(z, —), comme
la fonction de la variable y avec z fixé, est une solution d’une équation
différentielle linéaire d’ordre 2, alors

hy(2,y) = a1 (2)b1 (y) + a2 ()b (y)

pour les fonctions @, @2, b1, be correspondantes. Il en résulte que

h(z,y) = a1(2)b1(y) + a2(2)ba(y) + c(2) (19)

pour les fonctions aq, a2, by, be correspondantes. En posant cette forme
de la fonction h dans (11) avec y = yo nous recevons

2 (yo) [@1 ()1 (o) + @a(2)ba (yo)]

(20)
+ as(yo) [a1(2)b1 (yo) + az(x)b2(yo) + c(x)] = 0.

Remarquons que a3(yo) # 0, puisqe dans le cas contraire nous avons
d’apres (11) que hy(z,y0) = 0, d’olt Ma1(x,yo) = 0, contrairement & 3. Ils
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existent donc d’aprés (20) des nombres k, I tels que c(z) = kay (z)+laz(z),
alors (19) nous donne la forme (8) de la fonction h.

. Dans le cas M12(xo,y0) # 0 il suffit changer z et y dans le raisonnement
plus haut.

. Puisque 8; Ma3a(z,y) = Mas(z,y), si Mas(zo,y0) # 0 nous pouvons rai-
sonner comme dans le cas 3.

. Nous reste seulement le cas M11(zo,y0) # 0, donc My1(x,y) # 0 dans un
entourage de (zo,yo)-

Nous recevons en différentiant (13) une fois et deux fois par rapport a y
et en posant £ =

B1(®0) hyzy (o, y) + B2 (x0)hay (%o, y) + B3(z0)hy(z0,y) = 0

Br(2o)hyzy2(T0,y) + B2 (20)hayz (Zo,y) + B3(z0)hyz(20,y) = 0.

En calculant 82 (o) de ce systéme avec y = yo comme les systéme des in-
connues 3 (zo) et Ga2(zo) nous recevons que Ga(zo) =0 (M11(2o,%0) # 0
et Mo (zo,y0) = 0). Puisque aussi G1(zo) = 0 on a f3(zo) # 0 (voir
(14)), d’ott d’apres (13) avec x = =z¢ nous avons h(zg,y) = 0 et de 13
hy(x07y) = hy2 (.’L', y) =0. Puisque My (x07y0) 7é 07 alors hyw(z.anO) 7é
0 ou hgy2(wo,y0) #0, d’otr il existe un entourage de (zo,y0) tel que
hyz(z,y) # 0 dans cet entourage ou h,,2(x,y) # 0 dans un entourage
de (zo,yo). Nous avons dans le cas premier qu’il existe £ tel que

hy(-'l;ay) = hy(.’l,', y) - hy(-'lf'an) = hyw(fa y)("l" - -’1"0) 7é 0 pourz 7é Zo

et dans le cas deuxieme qu’il existe £ tel que

hy2(z,y) = hy2(2,y) — hy2(To,y) = hy2,(§,y)(x —20) #0 pour z # zo.

Il en résulte que pour T fixé et différent de xzp on ne peut pas étre
h(Z,y) = 0, donc dans chaque point (z,y) pour lequel x # z nous devons
avoir un des cas 1-5. Il existe alors pour chaque tel point un entourage
dans lequel la fonction h est de la forme (8). De 14 d’aprés le Théoréme
5.2.1 dans [10] p. 99 nous avons (16). Nous avons de plus

aw (‘ hy(may)a hy2($,y) ‘)
hyw2 ($0,y), hy2w2 (.’I»'o,y)

?

‘ hyw(xay)a hqﬂw(xay)
hyw2 (xO, y)a hy2w2 (.’L’o, y)

donc

0 7é Mll(x07y)
hy(.’ll, y)7 hy2 (1'.7 y) ‘ _ hy("l"an)a hy2 (.’I»'(),y) ‘
— lim hyw2 (-’1"07 y), hy2w2 (x07 y) hyw2 (.’L’o, y)7 hy2w2 (x07 y)

z—rTo T — Xy
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( flll(ﬂﬁ), fl2l($)
i )
B flll(ﬂﬁ), fl2l($)

| tim, l(f)L;(m) W (L, ),

alors W(g1, g4) # 0 # W(h, h}). La suite est analogue que dans le cas 3.

Nous avons donc démontré le théoreme suivant:

THEOREME 3

Soit h : I xJ — R, ou I et J sont des intervales réels, une fonction
ayante les dérivées continues jusqu’d hyn—1,n-1, pour laquelle la matrice (7) a
le rang égal a p en chaque point de I x J.

a) Sip=1etn > p, alors h(z,y) = a1(z)b1(y) pour a1 : I — R et
bl :J — R

b) Sip = 2 et n = 3, dlors h(z,y) = a1(2)b1(y) + a2(z)be(y) pour
(11,(121I—>R etbl,bQ:J—HR.

Remarquons enfin que la condition que la matrice (7) pour la fonction
h(z,y) = a1 (x)b1 (y) +- - -+ap(x)by(y) ale rang toujours égal & p est équivalente
a la condition que les matrices

(a’z(])(x))iZI,...,p et (bz('])(y))izL...,p
i=0,...,n—1 i=0,...,n—1
ont les rangs toujours égaux a p.

Pour les fonctions a;(x) et b;(y) de classe C™ cette condition derniére est
équivalente & la suivante: le systéme des fonctions ai(z),...,ap(z) (bi(y),...,
bp(y)) forme des intégrales d’une équation différentielle ordinaire, linéaire et
homogene de la forme

Y™ () = poo1 Wy ™) + - + po(t)y(t) (21)

avec les coefficient p;(t) continus ([3] et aussi [5]). Cela désigne que notre
probleme de la décomposition de la fonction h & la forme a1 (2)bi(y) + --- +
ap(2)by(y) c’est en réalité pour la fonction h de classe C™ le probleme de la
décomposition de cette fonction A cette forme avec les fonctions a;(z) et b;(y)
étantes des solutions de ’équation de la forme (21).

L’exemple de la fonction

h(z,y) =z|z|+1 pour (z,y) e RxR

montre que la supposition de classe C™ de la fonction h est essentielle dans
nos considérations dernieres, méme si la matrice (7) pour n = 2 a le rang égal
a4 1. On ne peut pas décomposer la fonction h & la forme a(x)b(y), ol a(x)
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et b(y) sont des intégrales de ’équation de la forme (21) pour n = 2, & cause
de la régularité de a(x). Remarquons que notre fonction h n’est pas aussi une
solution de ’équation de la forme (21) pour n = 1 puisque
(tlt] + 1)1 =2 # 0 =po(—1) - 0 = po (1) (|| + 1)¢=—1,

formant en méme temps cette solution dans chaque intervalle qui ne contient
pas —1 (il suffit prendre py(t) = ((ttlﬁlﬁll)) . La fonction h(z,y) = zy pour (z,y) €
R x R est de la forme a(z)b(y), sa matrice (7) pour n = 2 a le rang égal a 1,
a(z) et b(y) sont des solutions de I’équation (21) d’ordre 2, n’étant pas des
intégrales de ’équation de cette forme d’ordre 1 ((£)j—o = 1 # 0 = po(0) - 0).
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