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Sur quelques probléemes ouverts

Résumé. On pose les problémes au sujet de la raréfaction des ensembles,
des prolongements de la mesure de Jordan et des homomorphismes, de la
stabilité de I’équation de translation, de la décomposition des fonctions
et sur les opérateurs déterminés par les équations fonctionnelles.

Probléme 1 de la raréfaction d'un ensemble de mesure nulle !

E. Borel [1] a introduit une notion de la raréfaction d’un sous-ensemble de
R de mesure lebesguienne nulle, légérement modifiée par M. Fréchet [2]. On dit
que la série Y ° | u, converge plus rapidement que la série > oo | v, si

oo
> v

v=n
0o
v=n

Nous comprenons par suite majorante d’un ensemble E C R une suite d’inter-
valles ouvertes I, dont la série des longueurs Y>> | |I,| est convergente et qui
recouvre I’ensemble F de manieres que chaque point de E appartienne & une
infinité d’intervalles de I,,. E. Borel a démontré qu’il existe la suite majorante
de FE si et seulement si F est de mesure de Lebesgue nulle. Enfin F et F' étant
de mesure nulle, ensemble E est dit plus raréfié que ’ensemble F' (en symbole
Rar E > Rar F) ¢’il existe une suite majorante de E dont la série des longueurs
converge plus rapidement que la série des longueurs de chaque suite majorante
de F. Sini Rar E > Rar F ni Rar F > Rar E, nous disons que les ensembles F
et F' ont le méme ordre de raréfaction.

Le probleme ouvert est suivant: existe-il des ensemble E et F' pour lesquels
Rar E > Rar F, en particulier existe-il un ensemble FE tel que ’ensemble réduit
A un point est plus raréfié que E?

On peut démontré [3] que chaque sous-ensemble d’un ensemble du type F,
et de mesure nulle a le méme ordre de raréfaction que ’ensemble réduit & un
point. Cette situation montre que la notion de raréfaction n’est pas bonne pour
distinguer entre les ensembles de mesure nulle (il y a trop des ensembles les

> 1.

lim inf
n—o0
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plus raréfiés). Mais remarquons qu’il existe des ensembles qui ne sont pas des
sous-ensembles des ensembles du type F,, et de mesure nulle, par exemple des
ensembles du type G, de mesure nulle et recouvreant ’ensemble des nombres
rationnels.
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Probléme 2 du prolongement de la mesure de Peano-Jordan 2

Considérons la mesure comme une fonction définie sur un corps des sous-
ensembles de R", non-négative, invariante par rapport 3 l'isométrie, additive
pour les deux ensembles sans le point intérieure commun et positive pour un
cube n-dimensionnel. On sait que la mesure de Peano-Jordan est de cette sorte
sur la familile J des ensembles mesurables au sens de Peano-Jordan et que
cette mesure est unique sur cette famille. Il se pose la question est-ce qu’on
peut prolonger cette mesure? La reponse est positive. On peut prolonger la
mesure de Peano-Jordan sur le plus petite corps C recouvrant la famille J
et la famille des ensembles non-denses. On peut aussi démontrer que si nous
nous restreignons aux ensembles bornés, alors le plus grand corps sur lequel
ce prolongement pourrait étre possible c’est le corps N des ensembles bornés
ayants la frontiere non-dense (on a J ¢ C ¢ N). Nous savons (le résultat
de E. Szpilrajn-Marczewski, voir [2] p. 234) que ce prolongement existe pour
n = 1,2. Les problémes suivants sont ouverts [1]:

a) est-ce que ce prolongement sur N est unique pour n = 1,2,

b) existe-il ce prolongement pour n > 2 (unique)?
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Probléme 3 du prolongement d'un homomorphisme 3

On considere dans beaucoup des domaines de mathématique le groupe L}
comme ensemble des suites (a1,...,as), ou a1 # 0, avec 'opération définie
comme il suit:

(a1, -yas) x (b1,...,bs) = (€1,...,Cs),

ol ¢, pour v = 1,...,s est la dérivée d’ordre v d’une fonction composée
f(z) =g(h(x)) si ai,...,a, sont les dérivées des ordres 1,...,v de la fonction
extérieure g(y) et by,...,b, sont les dérivées des ordres 1,...,v de la fonction
intérieure h(z).

L. Reich ([4] p. 309 — il y a 13 une méprise: il doit &tre Lf et L} au lieu de L3
et L) a posé la question suivante: quand ’homomorphisme ks = (fi,..., fs)
de R} & L! est prolongeable & 'homomorphisme hsi1 = (f1,- .., fs, fs+1) de
(R,+) & L!,; (le probleme de l'existence de la fonction f41)?

On démontre dans [3] que pour s = 1,2 chaque homomorphisme peut &tre
prolongé, mais pour s = 3,4 il existe des homomorphismes qui ne sont pas
prolongeables. J’ai formulé ([4] p. 309) la conjecture que ce prolongement est
possible si fi # 1 et dans le cas si hy = (1,0,...,0, fp+2,..+, fs), OU fpt2 # 0,
ce prolongement est possible si et seulement si f;_, est un polynéme de f,1o.

On démontre dans [2] la partie “seulement si” (la nécéssité) de la deuxieme
partie de cette conjecture, la partie premiére et la condition “si” (la suffisance)
sont ouvertes.

On peut considérer le méme probléme pour le groupe L qui est défini
analogiquement que L!, seulement dans la définition de I’opération dans L? on
remplace la composition de deux fontions d’une variable par la superposition
des deux systémes de n fonctions des n variables (voir [1] p. 7-12). Ici s désigne
Pordre des dérivées partielles de cette superposition, donc L7 est la suite de
n?2 +nd 4+ - + n*t! éléments, alors dans ce cas

hs(z)
= (£ @)igi=1,m s (F1gp @igaio=1,0m 5+ o5 (g, @))igango=1,.m)-

Le probleme du prolongement n’est pas banal puisque pour n arbitraire
I’homomorphisme de (R, +) & L§ de la forme:

i (z) =1 pouri=ji; i (z) =0 pour i # ji;
f11( ) f( ) additive; 4 (@) =0 pour (i,71,52) # (1,1,1);
fli (@) = 51%(2) + g(z), ol g(z) additive;
1 inis(®) = 3f(@) pour (i,71,52,43) # (1,1,1,1);
oll toujours %,71,72,73=1,...,n

3Mathematics Subject Classification (2000): 20F99, 39B52.



104 Zenon Moszner

n’est pas prolongeable & ’homomorphisme de (R,+) & L} si f(z) n’est pas
idéntiquement zéro et s’il n’existe pas une constante a telle que g(z) = af(x).
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Probléme & de la stabilité de l'équation de translation *

Nous entendons par ’équation de translation 1’équation fonctionnelle de la
forme
F(F(aa"l")ay) = F(Ol,.’l: 'y)7

ou F :T x G — T est une fonction cherchée, I' étant un ensemble arbitraire
et (G, -) forme un groupoide donné. Soit dans I' une métrique p. On dit que
cette équation est stable si pour chaque € > 0 il existe un é > 0 let que pour
chaque fonction H : T' x G — I' si

Va el z,ye€ G: p(H(H(a,z),y), Ha,z-y)) <6
alors il existe une solution F' de ’équation de translation pour laquelle
Vael, ze€G: p(H(a,z),F(a,z)) <e.

Si par exemple G se réduit & un point {e}, ’équation de translation qui
dans ce cas peut étre écrite comme f(f(a)) = f(a), ou f(a) = F(a,e), est
stable pour chaque métrique dans I' arbitraire [2].

Il se pose le probléme [1]: existe-il Pespace métrique (T, p) et le groupoide
(G, ) pour lesquels ’équation de translation n’est pas stable dans ce sens?

On définit aussi la stabilité de ’équation de translation comme il suit: si
pour une fonction H : T’ X G — I 'ensemble

{p(H(H(a,7),y),H(a,z-y)): a €T, z,y € G}

est borné, alors il existe une solution F' de ’équation de translation telle que
Pensemble {p(H(a,z),F(a,z)): a €T, z € G} est aussi borné. L’équation

4Mathematics Subject Classification (2000): 39B82.
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f(f(a)) = f(a) est stable d’apres cette définition pour chaque espace métrique
(T, p), mais il existe un espace métrique (I',p) et un groupe (G,-) tels que
I’équation de translation n’est pas stable dans ce sens [2].
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Probléme 5 de la décomposition de la fonction de deux variables 5

Supposons que pour une fonction h : I x J — R, ou I et J sont des
intervalles réels, tous les éléments (les dérivées partielles de h) de la matrice

M("L.ay) = (hwiyj (1'.7 y)) 3

oui,j=0,...,n,sont continues. Est-il vrai le théoréme suivant (la conjecture
C):

— la condition rang M(z,y) = p < n pour chaque (z,y) € I x J est
équivalente & Dexistence des fonctions fr : I — Ret gr : J — R
pour k =1,...,p telles que

h(z,y) = fi(@)g1(y) + - + fo(2)gp(y)

et

rang (f,gl) (x)) ) n, — Pp=rang (91(:) (y)) i

=0,...,
=1,...,
pour chaque x € I et y € J.

On sait ([1] et [2]) que cette conjecture est vraie pour p = let n > 1
arbitraire et pour p =2 = n.

Si cette conjecture serait vraie en général et si nous supposons que la fonc-
tion z — h(z,y) est de classe C"*! sur I pour chaque y dans J et la fonc-
tion y — h(z,y) est aussi de classe C™*! sur J pour chaque z de I, alors
dans la conjecture en considération on pourrait remplacer (1) par la condition:
fi,..., fp, et de méme les fonctions g,. .., g1, forment un systeme linéairement
indépendantes solutions d’une équation différentielle de la forme

y " = an @y + -+ ar(z)y 2)
avec les coefficients a, (x) (v =1,...,n) continues sur I. De plus dans ce cas les
fonctions z — h(z,y), z — hy(z,y), ..., £ — hy=(z,y) sont des integrales
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de la méme équation de la forme (2) pour chaque y de J et les fonctions
y — h(z,y), y — hz(z,y), ..., y — hyn(x,y) sont les mémes.
Le cas n = 1 est en liaison & I’équation différentielle de d’Alembert

hhgy — hghy =0

qui a déja sa théorie géométrique [3]. Les fonctions h(z,y) = f(z)g(y) sont des
solutions de cette équation, mais il y a aussi les autres solutions ([3], p. 32). Il
résulte de nos considérations dans le cas p < n =1 que le rang de la matrice

[h hy ]

hy hys

plus petite que 2 et la stabilité de ce rang pour (z,y) € I X J entrainent la
forme f(z)g(y) de la fonction h(z,y).

On ne peut pas remplacer dans notre conjecture C la supposition p < n
par la condition plus faible p < n + 1. En effect pour la fonction h(x,y) = ﬁ
sur [0,1] x [2,3] on a hhgy — hyhy # 0 pour chaque (z,y) € [0,1] x [2, 3], mais
h(z,y) n’est pas de la forme f1(z)g1(y)+ f2(z)g2(y) puisque elle ne remplit pas
de léquation (voir [3], p. 30)

h hy hy
he hys hyg | =0
hg hyge hyge
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Probléme 6 des propriétés des opérateurs déterminés par les équations fonctionnelles
uniquement stables ¢

On considere dans la théorie de la stabilité des équations fonctionnelles
les équations de la forme G(f) = D(f) d’une fonction cherchée f qui sont
uniquement stables dans ce sens (’explication intuitive, on peut cela préciser
des maniéres différentes) que pour chaque fonction g pour laquelle G(g) n’est
pas “loin” de D(g) il existe exactement une solution f de cette équation qui
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n’est pas “loin” de g. On peut dans ce cas examiner les propriétés de 'opérateur
O(g) := f. Je donne un exemple.

En résolvant le probleme de S.M. Ulam, D.H. Hyers a démontré le théoréme
suivant [2]:

Soient (X,-) et (Y,-) des espaces de Banach. Si pour £ > 0 la fonction
f: X — Y remplit la condition

|fz+y) - fl@) - fy)| <& pour z,y € X,

alors il existe exactement une fonction additive a : X — Y telle que
|f(z) —a(z)| <e pourze X.

Jexamine dans [3] pour Popérateur A(f(z)) = a(x) en outre son continuité
par rapport & f et la continuité de a(z) par rapport & z.

Il me semble intéressant le probleme analogue pour les autres équations
fonctionnelles uniquement stables.

Remarquons que

a) les opérateurs analogues sont considérés aussi dans [1] dans le cas plus
générale et pour I’équation des fonctions exponentielles, mais sans des
recherches des propriétés de ces opérateurs,

b) on considére dans [4] les équations fonctionnelles stables pas uniquement,
c. & d. telles que pour chaque g comme plus haut il existe plus qu’une
solution f comme ci-dessus et on examine les réstrictions au sujet de g
et de f (par la notion de la meilleure approximation) sous lesquelles cet
application de g a f est unique. Ces résultats permettent prolonger le
probleéme formulé plus haut aussi aux équations stables pas uniquement.
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