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La fonction d'indice et la fonction exponentielle

Résumé. On montre quelles solutions de l’équation fonctionnelle condition
nelle

/(c) • f (d) /  O =S> /(c  +  d) =  /(c) • /(d), (*)
où

/  : R(p) =  { ( x i , . . . ,Xp) G : Xi >  0 pour i =  1,. . . ,p } \ {0} ----> R(p),

0 :=  (0, . . . ,  0) £ Rp et si x =  ( x i , . .. ,x p), y =  (y i,. . . ,y p), x +  y =  
(xi + y i , . . . , xp +  yP) et x ■ y =  (x iy i, . . . , xpyp), sont en même temps des 
solutions de l’équation

f { c  +  d) =  f{c) ■ f {d)  (**)

et on donne la solution générale de (**) et toutes les solutions de (**) et 
de la condition

3 r £ R ,  0 < r / l  Vr  G R(p) : f{xx) =  f(x).

On indique aussi la construction de toutes les solutions de (*) presque- 
mesurables et on considère le problème du prolongement des solutions de 
(**).

1. Introduction

F.S. Roberts dans [8], en applicant la mathématique au processus du choix, 
a introduit la notion de la fonction d’indice, dont la généralisation

/  : M(p) =  { (xi ,  . .. ,x p) G : Xj ^  0 pour i =  1, . . . , p } \ {0 }  — ► M(p)

remplit la condition suivante (nommée l’équation conditionnelle de Cauchy)

Vc, d G R(p) [/(c) • f ( d )  ±  0 / ( c  +  d) =  f ( c ) • /(d)], (1)

où 0 :=  (0, . . .  ,0) G et si x =  (x1, .. . , xp), y =  (y1, . . . ,y p), x +  y =  
(xi +  yx, .. . ,x p +  yv) et x • y =  (x iy i, . . . , x vyv).

Nous comprenons ici sous la fonction exponentielle la fonction /  : M(p) — ► 
M(p) pour laquelle
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Vc, d G R(p) : f ( c +  d) =  f ( c )  ■ f (d ) .  (2)

Ils existent pour p f ;  2 des functions qui satisfont à (1) et qui ne remplissent 
pas (2). Par exemple pour p =  2 la fonction /  =  ( / i ,  f 2), où

et

/ i ( x i , x 2)
1 pour ( x i , x 2) G M(2) et x\ ^  x 2, 
0 pour ( x i , x 2) G M(2) et x\ >  x 2

f 2{ x i ,x 2) =  1 -  / i ( x i , x 2),

satisfait à (1) (voir [6]) et ne remplit pas (2). Remarquons que cette situation ne 
peut pas avoir lieu pour p =  1 puisque dans ce cas / (x )  yf 0, donc f ( c ) - f ( d )  yf 0 
toujours.

Ils se posent donc les deux questions

(a) sous quelle condition nécessaire et suffisante la fonction satisfaisante à (1) 
remplit aussi (2)

et

(b) quelle est la solution générale de (2) ?

2. La fonction d'indice ef la fonction exponentielle

La réponse à la question (a) donne le 

THEOREME 1
La fonction  f  =  ( f i ,  .. ., f p) : M(p) — ► R(p) remplissante (1) satisfait à

(2) si et seulem ent s ’il existe k  G {1, .  . . , p } tel que f k ^ O  sur M(p).

Nous allons démontrer au commencement les deux lemmes.

L em m e  1
Désignons par Zv :=  {x  G R(p) : fv (x )  0 } pour v =  1, ,p . La fonction

f  : M(p) — ► R(p) rem plissante (1) satisfait à (2) si et seulem ent si

]R(p) x M(p) C (Zi x Z f) U (Z2 x Z2) U . . .  U (Zp x Zp). (3)

Démonstration. La fonction /  remplissante (1) satisfait à (2) si et seule
ment s ’il n ’existe pas la paire (c, d) G R(p) x M(p) pour laquelle /(c )  • f ( d ) =  0, 
c. à d. si et seulement si pour chaque paire (c, d) G R(p) x M(p) nous avons 
/(c )  • f (d )  yf 0. Cela signifie qu’il existe un k  tel que (c ,d ) G Zk x Zk, ou, 
équivalentement, que (c, d) G (Z  1 x Z f) U (Z2 x Z2) U . . .  U (Zp x Zp). L ’inclusion
(3) est donc démontrée.



L em m e  2
Si pour une fonction  g : M(p) — s- M remplissante (2) il existe un c G M(p) 

tel que g(c) =  0, alors

g =  0 sur IntM(p) :=  { ( x i , . . . ,  xp) G M(p) : x v >  0 pour v =  1, .. . ,p } .

Démonstration. Nous avons g(x  +  c) =  g(x)g(c) =  0 pour chaque x  G M. 
Supposons qu’il existe un d G IntM(p) tel que g(d) 0. Il en résulte que 
g (2d) =  g(d)g(d ) 0 et par l’induction g(nd) 0 pour chaque n  entier et
positif. Puisque d G IntM(p) il existe un n  tel que nd — c G M(p), alors

0 yé g(nd) =  g((nd  -  c) +  c) =  g(nd -  c)g(c) =  0,

donc une contradiction.

D ém onstration du théorèm e 1. S ’il existe un k  tel que fk  0 sur M(p), 
dans ce cas Zk =  M(p), alors (3) à lieu. Si pour chaque k  il existe Ck tel que 
fk (ck )  =  0, donc, d’après le lemme 2, fk  =  0 sur IntM(p) pour chaque k  et de 
là / (1,  .. ., 1) =  0. Nous avons une contradiction avec f(M.(p)) C M(p).

C o r o lla ir e  1
Si la fonction  f  : M(p) — s- M(p) rem plissante (1) est continue, elle satisfait

à (2).

Cela résulte du théorème 3 dans [6], p. 171, où est démontré que pour la 
fonction /  =  ( f i ,  .. ., f p) remplissante (1) et continue on a Zv =  0 ou Zv =  M(p) 
pour v =  1, . . . ,  p  et il existe au moins un k  tel que Zk =  M(p).

Remarquons que le corollaire 1 n ’est pas vrai pour la fonction mesurable 
au sens de Lebesgue au lieu de la fonction continue (voir exemple plus haut).

3. Solution généerale de (2 )

La réponse à la question (b) donne le 

THEOREME 2
Nous recevons chaque solution f  =  ( / i ,  .. ., f p) : M(p) — s- M(p) de (2) et 

seulem ent une solution de (2) par la construction suivante:

(i) pour chaque k =  1, . .. ,p  prenons une fonction  f k  '■ {1, • • • ,p }  — ► {0 ,1 }  
d ’une m aniéré qu ’il existe au moins un j  tel que f j  =  l ,

(ii) posons
fk ( x ) =  4>k(ii)4>k(i2) ■ ■ ■ 4>k(im) a k (x) (4)

pour x  G R (i i, . .. , im) et m, k =  1, . . . ,  p, ou { i i ,  . .. , im} est une com
binaison arbitraire de m  élém ents de l ’ensemble {1, .. . ,p } ,  R(i±, .. ., im) 
est l ’ensemble des élém ents (x±, .. ., xp) G M(p) pour lesquels xq >  0



pour j  =  1, .. ., m  et xn =  0 pour n f i  i i ,  . . .  , i m et — s- ]R pour
k =  1, . . .  ,p  sont des fonctions additives.

Remarquons que /&(c) de la formule (4) est pour c G R (i i, . .. , i m) égale 
à 0 ou à expa^(c) lorsque <pk prend sur l’ensemble { i i , . . . , i m }  la valeur 0 ou 
non. Il en résulte que fk  =  0 sur R (i i, . ..  , im) ou fk  f i  0 sur R ( i i , . . .,  im) et 
de la, puisque R (ii,  .. ., fm) forment des cônes sur ]R, les ensembles Zv, comme 
les réunions quelques-uns de R (ii, . .. , i m), forment aussi des cônes sur M.

Démonstration. La fonction /  est bien définie puisque les ensembles 
R f i i , . . . , i m) et R (j  i , . . . , j n) sont disjoints pour { f i ,  . .. , i m} f i  { j i ,  ■ ■ ■ , j n} 
et la réunion des ensembles R (i i, . .. , i m) pour toutes les combinaisons (m =  
1, . . .  ,p) est égale à M(p). De plus puisque <pj =  1 nous avons f j  0 sur M(p), 
donc /(M(p)) C M(p).

Soit x  G R (ii, ■ ■ ■ , im) et y G R {ji ,  ■ ■ ■ , jn ) et soit ( s i , . . . , s r ) la com
binaison composée des éléments i i ,  .. . , i m , j i ,  ■ ■ ■ , j n - Dans ce cas x +  y G 
R(^S\,. . ., sr j et

<Xîl) • • • ■ ■ ■ <t>{jn) =  <j>(si) ■ ■ ■ <j>(sr ),

d’où f k ( x ) f k ( y ) =  fk {x  + y ) ,  c.q.f.d.
Supposons à présent que /  : M(p) — ► K(p) remplit (2) et définissons (pk '■ 

{1, ■ ■ ■ ,p }  — > {0, 1} par l’équivalence

0fcÜ) =  l ^ / f c ( O , . . . ,  1, 0 , . . . ,  0 ) ^ 0 .  (5)
j

Soit (ii, . . .  , im) une combinaison des éléments 1, ,p. Nous pouvons sup
poser que i i  <  «2 <  • • • <  im- L ’ensemble R (ii, . .. , im) est fermé par rapport à 
l ’addition et /  rétréssante à cet ensemble remplit (2). Fixons k de l ’ensemble 
{1, .. . ,p }  et remarquons que

/fe(0, .. ., 0, 1 , 0, .. ., 0,1 , 0, .. ., 0,1 , 0, .. ., 0)
im

771
=  n / f e ( 0 , . . .  , 0,1 , 0 , . . .  ,0).

3 =  1 h

Considérons les deux cas:

(a ) il existe xo G R ( i i , . . . ,  im) tel que fk ( x o) =  0,

(fi) fk  (x) f i  0 pour chaque x  de R (ii, .. . , i m).

Dans le cas (a) fk ( x ) =  0 sur R (ii, .. ., im) d’après le lemme 2 (appliqué 
pour p =  m ). Supposons que (pkfii) =  <Pk(ifi) =  <Pk(im) =  l j  alors d’après (5) 
fk(Q, • • • , 0,1 , 0, .. ., 0) f i  0 pour j  =  1, . .. , m, d’où d’après (6)

b

/ fc(0, . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0,1 , 0 , . . . ,  0) fi 0 .
i 1 2̂ im



Nous avons une contradiction puisque

(0, . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0,1 , 0 , . . .  , 0) G ^ ( i ! , . . .  , i m).
'im

Nous avons donc démontré que au moins un des nombres (fkifi),  ■ ■ ■ , 4>k(im) 
est égal à zéro, alors (4) a lieu avec a*,(x) additives quelconques.

Dans le cas (/3) on a ( fk ifî) =  • • • =  (fkifm ) =  1 d’après (5) et (6) et fk (x )  >  
0 sur R (i i, .. ., im). En posant bk (x) =  ln f k (x) nous avons (4) avec la fonction 
additive bk : R (ii,  • • •, im) — s- M. Soit Zk =  {x  G M(p) : fk (x )  yf 0}. Puisque 
l ’ensemble Zk U {0 }  forme un cône sur l ’ensemble Q des nombres rationnels et 
la fonction

, , f ln fk {x )  pour x  G Zk , 
a k(x) < n n( U pour x =  U

est additive (et donc Q-homogène), on peut prolonger cette fonction à la fonc
tion additive sur tout entier (voir [5], Th. 2, p. 86 ou [1], Th. 5, p. 88).

La fonction /  en considération, comme remplissante (2), est en même temps 
une fonction qui satisfait aussi à (1), donc d’après le théorème 1 il doit exister 
un j  tel que f j  yf 0 sur M(p), d’où <pj =  1 sur {1 ,.  . . ,p } .

La démonstration du théorème 2 est donc terminée.

R em a rq u e  1 
On a ici

Zk =  { ( x i ,  . . . ,  xp) G R(p) : V j G 4> 1( {0 } )  : xj =  0 } .

On peut donc donner la description suivante des solutions de (2).

C o r o lla ir e  2
On peut recevoir chaque solution f  =  ( / i ,  . .. , f p) : M(p) — s- M(p) de (2) et 

seulem ent une solution de (2) par la form ule

f expafe(x) pour x  G Zk =  { (x i ,  . . . ,  xp) G R(p) : V j  G M k : Xj =  0}, 
k ( 0  pour x  G M(p) \ Zk,

ou Mk est, pour k =  1,. . . ,p , un sous-ensem ble de l ’ensemble {1 ,.  . . ,p }  tel que 
au moins un Mk =  0 et ak : — > K est une fonction  additive.

On peut aussi remplacer la formule (4) par la suivante

fk ( x )
0 pour x  G Ui60t;1({o}) Z[i\,

exp a k (x) pour x  G R(p) \ U ie ^ iq o })

ou E[i\ =  {x  =  (x i, . ..  , xp) G R(p) : Xj >  0 }.



C o r o lla ir e  3
Si la solution f  de (2) est continue par rapport à chaque variable, alors 

pour chaque k  G {1 , . . . ,p }  on a <pk =  1 (fk  =  expa^) ou f>k =  0 (fk  = 0 )  et f  
est continue.

Démonstration. Supposons qu’ils existent k , l , m  G { l , . . . , p }  tels que 
(pk{ 1) =  1 et =  0. Nous avons fk  =  0 sur R (m ,l )  et fk  =  exp
sur R(l).  Si l <  m, pour xo =  (0, .. ., 0, a, 0, .. ., 0), où a >  0, et

i

Xn =  (0, .. ., 0, a, 0, . . . ,  0, n -1 , 0 ,. . ., 0), où n =  1, 2 ,. . .,
l m

nous avons xn — s- xo et fk ( x n) ► f k ( x o) =  expa^(xo) 0, donc une 
contradiction. Pour m  <  l le raisonnement est analogue.

Puisque pour chaque k  G { l , . . . , j }  on a / j  =  exp où fk  =  0 et la 
fonction additive a*,, continue par rapport à chaque variable, est continue, donc 
fk  sont continues sur M(p).

Remarquons que la solution de (1) peut être mesurable, n ’étant pas continue 
(voir les exemples plus bas, notamment l’exemple 1° (ii)).

R em a rq u e  2
Chaque solution /  =  ( / i ,. . ., f p) de (1) doit être de la forme fk  =  Fk exp , 

où F  =  ( F i , . . . , F p) est aussi une solution de (1), ayante les valeurs dans 
l ’ensemble { 0 , 1}P \ {0 }  et — ► M est une fonction additive [6]. Cette
solution peut être non-mesurable au sens de Lebesgue, même si les functions 
(k =  1, . . .  ,p) sont mesurables (donc continues). En effet pour p =  2 prenons 
un élément (a, b) de la base de Hamel de ]R2 et pour Z\ prenons l’ensemble 
de ces éléments de M(2) qui ont des coefficients positives auprès ” a” dans le 
développement de ces éléments par rapport à cette base de Hamel et posons 
Z2 =  M(2) \Z\. La fonction /  =  (/1, /2) telle que

et

/ i ( c i , c 2)
1 si (ci, c2) G Z\, 
0 si (ci, c2) G Z2

h {c x ,  C2) =  1 -  / l ( c i ,  c2)

est une solution de (1) (voir [6]) avec oi ( c i , c2) =  o2(c i , c2) =  0 qui n ’est pas 
mesurable L, puisque les ensembles Z\ et Z2 ne sont pas mesurables.

Cette situation ne peut pas avoir lieu pour la solution de (2) puisque tous 
les ensembles R ( . . .) sont mesurables L (ils ont la mesure zéro à l ’exception de 
R( l ,  ■ ■ ■ ,p) qui a cette mesure égale à +00 .)



4. Exemples des solutions de ( 2 )

1° Nous donnerons toutes les solutions de (2) pour p =  2. Nous avons 4 
possibilités pour les fonctions <0̂  (k =  1,2)

4>b <t>c <0d

1 1 0 1 0
2 1 1 0 0

et 3 ensembles

* (1 ) =  {(*1 , X2) G R(2) : xi >  0 et X2 =  0},

R ( 2) =  {(*1 , X2) G R(2) : xi =  0 et X2 > 0 } ,

R ( 1,2) =  {(*1 , X2) G R(2) : xi >  0 et X2 > 0 } .

E t voila toutes les solutions /  =  ( / i ,  /2) de (2).

(i) / i (x )  =  exp ai(x ) et pour <02 =  <j>a '■ =  expa2(x), ici (voir le
corollaire 3) M i =  M2 =  0.

(ii) / i (x )  =  exp ai(x) et pour <02 =  et x =  ( x i , X2) G R(2)

ici M i

f (  1 f e x p a 2(x)
h { x i , x 2) =  j  Q

: 0 et M 2 =  { ! } .

pour Xi =  0 et X2 >  0, 

pour Xi >  0 et X2 ^  0,

Si ai et a2 sont continues, /  est mesurable, n ’étant pas continue 
(/2 n ’est pas continue). Nous avons la même situation dans beaucoup 
d’exemples plus bas.

(iii) / i(x )  =  exp ai(x ) et pour <02 =  <0C:

r ,  1 f e x p a 2(x) 
h { x i , x 2) =  j  Q

ici M i =  0 et M 2 =  { 2 } .

(iv) / i ( x )  =  e x p a i(x ) et pour <02 =  
M2 =  { 1, 2}.

(v) / 2(x) =  exp a2 (x) et pour <0i =  <0b:

pour X i >  0 et X2 =  0, 

pour X i ^  0 et X2 >  0,

<0d : h { x )  =  0, ici M l

f i ( x i , x 2)
exp ai (x) pour x i =  0 et X2 >  0,
0 pour x i >  0 et X2 ^  0,

et

ici M2 =  0 et M i =  {!}•



(vi) /2(2:) =  exp <22(2:) et pour (pl =  4>c\

f (  \ fe x p a i(x ) 
/1 (2 :1 ,2 :2 )  =  j  Q

ici M2 =  0 et M i =  {2 } .
(vii) /2(2:) =  exp a 2 (x) et pour (pl -

M l =  {1 ,2 } .

pour Xl >  0 et X2 =  0, 
pour Xl 0 et X2 >  0,

<Pd : /1(2:) =  0, ici M 2 et

2° Nous allons donner quelques exemples des solutions de (2) pour p =3  (pas 
toutes! ). Nous avons 8 possibilités pour (pk (k =  1,2, 3):

<Pz <&> <t>c <t>e (Pf (pg (ph

1 1 0 1 1 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 1 0 0
3 1 1 1 0 0 0 1 0

/ 2(2:1, x 2, x 3) =  

/ 3(2:1, x2, x 3) =

et 7 ensembles R(  1), iZ(2), iZ(3), R(  1,2),  iZ(l,3),  iZ(2,3), iZ(l ,2,3) .  
E t voilà des solutions de (2).

(i) f i ( x )  =  exp a i(x )  et pour (p2 =  f a  =  (pb et x =  ( x i , x 2 , x 3) G

exp 02 (x) pour Xl =  0 ,
0 pour x i >  0,

exp <23 (x) pour Xl =  0, 
pour x i >  0,

ici M l =  0, M 2 =  {1 }  et M 3 =  {1 } .
(ii) f i  (x) =  exp ai (x) et pour <p2 =  (pc et (p3 =  (pg :

f exp a2 (x) pour x 2 =  0
/ 2(x i , x 2, x 3)

/ 3(x i , x 2, x 3) =

0 pour X 2  >  0,

f exp 03 (x) pour X l  =  X 2  =  0 ,

}  0 pour X l  >  0 OU X 2  >  0,

ici M l =  0, M 2 =  {2 }  et M 3 =  {1 ,2 } .
(iü) /2 (2 :)  =  exp a2 (x) et pour <p2 =  (pd et (p3 =  (pf.

exp ai (x) pour X3 =  0, 
pour X3 >  0

/ i ( x i , x 2, x 3) =

f  exp a 3(x) pour X l  =  X 3  =  0 , 
/ 3( x i , x 2, x 3) =  {

( U pour x i >  U ou X3 >  U,

ici M 2 =  0, M i =  {3 }  et M 3 =  {1, 3} .



(iv) / 3(x) =  exp a3(x) et pour 0  =  0  et 0  =  0 :

f i { x 1,x 2,x 3)
exp ai(x ) pour x 2 =  0 , 
0 pour x 2 >  0

et f 2(x) =  0, ici M 3 =  0, M 1 =  {2 }  et M 2 =  {1, 2, 3}.

3° Pour p =  4 nous avons 24 =  16 possibilités pour les fonctions 0  (k =  
1,2, 3 ,4) et 15 ensembles du type R(. . .).

E t voilà un exemple pour la solution : f 2 (x) =  exp a 2 (x) et pour

a) 0  prise comme il suit: 0 ( 1 )  =  0 ( 2 )  =  0 et 0 i (3) =  0 i (4) =  1,

b) 0  prise comme il suit: 0 ( 1 )  =  0 ( 3 )  =  0 et 0 ( 2 )  =  0 ( 4 )  =  1,

c) 0  prise comme il suit: 0 ( 4 )  =  0 et 04( 1) =  0 ( 2 )  =  0 ( 3 )  =  1

et pour x =  (x i, x 2, x3, X4) G M(4):

/ l 0 1 ,X 2,X3,X4)

h { x  ! ,X 2,X3,X4) 

f l { x  ! ,X 2,X 3,X 4)

exp a i(x) 
0

exp a 3(x) 
0

exp <24 (x) 
0

pour X\ =  x 2 =  0, 
pour x\ >  0 ou x 2 >  0,

pour x i =  x 3 =  0, 
pour x\ >  0 ou x 3 >  0,

pour X4 =  0, 
pour X4 >  0,

ici M 2 =  0, M i =  {1, 2}, M 3 =  {1 ,3 }  et M 4 =  {4 } .

5. Solution générale de ( 2 )  et de ( 7 )

C o r o lla ir e  4
Si pour une fonction  f  =  ( f i ,  . .. , f p) : M(p) — ► M(p) rem plissante (2) il 

existe un r  0  1 positif tel que pour chaque x de M(p)

f ( r x )  =  / (x ) ,  (7)

dans ce cas

Vx G R(p) V k £  l , . . . , p :  f k (x) 0  0 f k (x) =  1.

donc on peut prendre a/~ =  0 dans (4) pour chaque k =  1 , . . . , p  (c. à d. 
fk(R(j>)) C {0 , 1 }) . De plus f  satisfait à (7) pour chaque r  >  0.

Démonstration. La condition (7) implique que f ( x )  =  f ( p x )  pour chaque 
x  G M(p), nous pouvons donc supposer que r >  1. Soit n  tel que rn  >  2 et k 
fixé dans l’ensemble {1, .. . ,p } .  Puisque pour x  G M(p)



f k  ( r~— T x )  f k  (  A x ) = f k (  r— y x  ) =  f k  I J 2 r j x  I =  i f k ( x )Tr — 1 / \ r — 1 J  \ r — 1

donc si fk ( x ) ^  0, on a f k ( f i f j x ) yf 0 et de là 

1

f n— 1

VJ = °

f k { x ) f k
r — 1 fk r  — 1 fk r  — 1

X 0,

d’où f k (x) =  1, c. à d. on peut prendre a k (x) =  0. Si /* (x )  =  0 on peut aussi 
poser a k (x) =  0, c.q.f.d.

Remarquons qu’il ne doit pas être a k =  0 dans (4) pour la solution de (1) 
et de (7). En effet par exemple la fonction /  : M(p) — ► M(p) donnée par la 
formule (4), où (pi =  1, ai =  0, <fk =  0 et a k arbitraire pourvu que additives 
pour k =  2, . .. ,p, remplit (1) et (7) pour chaque r >  0.

Le corollaire 4 est une conclusion simple du théorème 1 dans [3], puisque 
d’après le théorème 2 les ensembles Zv forment des cônes sur M, alors aussi les 
conditions Zv C (r — 1) lin Zv sont remplies.

Remarquons aussi que le corollaire 4 n ’est pas vrai pour les solutions de (1) 
pour p  ^  3 et r transcendant (voir [6], Th. 2, p. 179, et [2]), étant vrai pour 
p =  1,2 et pour chaque p  et chaque r algébrique [7].

6. Solutions de ( 1 )  et de ( 7 )  presque-mesurables

On à démontré dans [2] que pour chaque r transcendant et p  ^  3 il existe 
une solution de (1) et (7) qui a au moins une valeur en dehors de l’ensemble 
{0, 1 }P\ {0}. On fait usage de l’axiome du choix de Zermelo dans la construction 
de cette solution. Le théorème suivant montre qu’on ne peut pas faire cette 
construction sans l ’ensemble non mesurable au sens de Lebesgue.

THEOREME 3
(a) Si pour une solution f  =  ( / i , . .. , f p) de (1) les ensembles Aj(c) =  { te  G 

M(p) : t G M et f i ( t c ) yf 0} =  Zi O D (c) pour i =  1,. .. ,p  et pour un 
c G M(p) fixé, où D (c) =  { te  : t G M (l)} et Zi =  {x  G M(p) : /i(x ) yf 0 }, 
sont mesurables linéairem ent au sens de Lebesgue, alors A fic) =  D ie) 
pour c G Zi.

(b) Si de plus f  satisfait à (7) avec un r  1 pour chaque x  G D ie), elle a 
toutes les valeurs sur D ie) dans l ’ensemble {0, 1 }P\ {0 }, donc elle remplit 
(7) sur D ie) pour chaque r  >  0.

(c) Si Ai(c) sont mesurable pour chaque c G M(p) et chaque i =  1, .. . ,p  ( f  est 
dite presque-m esurable dans ce cas), Zi =  D ie), donc Zi U {0 }  form e un 
cône sur M. Inversem ent si Zi U {0 }  form e un cône sur ]R, les ensembles 
A fic) sont évidemment mesurables pour chaque c G M(p).



(d) Évidem m ent si f  presque-m esurable satisfait à (7) avec un r  1 pour 
chaque x  G M(p), elle a toutes les valeurs dans l ’ensemble { 0 , 1}P \ {0 } , 
donc elle remplit (7) pour chaque r  >  0.

Démonstration. En désignant Z\ =  Z i, Z f =  M(p) \ Zi, A\{c) =  Aj(c) et 
A°(c) =  R ( l ) \ M c ) ,  nous savons [6] que

f i j i , ■ ■ ■ , ipjp) É  0 = = f Z f  n . .  . n  Z f  +  Z A n . .  . n  Z f  C Z f h  n . . .  n  Z fA  (8)

pour tous É , .. . , i p , j i ,  .. . , jp  G {0, 1} et

Z1 U .. .U Z p = R ( p ) ,  (9)

donc Z® l~l . .. I~l Zp =  0. De là

A f  (c) n  . . .  n  A f  (c) +  A f  (c) n  . . .  n  A f  ( c )  c  A f h  (c) n  . . .  n  A ^ A  ( c )

pour tels i i , . . . , i p , j i , . . . , j p que ( i i j i ,  .. . , i pjp) É  0 et A?(c) n . . .n  A°(c) =  0. 
Les ensembles A f  (c) PI . . .  PI A f  (c) sont mesurables et disjoints pour les suites 
i l ,  . . .  , i p différentes et de plus D (c) =  A i (c) U . . .  U Ap (c) est la somme de tous 
ces ensembles, alors il existe une suite ( ii, .. . , i p) 0 telle que la mesure de 
l ’ensemble A f  (c) H . .. H A f  (c) est positive. Puisque

A f  (c) n  . . .  n  A f( c )  +  A f  (c) n  . . .  n  A f( c )  c  A f(c )  n  . . .  n  A f(c ) ,

donc d’après le théorème de Steinhaus ([5], p. 69) il existe un segment de D (c) 
de la longueur positive contenu dans A f  (c) PI . . .  PI A f  (c) et puisque Zi U 0, 
i =  1, . . .  ,p, est un cône sur le corps des nombres rationnels ([6]), l ’ensemble 
A f  (c) l~l . . . I~l A f  (c) U {0 }  est le même, donc il doit être

D {c) =  A f  (c) n .. . n A f  (c) =  Z f  n .. . n Z f  n D (c).

Si c G Zk, alors ik É  0, d’où Z f  l~l. . .n Z f  PlD(c) C Z k^D {c), donc ZkC\D{c) =  
D ie), alors te  G Zk pour chaque t de M(l). Il en résulte que Aj(c) =  D ie) pour 
c G Zi. Si /  est presque-mesurable, donc Zi =  UceZi A fc )  — {JcEZi A>{c).

Si (7) a lieu avec un r ^  1 pour x  G D ie), nous pouvons supposer dans (7) 
que r  >  1. Si x  G Ak {c) (fk (x ) É  0)> al°rs f k i p f j x )  É  0 et

fk (x )  fk  =  h  =  fk  ( ) ~ T X)  ’

d’où fk (x )  =  1. Le théorème 3 est donc démontré.

R e m a r q u e s

1. Il résulte de la démonstration plus haut qu’il suffit supposer dans le 
théorème 3 que pour un c G M(p) (pour chaque c G M(p)) il existe une suite



i l ,  . . .  , i p telle que l ’ensemble A]1 (c) PI. . . H App (c) (voir la démonstration) 
a la mesure intérieure de Lebesgue positive au lieu de la mesurabilité de 
Ai (c) pour ce c (pour chaque c) et i =  1, .. ., p  (ça suffit dans le théorème 
de Steinhaus). Cette supposition nouvelle est pourtant moins simple. De 
même il suffit supposer dans la partie (c) du théorème 3 que les ensembles 
A)1 (c) PI . .. PI App (c) soient mesurables pour chaque c G M(p) et chaque 
suite i i , . . .  , i p au lieu de la mesurabilité de Aj(c) pour chaque c G M(p) et 
chaque i =  1, .. . ,p, mais ces deux suppositions sont équivalentes puisque 
Aj (c) est la réunion de ces A)1 (c) PI . . .  PI App (c) pour lesquels i j  =  1 •

2. La mesurabilité de Aj(c) est équivalente à la mesurabilité de l’ensemble 
B{(c) =  {1 G M(l) : f i  (te) yf 0} puisque la fonction linéaire t t—> te, pour 
t de M(l) et c G M(p), transforme bijectivement B i(c ) sur Aj(c) et tient 
la mesurabilité.

De même les mesurabilités des ensembles Aj(c) et C j(c) =  / ]_1({0})n id (c) 
sont équivalentes puisque Aj(c) =  D (c) PI C j(c).

3. La phrase dernière du théorème 3 ((7) avec un r yf 1 =>• (7) avec chaque 
r >  0) n ’est pas vraie pour chaque solution de (1) (c. à d. sans la suppo
sition de la mesurabilité des ensembles A j(c)). En effet d’après [2] pour 
chaque r transcendant il existe une solution de (1) et de (7) qui a au 
moins une valeur hors de l’ensemble {0, 1 }P \ {0 })  et cette solution ne 
peut remplir (7) avec aucun r algébrique différent de 1 (voir [7]).

4. La mesurabilité des ensembles A j(c), étant la condition suffisante pour 
que la fonction /  : M(p) — s- M(p) remplissante (1) et (7) avec un r yf 1 ait 
les valeurs dans l ’ensemble {0, 1 }P\0}, n ’est pas une condition nécessaire 
à cet effet, puisqu’il existe une fonction /  =  ( f i , /2) '■ M(2) — ► M(2) 
qui remplit (1) et (7) avec un r yf 1 et qui a les valeurs dans l’ensemble 
{0, l } 2 \ {(0 , 0 )}, pour laquelle l’ensemble Zi ne forme pas un cône sur 
IL En effet soit B  une base de Hamel de ]R sur le corps Q des nombres 
rationnels telle que 1, i/2  G B  et soit Z 1 l ’ensemble de ces éléments (x, 0) 
de M(2) qui ont des coefficients positifs auprès \/2 dans le développement 
de x  par rapport à cette base B . Posons Z2 =  M(2) \ Z i. La fonction 
/  =  ( f i ,  /2) définie comme il suit

f i ( x ,y )
1 pour (x, y) G Zi, 
0 pour (x, y) G Z2, h ( x ,y )

1 pour (x, y) G Z2, 
0 pour (x, y) G Zi

a les propriétés exigées si r =  2 (voir [6]) et Z i ne forme pas du cône 
sur M ((1/2 — 1,0) G Z i et 1/2 (1/2 — 1, 0) =  (2 — 1/2, 0) ^  Z i). On peut 
constater que seulement les ensembles A i(( l , 0)) et A 2((l, 0)) ne sont pas 
mesurables ici.



5. La presque-mesurabilité de /  remplissante (1) entraîne que les ensembles
Zi, pour i =  1, . . . ,p, comme les cônes sur sont p-mesurables dans
l ’espace puisque Z iU {0} forment des cônes sur M. L ’exemple plus haut 
montre que l’implication inverse n ’est pas vraie et que la mesurabilité de 
/  n ’implique pas sa presque-mesurabilité.

6. L ’exemple de la solution de (1) dans l ’introduction montre que la mesu
rabilité de Ai(c) n ’implique pas de la continuité de cette solution. Une 
simple modification de cette solution (le remplacement de la fonction 
f i  par f i  exp a, où a  : ]R2 — s- ]R est une fonction additive disconti
nue) donne une solution de (1) non mesurable sur la plaine avec les 
mêmes ensembles Aj(c) mesurables linéairement. Si a (0,2:2) est disconti
nue dans cet exemple, la fonction /  n ’est pas mesurable sur la demi-droite 
{ (0 ,x 2) : x 2 G M (l)}.

7. Le corollaire 3 est une conclusion du théorème 3 puisque dans ce cas 
Ai(c) =  D (c) pour c G Zi et Ai(c) =  0 si c ^  Zi.

8. On donne dans [4] la construction (pas simple et par l ’itération) de toutes
les solutions de (1) et de (7) avec chaque r  >  0. La même construction 
nous donne toutes les solutions de (1) presque-mesurables. En effet nous 
savons d’après [5] que chaque solution /  =  (/1 ,. . ., f p) de (1) est de la 
forme f i  =  Fi exp ai, où F  =  ( E j , . . ., Fp) est une solution de (1) ayante 
les valeurs dans l’ensemble {0, 1 }P \ {0 }  et aq : — s- ]R est additive. La
mesurabilité de Ai (c) pour /  entraîne que les ensembles Zi U {0 }  forment 
les cônes sur M et puisque

{x  G R(p) : f i(x )  yf 0} =  {x  G R(p) : F i(x ) qé 0},

on a Fi(x) =  1 pour x  G Zi, d’où F i(rx ) =  F i(x) pour chaque r >  0. Il 
suffit donc construire F  comme dans [4] pour avoir / .

Il résulte de nos considérations que la construction dans [4] nous permet 
donner toutes les solutions de (1) pour lesquelles les ensembles Zi U {0 }  
forment des cônes sur ]R et seulement ces solutions.

9. On peut se borner dans toutes nos considération à c =  (ci, . . . ,  cp) tel que 
|c| =  1 ou tel que ci +  . . . +  cp =  1 puisque pour ces c les ensembles D (c) 
sont les mêmes que pour c précédents.

10. Considérons sur les droites de la topologie donnée par la distance 
simple des points. On peut remplacer dans le théorème 3 et dans les 
remarques plus haut la presque-mesurabilité de /  par la condition que 
les ensembles Aj(c), pour i =  1, . . .  ,p  et chaque c G M(p), jouissent de la 
propriété de Baire, en remplaçant en même temps dans la démonstration 
du théorème 3 le théorème de Steinhaus par le théorème de Piccard ([5],



p. 48).Cette condition et la presque-mesurabilité sont équivalentes pour 
les fonctions remplissantes (1) (c. à d. pour les cônes Z iU {0}, i =  1, .. . ,p, 
sur le corps Q des nombres rationnels, satisfaisants aux relations (8) et 
(9)), puisque elle sont équivalentes à la condition que les ensembles Zi U 
{0 }  forment les cônes sur M. On peut aussi remplacer ici la condition que 
les ensembles Aj(c) jouissent de la propriété de Baire pour i =  1 , . . .  ,p  et 
un c G R(p) (chaque c G M(p)) par la supposition que pour un c G R(p) 
(pour chaque c G M(p)) il existe une suite i i , . .. , i p telle que l’ensemble 
A)1 (c) PI.. . PI App (c) jouit de la propriété de Baire et il est de la deuxième 
catégorie. On ajoute ici cette dernière supposition puisque elle se trouve 
dans le théorème de Piccard et dans ce cas ne résulte pas des autres 
suppositions, par contre elle est remplie sans la supposition par au moins 
un des ensembles Ai (c), car D (c) =  U L i M ° )-

11. Il résulte de la remarque après le théorème 2 que les ensembles Zv U {0 }  
pour la solution arbitraire de (2) forment des cônes sur ]R, donc cette 
solution est toujours presque-mesurable.

7. Prolongements

On peut facilement démontrer qu’il existe toujours une solution g de (2) 
sur R(p) U {0 }  qui est un prolongement de la solution /  =  ( / i ,  .. ., f p) de (2) 
sur R(p) et

1° ce prolongement est unique (<?(0) =  (1, .. ., 1)) si et seulement s ’il n ’existe 
pas k  G {1, .  .. ,p }  tel que f k (x) est identiquement égale à zéro 

et
2° dans le cas contraire chaque fonction

g =  (gi, ■ ■ ■ , 9p) ■ R(p) U {0 }  — > R(p) U {0 }

telle que g =  f  sur R(p) et pour laquelle £/&(0) =  1 si /*, n ’est pas 
identiquement zéro et £/*({0}) G { 0 , 1 }  pour f k =  0, forme une solution 
de (2) sur R(p) U {0 }  qui est un prolongement de /  et inversement chaque 
prolongement doit être de cette forme.

S ’il s ’agit du prolongement à de la solution /  de (2) sur M(p) ce prolon
gement existe si et seulement si /  =  (/*,, . .. , f p) remplit la condition

VA; G { 1 , . . .  , k }  [3x0 G R(p) : f k (x0) =  0] f k =  0, 

c. à d. la condition

V k  G 1, .. ., p : Zk =  0 ou Zk =  R(p)

ou la condition



VA; G {1, .. . ,p }  [Vx G R(p) : f k (x) =  0 ou Vx G R(p) : f k (x) =  expafe(x)] 

et dans ce cas ce prolongement g =  (<71, , gp) est unique et

gk =  0 sur si f k =  0 sur M(p) 

et
gk =  exp a k sur si f k =  exp a k sur M(p).
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