Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis
Folia 13 Studia Mathematica Il (2002)

Zenon Moszner
La fonction d'indice et la fonction exponentielle

Résumé. On montre quelles solutions de I’équation fonctionnelle condition-
nelle

fle)- fld) #0= flc+d) = f(c) - f(d), ()

f:R(p) ={(z1,...,zp) ER? : z; 2 0pour i =1,...,p}\ {0} — R(p),

0:=(0,...,0) e RP et si z = (z1,...,%p), ¥ = (Y1,-.-,Yp), T+ Yy =

(z14+y1,.-.,Zpt+yp) et -y = (z19y1,. .., TpYp), sont en méme temps des
solutions de I’équation

fle+d) = flo)- f(d) (%)

et on donne la solution générale de (xx) et toutes les solutions de (k) et
de la condition

dreR,0<r#1 VY eR(p): f(rz)= f(z).

On indique aussi la construction de toutes les solutions de (x) presque-
mesurables et on considére le probleme du prolongement des solutions de

1. Introduction

F.S. Roberts dans [8], en applicant la mathématique au processus du choix,
a introduit la notion de la fonction d’indice, dont la généralisation

fR(p)={(21,...,2p) ER”: 2y 2 0 pour i =1,...,p} \ {0} — R(p)
remplit la condition suivante (nommée I’équation conditionnelle de Cauchy)
Ve, deR(p) [f(c) f(d) #0= f(c+d) = f(c) f(d)], (1)

ot 0 := (0,...,0) € R et si ¢ = (z1,...,2p), ¥y = (Y1,...,¥p), T +y =
(@1 4y, zptyp) et Ty = (T1y1,...,2Tpyp).

Nous comprenons ici sous la fonction exponentielle la fonction f : R(p) —
R(p) pour laquelle
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Ve, deR(p): fle+d) = flc)- f(d). (2)

Tls existent pour p > 2 des functions qui satisfont & (1) et qui ne remplissent
pas (2). Par exemple pour p = 2 la fonction f = (f1, f2), ol

1 pour (z1,22) € R(2) et 21 < a9,
0 pour (z1,22) € R(2) et &1 > 2

f1($1,$2){

et
folz1,22) =1 = fi(my,z2),

satisfait a (1) (voir [6]) et ne remplit pas (2). Remarquons que cette situation ne
peut pas avoir lieu pour p = 1 puisque dans ce cas f(z) # 0, donc f(c)- f(d) # 0
toujours.

Ils se posent donc les deux questions

(a) sous quelle condition nécéssaire et suffisante la fonction satisfaisante a (1)
remplit aussi (2)
et

(b) quelle est la solution générale de (2)7

2. Lafonction d'indice ef la fonction exponentielle
La réponse a la question (a) donne le

THEOREME 1
La fonction f = (f1,...,fp) : R(p) — R(p) remplissante (1) satisfait a
(2) si et seulement s’il existe k € {1,...,p} tel que fr # 0 sur R(p).

Nous allons démontrer au commencement les deux lemmes.

LEMME 1
Désignons par Z, .= {x € R(p) : f,(x) # 0} pour v =1,...,p. La fonction
[ R(p) — R(p) remplissante (1) satisfait a (2) si el seulement si

R(p) X R(p) C (Z1 X Zl) U (Z2 X ZQ) u...u (Zp X Zp) (3)

Démonstration. La fonction f remplissante (1) satisfait & (2) si et seule-
ment s’il n’existe pas la paire (¢, d) € R(p) x R(p) pour laquelle f(c)- f(d) =0,
c. a d. si et seulement si pour chaque paire (¢,d) € R(p) x R(p) nous avons
fle) - f(d) # 0. Cela signifie qu’il existe un k tel que (¢,d) € Zp x Zj, ou,
équivalentement, que (¢, d) € (Z1 X Z1)U(Z2 X Z3)U.. . U(Zp x Zp). L'inclusion
(3) est donc démontrée.
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LEMME 2
Si pour une fonction g : R(p) — R remplissante (2) il existe un ¢ € R(p)
tel que g(c) =0, alors

g=0 sur IntR(p) :={(z1,...,2p) €R(p): &, >0 pourv=1,...,p}.

Démonstration. Nous avons g(z + ¢) = g(z)g(c) = 0 pour chaque z € R.
Supposons qu’il existe un d € IntR(p) tel que g(d) # 0. Il en résulte que
g(2d) = g(d)g(d) # 0 et par I'induction g(nd) # 0 pour chaque n entier et
positif. Puisque d € Int R(p) il existe un n tel que nd — ¢ € R(p), alors

0 # g(nd) = g((nd — ¢) + ¢) = g(nd — ¢)g(c) = 0,

donc une contradiction.

Démonstration du théoréme 1. S’il existe un k tel que fr # 0 sur R(p),
dans ce cas Zy = R(p), alors (3) & lieu. Si pour chaque k il existe ¢y tel que
fe(ek) =0, done, d’apres le lemme 2, fr = 0 sur Int R(p) pour chaque k et de
la f(1,...,1) = 0. Nous avons une contradiction avec f(R(p)) C R(p).

COROLLAIRE 1
Si la fonetion f: R(p) — R(p) remplissante (1) est continue, elle satisfail

a (2).

Cela résulte du théoreme 3 dans [6], p. 171, oli est démontré que pour la
fonction f = (f1,..., fp) remplissante (1) et continue on a Z,, = @ ou Z, = R(p)
pour v = 1,...,p et il existe au moins un k tel que Z; = R(p).

Remarquons que le corollaire 1 n’est pas vrai pour la fonction mesurable
au sens de Lebesgue au lieu de la fonction continue (voir exemple plus haut).

3. Solution généerale de (2)
La réponse a la question (b) donne le

THEOREME 2
Nous recevons chaque solution f = (fi,..., fp) : R(p) — R(p) de (2) et
seulement une solution de (2) par la construction suivante:

(i) pour chaque k = 1,... p prenons une fonction ¢ : {1,...,p} — {0,1}
d’une maniere qu’il existe au moins un j lel que ¢; = 1,

(ii) posons

Tr(®) = or(ir)r(ia) . . . P (im) exp ax(x) (4)
pour x € R(i1, ... im) et mk = 1,...,p, ou {i1,...,im} est une com-
binaison arbilraire de m éléments de Uensemble {1,... p}, R(i1, ..., im)

est ’ensemble des éléments (x1,...,xp) € R(p) pour lesquels x;; > 0



26 Zenon Moszner

pour j=1,....,metxy, =0 pour n # i1,...,im et ax : RP — R pour
k=1,...,p sont des fonctions additives.

Remarquons que fi(c) de la formule (4) est pour ¢ € R(i1,...,im) égale
a 0 ou & exp ag(c) lorsque ¢y prend sur Pensemble {iy,..., i, } la valeur 0 ou
non. Il en résulte que fr = 0 sur R(i1,...,%m) ou fr # 0 sur R(iy, ..., im) et
de la, puisque R(i1, ..., 1) forment des cones sur R, les ensembles Z,,, comme
les réunions quelques-uns de R(iy, ..., i, ), forment aussi des cones sur R.

Démonstration. La fonction f est bien définie puisque les ensembles
R(i1,...,im) et R(j1,...,jn) sont disjoints pour {iy,...,im} # {J1,---,Jn}
et la réunion des ensembles R(i1, ... %) pour toutes les combinaisons (m =
1,...,p) est égale & R(p). De plus puisque ¢; = 1 nous avons f; # 0 sur R(p),
done f(R(p)) C R(p).

Soit z € R(i1,...,im) et y € R(J1,...,Jn) et soit (s1,...,s,) la com-
binaison composée des éléments iq,...,%m,J1,...,Jn. Dans ce cas x + y €
R(s1,...,8:) et

¢(ir) - plim)(G1) - - - p(dn) = P(51) .. . P(sr),

d’ott fi(z) fk(y) = fu(z +y), c.qfd.
Supposons a present que f : R(p) — R(p) remplit (2) et définissons ¢y :
{1,...,p} — {0,1} par I’équivalence

¢k(]):1<:’>fk(077170770)7£0 (5)

J
Soit (i1, . ..,%m) une combinaison des elements 1, ..., p. Nous pouvons sup-
poser que i1 < ip < ... < ipy. L’ensemble R(i1, ..., i) est fermé par rapport a

I’addition et f rétréssante & cet ensemble remplit (2). Fixons k de I’ensemble
{1,...,p} et remarquons que

f(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0,1 ,0,...,0)
i1 i im

:ka(o,...,0,1,o,...,0).
=1 -

5
Considérons les deux cas:

(o) il existe g € R(i1,. .., im) tel que fr(zo) =0,

(8) fr(z) # 0 pour chaque x de R(i1, ..., 0m).
Dans le cas (o) fr(z) = 0 sur R(i1,...,im) d’apres le lemme 2 (appliqué

pour p = m). Supposons que ¢x(i1) = ¢ (i2) = Pr(im) = 1, alors d’apres (5)
fk(0,...,0,1,0,...,0)# 0 pour j =1,...,m, d’ou d’apres (6)

£1(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0,1 ,0,...,0) £0.
i1 %o im
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Nous avons une contradiction puisque

,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0,1 ,0,...,0) € R(i1,...,0m).
i1 io im

Nous avons donc démontré que au moins un des nombres ¢ (i1), . .., Ok (im)
est égal a zéro, alors (4) a lieu avec ag(z) additives quelconques.

Dans le cas (8) on a ¢(i1) = ... = ¢k (i) = 1 d’apres (5) et (6) et fr(z) >
O sur R(i1,...,%m). En posant by(z) = In fx(z) nous avons (4) avec la fonction
additive by : R(i1,...,im) — R. Soit Zy = {z € R(p) : fr(z) # 0}. Puisque
Pensemble Z; U {0} forme un cone sur 'ensemble Q des nombres rationnels et
la fonction

In frx(z) pour z € Zy,
uls){ c
0 pour z =0
est additive (et donc Q-homogene), on peut prolonger cette fonction & la fonc-
tion additive sur R? tout entier (voir [5], Th. 2, p. 86 ou [1], Th. 5, p. 88).

La fonction f en considération, comme remplissante (2), est en méme temps
une fonction qui satisfait aussi a (1), donc d’apres le théoreme 1 il doit exister
un j tel que f; # 0 sur R(p), d'ott ¢; = 1 sur {1,...,p}.

La démonstration du théoreme 2 est donc terminée.

REMARQUE 1
On a ici

Zi={(@1,..,ap) €R(p) : Vj € 6~ ({0}) : @ = O},
On peut donc donner la description suivante des solutions de (2).

COROLLAIRE 2
On peut recevoir chaque solution f = (f1,..., fp) : R(p) — R(p) de (2) et
seulement une solution de (2) par la formule

fo(@) exp ag(x) pourx € Z = {(x1,...,2p) €ER(p): Vj € My: xz; = 0},
xTr) =

b 0 pour x € R(p) \ Z,

ou My est, pourk =1,... p, un sous-ensemble de ensemble {1,... p} tel que

au moins un My = 0 et ap : R — R est une fonction additive.

On peut aussi remplacer la formule (4) par la suivante
f(s) 0 pour z € Ui€¢;1({0}) Eli],
kL) = .
expag(z) pour z € R(p)\ Ui€¢;1({0}) Eli],

ou Eli] ={z=(z1,...,2p) € R(p) : & > 0}.



28 Zenon Moszner

COROLLAIRE 3

Si la solution f de (2) est continue par rapport & chaque variable, alors
pour chaque k€ {1,...,p} on a ¢p =1 (fx =expag) ou ¢p =0 (fr =0) et f
est continue.

Démonstration. Supposons qu’ils existent k,I,m € {1,... p} tels que
or(1) = 1 et ¢r(m) = 0. Nous avons fr = 0 sur R(m,l) et fr = expag
sur R(1). Si 1 < m, pour zg = (0,...,0,a0,...,0), ol a > 0, et

l

z, =(0,...,0,a0,...,0,n"10,...,0), oun=12...,
! m
nous avons z, — o et fr(z,) A frlzo) = expag(zo) # 0, donc une
contradiction. Pour m < [ le raisonnement est analogue.
Puisque pour chaque k € {1,...,p} on a fy = expag ol fr = 0 et la
fonction additive ak, continue par rapport a chaque variable, est continue, donc
fx sont continues sur R(p).

Remarquons que la solution de (1) peut étre mesurable, n’étant pas continue
(voir les exemples plus bas, notamment 1’exemple 1° (ii)).

REMARQUE 2

Chaque solution f = (f1,..., fp) de (1) doit étre de la forme f, = Fj exp ak,
o F = (Fi,...,F,) est aussi une solution de (1), ayante les valeurs dans
Pensemble {0, 1}P \ {0} et ar : RP — R est une fonction additive [6]. Cette
solution peut étre non-mesurable au sens de Lebesgue, méme si les functions aj
(k =1,...,p) sont mesurables (donc continues). En effet pour p = 2 prenons
un élément (a,b) de la base de Hamel de R? et pour Z; prenons l'ensemble
de ces éléments de R(2) qui ont des coefficients positives auprés ”a” dans le

développement de ces éléments par rapport a cette base de Hamel et posons
Zy =R(2)\ Z;. La fonction f = (fy, f2) telle que

f ( )7 1 si (Cl,CQ)EZl,
ne, )= 0 si (01,62) € Zy
et
faler,e2) = 1= filer, e2)

est une solution de (1) (voir [6]) avec aq(c1, ) = as(c1, ¢a) = 0 qui n’est pas
mesurable L, puisque les ensembles 71 et Z5 ne sont pas mesurables.

Cette situation ne peut pas avoir lieu pour la solution de (2) puisque tous
les ensembles R(...) sont mesurables L (ils ont la mesure zéro & ’exception de
R(1,...,p) qui a cette mesure égale & +c0.)
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L. Exemples des solutions de (2)

1° Nous donnerons toutes les solutions de (2) pour p = 2. Nous avons 4
possibilités pour les fonctions ¢y (k= 1,2)

R

1] 1 0 1 0
211 1 0 O

et 3 ensembles
R(1) = {(z1,22) € R(2) : 1 > 0 et z9 = 0},
R(2) = {(z1,22) € R(2) : 1 =0 et 25 > 0},
R(1,2) = {(z1,22) € R(2) : @1 > 0 et x5 > 0}.
Et voila toutes les solutions f = (fi, fo) de (2).

(i) fi(z) = expai(x) et pour ¢y = ¢, : folz) = expas(x), ici (voir le
corollaire 3) My = My = 0.

(ii) fi(z) = expai(z) et pour ¢o = ¢p et z = (21, 22) € R(2)

expas(xz) pour 1 =0 et x5 > 0,

fa(w1, 22) {

0 pour z1 > 0 et x5 > 0,
icl M1 = (Z) et Mg = {1}

Si a; et as sont continues est mesurable, n’étant pas continue
) )
(f2 n’est pas continue). Nous avons la méme situation dans beaucoup
d’exemples plus bas.

(iii) f1(z) = expai(z) et pour ¢o = ¢

expas(z) pour z1 > 0et zy =0,
Jo(my, 22) =
0 pour z1 > 0 et x5 >0,
icl M1 == (Z) et Mg = {2}

(iv) fi(z) = expai(x) et pour ¢y = ¢4 : fa(z) = 0, ici My = 0 et
M, = {1,2}.

(v) f2(z) = expas(z) et pour ¢y = Pp:

expai(z) pour zy =0et zo >0,

fi(zy, @2) {

0 pour z1 > 0 et x5 > 0,

icl M2 = (Z) et M1 = {1}
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(vi) fo(@) = expax(z) et pour ¢y = ¢

f1($17$2):{

icl M2 = (Z) et M1 = {2}

(vil) fo(z) = expas(z) et pour @1 = ¢g : fi(z) = 0, ici My = 0 et
M = {1,2}.

expai(z) pour z1 > 0et zo =0,

0 pour z1 = 0 et z9 > 0,

2° Nous allons donner quelques exemples des solutions de (2) pour p=3 (pas
toutes! ). Nous avons 8 possibilités pour ¢ (k= 1,2, 3):

‘ ¢z ¢b (bc ¢d (be (b f ¢g ¢h

171 0 1 1 1 0 0 0
211 1 0 1 0 1 0 0
311 1 10 0 0 1 0

et 7 ensembles R(1), R(2), R(3), R(1,2), R(1,3), R(2,3), R(1,2,3).
Et voila des solutions de (2).

(i) fi(z) = expai(x) et pour ¢ = ¢p3 = ¢p et © = (1,22, 23) € R(2):

expas(z) pour z1 =0,

folxy, 20, 23) = {

0 pour z1 > 0,

expas(z) pour zy =0,

fa(x1, x0, x3) {

0 pour z1 > 0,
ici My =0, My = {1} et M3 = {1}.

(ii) fi(x) =expai(z) et pour P2 = P, et P3 = ¢Pg:

expas(z) pour zg =0,

folxy, xo, 23) = {

0 pour x5 > 0,

expas(z) pour zy =z9 =0,

fs(fﬂl,fl?z,lfs) = {

0 pour &3 > 0 ou x5 > 0,
ici My =0, My = {2} et Ms = {1,2}.

(iii) fo(z) = expas(z) et pour ¢o = Pg et 3 = Py:

expai(z) pour zg =0,

Fi(@1, w0, 03) —{

0 pour 3 > 0
expas(z) pour zy = x5 =0,
f3(x17 2, :1:3) -

0 pour z1 > 0 ou z3 > 0,
ici My =0, My ={3} et M3={1,3}.
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(iv) fa(z) = expaz(x) et pour ¢1 = ¢ et o = @p:

expai(z) pour zg =0,

f1($61,$2,$3) = {

0 pour x5 >0
et fo(z) =0, ici M3 =0, My = {2} et My ={1,2,3}.

3° Pour p = 4 nous avons 2* = 16 possibilités pour les fonctions ¢ (k =
1,2,3,4) et 15 ensembles du type R(...).

Et voila un exemple pour la solution: fo(z) = expas(z) et pour
)

a) ¢ prise comme il suit: ¢1(1) = ¢1(2) =0et $1(3) = $1(4) = 1,
b)  ¢3 prise comme il suit: ¢3(1) = ¢3(3) = 0 et P3(2) = Pp3(4) = 1,
¢) ¢4 prise comme il suit: ¢4(4) = 0 et ds(1) = Ppa(2) = P2(3) =1
et pour z = (21,2, 3, 24) € R(4):
i )= expai(z) pour zy =g =0,
1141, 82, %3, 34) = 0 pour z1 > 0 ou z5 > 0,
£ )= expag(z) pour z; = x5 =0,
WL 82,33, 54) 7 pour 1 > 0 ou z3 > 0,

expaq(z) pour zq4 =0,

T1,T0,T3,Ty) =
Jalwn, @2, 23, 24) {O pour z4 > 0,

ici My =0, My = {1,2}, M3 = {1,3} et M, = {4}.

5. Solution générale de (2) ef de (7)

COROLLAIRE 4

Si pour une fonction f = (f1,..., fp) : R(p) — R(p) remplissante (2) il
existe un r #£ 1 positif tel que pour chaque x de R(p)

flra) = f(=), (7)
dans ce cas
VeeR(p)Vkel,...,p: fi(z) # 0= fr(z) = 1.

done on peut prendre ap = 0 dans (4) pour chaque k = 1,...,p (c. 4 d.
fu(R(p)) € {0,1}). De plus f satisfait & (7) pour chaque r > 0.

Démonstration. La condition (7) implique que f(x) = f(%:v) pour chaque
z € R(p), nous pouvons donc supposer que r > 1. Soit n tel que rn > 2 et k
fixé dans ensemble {1, ..., p}. Puisque pour z € R(p)
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P9 1 P nflj .
fk<r_1l'>fk<r_1l'>*fk<r_1$>*fk ZT:{: :[fk(x)]7

=0

donc si fi(z) #0, on a fr(25z) # 0 et de la

Ji(@) fr <Ti1$> = fr <Ti1$> = fi <Ti1$> #0,

d’ott fx(z) =1, c. a d. on peut prendre ag(z) = 0. Si fir(z) = 0 on peut aussi
poser ag(z) =0, c.q.f.d.

Remarquons qu’il ne doit pas étre ar = 0 dans (4) pour la solution de (1)
et de (7). En effet par exemple la fonction f : R(p) — R(p) donnée par la
formule (4), ot ¢1 = 1, a1 = 0, ¢ = 0 et ay arbitraire pourvu que additives
pour k= 2,...,p, remplit (1) et (7) pour chaque r > 0.

Le corollaire 4 est une conclusion simple du théoreme 1 dans [3], puisque
d’apres le théoreme 2 les ensembles 7, forment des cénes sur R, alors aussi les
conditions Z, C (r — 1) lin Z, sont remplies.

Remarquons aussi que le corollaire 4 n’est pas vrai pour les solutions de (1)
pour p > 3 et r transcendant (voir [6], Th. 2, p. 179, et [2]), étant vrai pour
p = 1,2 et pour chaque p et chaque r algébrique [7].

6. Solutions de (1) et de (7) presque-mesurables

On a démontré dans [2] que pour chaque 7 transcendant et p > 3 il existe
une solution de (1) et (7) qui a au moins une valeur en dehors de 1’ensemble
{0, 1}P\{0}. On fait usage de I’axiome du choix de Zermelo dans la construction
de cette solution. Le théoréeme suivant montre qu’on ne peut pas faire cette
construction sans I’ensemble non mesurable au sens de Lebesgue.

THEOREME 3
(a) Si pour une solution f = (f1,...,fp) de (1) les ensembles A;(c) = {tc €
R(p) : t € R et fi(te) # 0} = Z; N D(c) pour i = 1,...,p et pour un
c € R(p) fizé, ov D(c) = {tc: t e R(1)} et Z; = {xz € R(p) : fi(zx) # 0},
sont mesurables linéairement au sens de Lebesgue, alors A;(c) = D(c)
pour ¢ € Z;.

(b) Si de plus f salisfail ¢ (7) avec un v # 1 pour chaque x € D(c), elle a
toutes les valeurs sur D(c) dans lensemble {0, 1}P\ {0}, donc elle remplit
(7) sur D(c) pour chaque r > 0.

(c) Si A;(c) sont mesurable pour chaque c € R(p) et chaquei=1,...,p (f est
dite presque-mesurable dans ce cas), Z; = D(c), donc Z; U {0} forme un
cone sur R. Inversement si Z; U {0} forme un cone sur R, les ensembles
A;(c) sont évidemment mesurables pour chaque ¢ € R(p).
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(d) Evidemment si f presque-mesurable satisfait a (7) avec un r # 1 pour
chaque x € R(p), elle a toutes les valeurs dans Uensemble {0,1}P \ {0},
done elle remplit (7) pour chaque r > 0.

Démonstration. FEn désignant Z} = Z;, Z? = R(p) \ Z;, A} (c) = A;(c) et
A¥(e) =R(1) \ A;(c), nous savons [6] que
(111, - yipdp) # 0 == Z0'N..NZr+ Z{'N...NZF C Z17'N...NZke (8)
pour tous i1, ...,ip, j1,...,Jp € {0,1} et
Z1U...UZ, =R(p), (9)

donc Z?ﬂ...ﬂZS:Q). De 1a
A ()N ... NAR(c) + Al (©) N...N A (c) € AT ()N ... N Alpdr(c)

pour tels i1, ..., ip, j1,. .-, Jp que (i1j1, ..., 1pjp) 7 Qet AJ(e)N...NAD(c) = 0.
Les ensembles A% (¢)N...N A} (¢) sont mesurables et disjoints pour les suites

i1, ...,14p différentes et de plus D(c) = A1(c)U...UA,(c) est la somme de tous
ces ensembles, alors il existe une suite (i1,...,1,) # 0 telle que la mesure de

’ensemble Al (c)N...N A;f (¢) est positive. Puisque
Alr(e)n...n A;f(c) + Al (e)n...n A;P(c) c Ar(e)n...N A;P(c),

donc d’apres le théoréme de Steinhaus ([5], p. 69) il existe un segment de D(c)
de la longueur positive contenu dans Ail (e)N...N AF(c) et puisque Z; U0,
i=1,...,p, est un cone sur le corps des nombres rationnels ([6]), ’ensemble
A (e)n ... N A (e) U{0} est le méme, donc il doit étre
D(c) =A% (c)N...NA(c)=Z} N...NZ» N D(c).

Sice Z, alors i, # 0, dot Z'N. . NZFND(e) C ZyND(c), done ZxND(c) =
D(c), alors te € Zj pour chaque ¢ de R(1). Tl en résulte que A;(¢) = D(c) pour
¢ € Z;. Si f est presque-mesurable, donc Z; =, 5, Ai(c) = U.c 4 D(c).

Si (7) alieu avec un r # 1 pour z € D(c), nous pouvons supposer dans (7)

que r > 1. Si & € Ak(c) (fru(z) # 0), alors fu(A5x) # 0 et

Ji(@) f <Ti1$> = fr <Ti1$> = fr <Ti1$> ,

d’ott fr(z) = 1. Le théoréme 3 est donc démontré.

REMARQUES

1. Il résulte de la démonstration plus haut qu’il suffit supposer dans le
théoreme 3 que pour un ¢ € R(p) (pour chaque ¢ € R(p)) il existe une suite
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i1, ..., ip telle que Pensemble A% (c)N...N Ay (¢) (voir la démonstration)
a la mesure intérieure de Lebesgue positive au lieu de la mesurabilité de
A;(e) pour ce ¢ (pour chaque ¢) et i =1,...,p (¢a suffit dans le théoréme
de Steinhaus). Cette supposition nouvelle est pourtant moins simple. De
méme il suffit supposer dans la partie (¢) du théoréme 3 que les ensembles
A ()N ... N AF(c) soient mesurables pour chaque ¢ € R(p) et chaque
suite i1, . .., 9, au lieu de la mesurabilité de A;(c) pour chaque ¢ € R(p) et
chaque i =1, ..., p, mais ces deux suppositions sont équivalentes puisque
Aj(c) est la réunion de ces A% (c)N...N A (c) pour lesquels i; = 1.

2. La mesurabilité de A;(c) est équivalente a la mesurabilité de ensemble
B;(e) = {t e R(1) : fi(te) # 0} puisque la fonction linéaire ¢ — t¢, pour
t de R(1) et ¢ € R(p), transforme bijectivement B;(c) sur A;(c) et tient
la mesurabilité.

De méme les mesurabilités des ensembles A;(c) et Cy(c) = f; 1 ({0})ND(c)
sont équivalentes puisque A;(c) = D(c) N Cy(c).

3. La phrase derniére du théoreme 3 ((7) avec un r # 1 = (7) avec chaque
r > 0) n’est pas vraie pour chaque solution de (1) (c. & d. sans la suppo-
sition de la mesurabilité des ensembles A;(c)). En effet d’apres [2] pour
chaque r transcendant il existe une solution de (1) et de (7) qui a au
moins une valeur hors de I’ensemble {0,1}? \ {0}) et cette solution ne
peut remplir (7) avec aucun r algébrique différent de 1 (voir [7]).

4. La mesurabilité des ensembles A;(c), étant la condition suffisante pour
que la fonction f : R(p) — R(p) remplissante (1) et (7) avec un r # 1 ait
les valeurs dans I’ensemble {0, 1}?\ 0}, n’est pas une condition nécéssaire
a cet effet, puisqu’il existe une fonction f = (f1, f2) : R(2) — R(2)
qui remplit (1) et (7) avec un r # 1 et qui a les valeurs dans ’ensemble
{0,132\ {(0,0)}, pour laquelle I’'ensemble Z; ne forme pas un coéne sur
R. En effet soit B une base de Hamel de R sur le corps Q@ des nombres
rationnels telle que 1,v/2 € B et soit Z; I’ensemble de ces éléments (z,0)
de R(2) qui ont des coefficients positifs aupres v/2 dans le développement
de z par rapport a cette base B. Posons Z; = R(2) \ Z;. La fonction
f = (f1, fo) définie comme il suit

1 pour (z,y) € Zs,
0 pour (z,y) € Z3

1 pour (z,y) € Z4,

ren={y Tnen s

a les propriétés exigées si r = 2 (voir [6]) et Z; ne forme pas du cone
sur R (v2-1,0) € Zy et v2 (vV2—1,0) = (2 —/2,0) € Z;). On peut
constater que seulement les ensembles A;((1,0)) et A5((1,0)) ne sont pas
mesurables ici.
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10.

La presque-mesurabilité de f remplissante (1) entraine que les ensembles
Zi, pour i = 1,...,p, comme les cones sur R?,, sont p-mesurables dans
I’espace R?, puisque Z;U{0} forment des cénes sur R. I’exemple plus haut
montre que I'implication inverse n’est pas vraie et que la mesurabilité de
f n’implique pas sa presque-mesurabilité.

. L’exemple de la solution de (1) dans I'introduction montre que la mesu-

rabilité de A;(c) n’implique pas de la continuité de cette solution. Une
simple modification de cette solution (le remplacement de la fonction
f1 par fiexpa, ou a : R? — R est une fonction additive disconti-
nue) donne une solution de (1) non mesurable sur la plaine avec les
mémes ensembles A;(c¢) mesurables linéairement. Si a(0, z5) est disconti-
nue dans cet exemple, la fonction f n’est pas mesurable sur la demi-droite

{(0,22) : 22 € R(1)}.

. Le corollaire 3 est une conclusion du théoréeme 3 puisque dans ce cas

Ai(c) = D(c) pour c € Z; et Aj(c) =0sicg Z,.

. On donne dans [4] la construction (pas simple et par itération) de toutes

les solutions de (1) et de (7) avec chaque r > 0. La méme construction
nous donne toutes les solutions de (1) presque-mesurables. En effet nous
savons d’apres [5] que chaque solution f = (fi,..., fp) de (1) est de la
forme f; = Fyexpa;, ou F' = (F1,..., F,) est une solution de (1) ayante
les valeurs dans ’ensemble {0, 1}?\ {0} et a; : RP — R est additive. La
mesurabilité de A;(c¢) pour f entraine que les ensembles Z; U {0} forment
les cones sur R et puisque

{z eR(p): filz) # 0} = {z € R(p) : Fi(z) # 0},

on a Fi(z) = 1 pour z € Z;, d’ou F;(rz) = F;(z) pour chaque r > 0. 11
suffit donc construire F' comme dans [4] pour avoir f.

11 résulte de nos considérations que la construction dans [4] nous permet
donner toutes les solutions de (1) pour lesquelles les ensembles Z; U {0}
forment des cones sur R et seulement ces solutions.

. On peut se borner dans toutes nos considération a ¢ = (¢, . .., ¢p) tel que

le] =1 ou tel que ¢1 + ...+ ¢, = 1 puisque pour ces c les ensembles D(c)
sont les mémes que pour ¢ précédents.

Considérons sur les droites de RP la topologie donnée par la distance
simple des points. On peut remplacer dans le théoréeme 3 et dans les
remarques plus haut la presque-mesurabilité de f par la condition que
les ensembles A;(c), pour i = 1,...,p et chaque ¢ € R(p), jouissent de la
propriété de Baire, en remplagant en méme temps dans la démonstration
du théoreme 3 le théoreme de Steinhaus par le théoréme de Piccard ([5],
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11.

p. 48).Cette condition et la presque-mesurabilité sont équivalentes pour
les fonctions remplissantes (1) (c. & d. pour les cénes Z;U{0},i=1,...,p,
sur le corps Q des nombres rationnels, satisfaisants aux relations (8) et
(9)), puisque elle sont équivalentes & la condition que les ensembles Z; U
{0} forment les cones sur R. On peut aussi remplacer ici la condition que
les ensembles A;(c) jouissent de la propriété de Baire pour i = 1,...,p et
un ¢ € R(p) (chaque ¢ € R(p)) par la supposition que pour un ¢ € R(p)
(pour chaque ¢ € R(p)) il existe une suite i4,...,17, telle que I'ensemble
Al (e)N...N Ay (¢) jouit de la propriété de Baire et il est de la deuxieme
catégorie. On ajoute ici cette derniere supposition puisque elle se trouve
dans le théoreme de Piccard et dans ce cas ne résulte pas des autres
suppositions, par contre elle est remplie sans la supposition par au moins
un des ensembles A;(c), car D(c) = |JI_; A;(c).

11 résulte de la remarque apres le théoréme 2 que les ensembles 7, U {0}
pour la solution arbitraire de (2) forment des cones sur R, donc cette
solution est toujours presque-mesurable.

7. Prolongements

On peut facilement démontrer qu’il existe toujours une solution g de (2)

sur R(p) U {0} qui est un prolongement de la solution f = (f1,..., fp) de (2)
sur R(p) et

10

et

ce prolongement est unique (g(0) = (1,...,1)) si et seulement s’il n’existe
pas k€ {1,... p} tel que fr(z) est idéntiquement égale & zero

2° dans le cas contraire chaque fonction

9= "(g1,---,9p) : R(p) U{0} — R(p) U {0}

telle que g = f sur R(p) et pour laquelle gx(0) = 1 si fr n’est pas
idéntiquement zéro et g5 ({0}) € {0,1} pour fi = 0, forme une solution
de (2) sur R(p)U{0} qui est un prolongement de f et inversement chaque
prolongement doit étre de cette forme.

S’il s’agit du prolongement & R? de la solution f de (2) sur R(p) ce prolon-

gement existe si et seulement si f = (fx, ..., fp) remplit la condition

Veke{l,...,k}[Fzo € R(p): fu(zo) =0 = fr =0,

c. a d. la condition

VYkel,...,p: Zp=0ou Z, =R(p)

ou la condition
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Vke{l,....p}[Vz e R(p): fu(z) =0ouVz e R(p): fr(z) = expak(x)]

et dans ce cas ce prolongement g = (g1,. .., gp) est unique et

et

g = 0 sur RP si f, = 0 sur R(p)

gk = exp ag sur R? si fi, = exp ag sur R(p).
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