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Hazardowa wersja gry Penney'a

Abstract. At first, Penney’s game and hazard Penney’s game was defined
(some kind of games played with a coin). This article, in great part, is
about hazard Penney’s game. It shows how Engel’s graphs can be used
to calculate expected value of each player’s prize. This algorithm and
other algorithms concerning Engel’s graphs were written in the matrix
form. The last paragraph includes a few examples of hazard Penney’s
games which have interesting properties and which are many times in
contradiction with our intuition.

1. Czekanie na serie ortéw i reszek i jego model probabilistyczny

Kazda n-wyrazowg wariacje zbioru {o, 7} interpretujemy jako wynik n-krot-
'nego rzutu moneta i nazywamy serig ortéw i reszek o diugosci n.

Niech a bedzie serig orléw i reszek o dlugosci ! a w dowolng m-wyrazowa
wariacja zbioru {o,r}. Jezeli l € m i w ciagu w istnieje podciag I kolejnych
wyrazéw tworzacych ciag a, to méwimy, ze seria a zawiera si¢ w wariacji w
i zapisujemy a C w. Jezeli podciag ! ostatnich wyrazéw ciagu w jest ciggiem
a, to powiemy, ze wariacja w koticzy sie serig a.

Niech a i B bedg seriami orléw i reszek o dlugoSci odpowiednio I i m.
W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze serie a i B s3 rézne i w przypadku gdy
sg réznej dlugosci, to seria krétsza nie zawiera si¢ w dluzszej.

Powtarzanie rzutu moneta tak dlugo, az wyniki ! ostatnich rzutéw utwo-
rzg serie «, albo az wyniki m ostatnich rzutéw utworza serie (8, nazywamy
czekaniem na jedng z serii o, B i oznaczymy przez dy_g.

Niech Q,_p bedzie zbiorem wszystkich co najmniej k-wyrazowych wariacji
zbioru {o, 7}, gdzie k = min{l, m}, koficzacych sie seria a albo seria 3 i takich,
ze zaden inny (niz koficowy) podciag kolejnych wyrazéw nie tworzy ani serii a,
ani serii 3.

Jezeli w € Q,_3 to przez |w| oznaczamy liczbe wyrazéw ciagu w, czyli jego
dlugos¢. Niech

1 lwl
Pa-gw) = (5) dlaw € Qq-g.
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Funkcja p,—p jest rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze Q,_g, wiec
para (Qa—g, Pa—g3) jest przestrzenia probabilistyczna, ktéra uznajemy za model
probabilistyczny do$wiadczenia do—g (por. (3], s. 24-25).

Niech To—p bedzie czasem trwania doswiadczenia d,— 3 mierzonym liczba
wykonanych rzutéw moneta. Jest wiec Tp—g(w) = |w| dla w € Qq—p.

Rozwazmy zdarzenia:
{...a} = {doswiadczenie d,_g zakoriczy si¢ uzyskaniem serii a},
{...B} = {doswiadczenie d_p zakoiiczy si¢ uzyskaniem serii 3}.

Prawdopodobieristwo zdarzenia {...a} (zdarzenia {...3}) w przestrzeni
probabilistycznej (Qa—-g,Pa—g) 0znaczamy przez P(...a) (odpowiednio przez

P(...0)).

Do$wiadczenie dy—g jest jednorodnym tarficuchem Markowa (por. [2], s. 134).
Kazdy jednorodny tancuch Markowa ma swdj graf stochastyczy Engla (por. [1]),
ktdrego reprezentacja algebraiczng jest para (S, Q), gdzie S jest zbiorem nume-
réw wezléw grafu (ich etykiety sa stanami), a Q = [p;x] jest macierza stocha-
styczna, w ktérej p;x jest prawdopodobienistwem przejécia bezposrednio z wezla
Jj do wezla k. Macierz Q nazywamy macierzq przejsc.

Niech a = 0o, 8 = ro. Zbidr stanéw doswiadczenie doo—ro to {s, 0, 00,7,70}.
Ponumerujmy te stany nastepujaco:

stan s|loloo | T |Tr
numerstanu | 1 |21 3 |4] 5

Przy tych oznaczeniach doSwiadczenie do—g jest jednorodnym taficuchem
Markowa (S, Q), gdzie: S = {1,2,3,4,5} oraz

ololo
00330
Q=1]00100
00011
00001

Para (S, Q) jest zarazem algebraiczng reprezentacja grafu stochastycznego
tego jednorodnego lancucha Markowa. Odpowiednie stany sa etykietami we-
zléw (s jest etykieta wezla startowego). Graf stochastyczny doswiadczenia
dyo—ro przedstawia rysunek 1.

Niech (S, Q) bedzie grafem stochastycznym Engla dla do§wiadczenia d,—g.
Jezeli p;j; = 1, to wezel j nazywamy brzegowym (w przypadku doswiadczenia
doo—rowezlami brzegowymi sa wezly oo i ro). Zbiér wszystkich wezléw brze-
gowych nazywamy brzegiem grafu. Wnetrze grafu jest zbiorem wszystkich jego
wezléw, ktére nie naleza do brzegu. Przez krawed? grafu rozumiemy pare weztéw
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grafu (j, k), taka, ze wezel j nie jest brzegowy i pjx > 0. Oznaczamy ja przez
j — k. Kazdy ciag krawedzi taki, ze poczatkiem pierwszej jest wezel j, konicem
ostatnie] wezet k i koniec krawedzi poprzedniej jest jednocze$nie poczatkiem
krawedzi nastepnej, nazywamy przejéciem z wezla j do wezla k i oznaczamy
przez j ~ k. Iloczyn prawdopodobienistw przyporzadkowanych kolejnym kra-
wedziom przej$cia nazywamy wagq przejscia. Trasq nazywamy kazde przejScie
z wezla startowego do dowolnego wezla brzegowego. Zbiér wszytkich przejsé
z wezla j do wezla k oznaczamy przez {j ~ k}.

®——lel—5—[e0]

Rysunek 1.

2. GraPenney'a i jej wersja hazardowa

Niech a i 8 beda réznymi seriami orléw i reszek o dtugosciach odpowiednio
l i m, takimi, ze w przypadku réznych dlugosci seria krétsza nie zawiera sie
w dluzszej.

W grze z udzialem dwéch graczy G4 i G rzuca sie monetg tak dlugo az
wyniki [ ostatnich rzutéw utworza serie o i wtedy zwycieza gracz G 4, albo az
wyniki ostatnich m rzutéw utworzg serie § i wtedy zwycieza gracz Gg. Jest to
tzw. gra Penney’e, ktéra w pracy oznaczamy przez go—g (zob. [2], s. 125 oraz
[3] s. 312). Praca dotyczy pewnego uogélnienia tego typu gry.

Hazardowg wersjg gry Penney’a (albo krétko hazardowg grg Penney’a) na-
zywamy gre, w ktérej uczestniczy dwéch graczy G4 i Gg. Najpierw przepro-
wadza sie gre g.-p, a nastepnie zwyciezca dostaje tyle zlotéwek, ile rzutéw
moneta wykonano w grze g, 5. Wygrana gracza, ktéry zwyciezyl w grze go—p
jest czasem trwania doswiadczenia d,_g, wygrana jego przeciwnika jest réwna
0. Hazardowa gre Penney’a oznaczamy przez h,— 5. Interesuje nas wartosé ocze-
kiwana wygranej kazdego z graczy.

Niech T,e Oznacza wygrana gracza G 4. Jeéli o tej wygranej méwié przed
rozpoczeciem gry, to T,e jest zmienng losowa w przestrzeni probabilistycznej
(Qa-3,Pa—p) Okreslona wzorem

T(w) dlawe{...a},
Ta-(‘”):{ E) dlaw¢}---zi-
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Analogicznie definiujemy T,g jako wygrang gracza G g.

Definicja warto$ci oczekiwanej nie jest tu wygodnym narzedziem obliczania
E(T,,).- Wynika to z faktu, ze konstrukcja rozkladu zmiennej losowej T,o jest
uciazliwa. Z twierdzenia (zob. [3], s. 173) wynika, ze

E(Tos) = Z Toe(w)pa-p(w). (1)

weﬂ,_g

Wartoéé oczekiwana E(T,,) daje si¢ latwo obliczyé za pomoca tego wzoru
tylko w przypadku niektérych serii ortéw i reszek.

Niech a = 0o i # = ro. W przestrzeni probabilistycznej (Qoo—ro, Poo—ro)
mamy {...00} = {00}, a wigc E(Tae) =2+ =1

W przypadkach serii, dla ktérych obliczanie wartosci oczekiwanej zmiennej
losowej The ze wzoru (1) jest trudne, jako $rodek argumentacji moze postuzyé
nam graf stochastyczny doswiadczenia do—g.

3. Algorytm obliczania warto$ci oczekiwanej wygranej gracza w hazardowej
wersji gry Penney'a

Niech (S, Q) bedzie grafem stochastycznym do$wiadczenia d—g. Oznacz-
my przez a wezel reprezentujacy stan pochlaniajacy, ktérego etykiets jest seria
a. Niech B oznacza brzeg grafu, g;i za$ sume¢ wag wszystkich przejs¢ j ~ k.
Dla j € S\ B, przez §; oznaczamy zbiér wszystkich przejs¢ z wezla j na
brzeg grafu. Niech p; bedzie funkcja, ktéra kazdemu przejéciu ze zbioru przejsé
Q; przypisuje jego wage. Jezeli j € S\ B, to para (§;,p;) jest przestrzenia
probabilistyczna (por.[2], s. 61).

W przestrzeni probabilistycznej (2, p;), zdefiniujmy funkcje Tjq, ktéra kaz-
demu przejéciu koriczacemu sie w wezle a, przypisuje jego dlugo$é¢ (mierzona
liczba krawedzi), a pozostalym przej$ciom liczbe 0. Funkcja Tj, jest zmienng
losowa w przestrzeni (Q;, p;). Zalézmy, ze istnieja wartoéci oczekiwane E(T},)
dla j € S\ B. Przyjmijmy, ze E(Tjs) = €ja.

Dla j € B mamy

€ja = 0. (2)

Zalézmy, ze j ¢ B. Niech K; = {k € S:p;x > 0}. Niech p oznacza funkcj¢

przypisujaca przejiciu jego wage a Bjrp — zbidr wszystkich przej$¢ z wezla j

na brzeg grafu i takich, ze ich pierwsza krawedzia jest j — k.
Niech

BjB = U Bjkg.
keK;

Jest B;p zbiorem wszystkich przejé¢ z wezla j na brzeg grafu.
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Wobec przyjetych oznaczen mamy

E(Tja) = Y Tja(w)pw).

wEB;jB

Zbiér {Bjks: k € K} jest ukladem zupelnym zdarzen w przestrzeni probabili-
stycznej (Q2;,p;), a zatem

ETa) =Y, Y. Tiaw)pw)

kEK; wE€B;rB

Wartos$¢ zmiennej losowej T}, jest réwna zero dla wszystkich przej$¢ nie kon-
czacych sie w wezle a. Jest wiec

ET)= 3, > Tl

kEKJ weB,ku
gdzie Bji, oznacza podzbidr zbioru Bjip ztozony z wszystkich przej$¢ prowa-
dzacych do wezla a.

Pierwsza krawedzig kazdego przejicia nalezacego do Bjr, jest krawedz
Jj—k, a podciag kolejnych jego krawedzi, poczawszy od drugiej, tworzy przej-
§cie z wezla k do wezla a, zatem

E(Tja) = S Y 1+ Tra(@)]pji - pw),

k€EK; wEByq
czyli
E(Tia)= Y |pix Y, pw)+pjx Y, Tra(w)p(w)
kEK; WEBkg, wEBj,
Ale
Yo pik D pW)= ) Pk ke =ja
kEK; WEBga kEK;
oraz
> Tkaw)pw) = Y Ta(w)pw) = E(Tka),
WEBja WwEBis
zatem

E(Tja) = (@ja + Z pjkE(Tka)'
kEK;

Wykorzystujac przyjete oznaczenia, ostatnie rownanie mozna zapisa¢ w postaci

€ja =Gja+ ) PjkCka: (3)
kEK;
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Uklad warunkdéw (2) i (3) okreSla algorytm pozwalajacy obliczaé¢ E(T,,)
(s jest wezlem startowym) tj. warto$¢ oczekiwana wygranej gracza G 4. Warto-
§ci gj, mozemy obliczyé stosujac algorytm pochtaniania dla grafu (S, Q) przed-
stawiony szczegélowo w (3], s. 302 a zaproponowanym w [1].

Stosujac te algorytmy w przypadku @ = oo i § = ro otrzymujemy uklad
réwnan
€o0—ro = 0,

€ro—ro = 0,

€s—ro = % + %eo—ro + %er—ro,

€o-r0 = % + %er—-ro + %eoo—rm
er—ro =0+ %er—ra + %ero—ro-

Rozwigzujac powyzszy uktad réwnan otrzymujemy wartosé e;_p, = 2%, ktéra
jest jednoczes$nie wartoécia oczekiwang wygranej gracza Gpg.

k. Macierzowy zapis algorytmu

L1 Algorytm obliczania wartosci oczekiwanej wygranej gracza w hazardowej wersj
gry Penney'a

Jak latwo zauwazy¢ p;r = 0 gdy k € S\ K, a wigc réwnanie (3) dla j ¢ B
(czyli dla wezléw wewnetrznych grafu) jest réwnowazne z réwnaniem

€ja = Qja T+ ijkeka,
kes '
ktére po przeksztalceniu przyjmuje postaé
> [pjkekal - €ja = —gja-
kes
Dla wezléw brzegowych spelnione jest réwnanie (2).

Wykorzystujac powyzsze fakty mozemy uklad réwnan (2) i (3) utworzonych
dla wszystkich wezléw grafu zapisa¢ w postaci macierzowej

(Q-Io)Es = —Py, (4)
gdzie
Q = [pjr), To = [bjk], gdzieb;; =1 dla j ¢ B oraz bjx = 0 dla pozostalych j, k

€la D

€2a D2 . ]
Ea = . ) Pa = . ’ gdZie pbj = {(q)"a, '; 2 g,

ena pﬂ ’
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an jest liczba wezléw grafu.

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia mozemy zapisa¢ w postaci macierzo-
wej inne algorytmy dotyczace graféw Engla. Takie przedstawienie jest uzy-
teczne zwlaszcza przy wykorzystywaniu metod numerycznych do rozwiazywa-
nia ukladéw réwnan.

4.2. Algorytm pochtaniania dlae grafu stochastycznego o niepustym brzegu

Algorytm pochtlaniania dla grafu stochastycznego o niepustym brzegu (zob.
[3], s. 302) pozwalajacy wyznaczyé prawdopodobiefistwo g, dotarcia z wezla
j do wezla brzegowego a, przybiera posta¢ réwnania

(Q-10)Qa = A, (3)

w ktérym macierz Q, jest jednokolumnowa macierza niewiadomych

q1a a)

Q2a a2 . 0, j #a,
Q.= : oraz A = | gdzie aj_{l,j:a.

dna an

£3. Algorytm $redniego czasu btqdzenia

Algorytm sredniego czasu bladzenia po grafie stochastycznym z niepustym
brzegiem B (zob. {3], s. 305) mozna zapisaé¢ jako réwnanie

(Q-I)E =B, (6)
€1
€2
gdzie E = | | | a e; jest $rednim czasem bladzenia rozpoczynajacego sie
€n
by
s _ | : 0, j € B,
w wezle j oraz B = ar gdzie b; = 1i¢B

bn
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5. Hipotezy dotyczqce hazardowych gier Penney'a

Zaprezentowane metody wykorzystamy dalej do badania hazardowych gier
Penney’a.

Jezeli P(...a) = P(...[), to serie a i 8 nazywamy jednakowo dobrymi
w grze Penney’a g,-p i oznaczamy a = . Jezeli a = (3, to gra go-p jest
sprawiedliwa (szanse graczy sg réwne).

Gdy P(...a) > P(...) méwimy, ze seria a jest lepsza od serii 8 i ozna-
czamy przez a > 3.

Jezeli E(Tye) > E(Tus), to méwimy, ze w hazardowej grze Penney’a ho—g
seria a jest lepsza od serii 8 (oznaczamy a > f3).

Jezeli E(Tye) = E(Teg), to serie a i B nazywamy jednakowo dobrymi w grze
ha-p i oznaczamy a = .

Oto kilka hipotez dotyczacych relacji pomiedzy warto$ciag oczekiwg wy-
granej poszczegdlnych graczy, a dlugoscia serii czy tez prawdopodobienstwem
zwyciestwa gracza.

1. Jezeli |a| = |B] = ! to obie serie a i B sa jednakowo prawdopodobnymi
wynikami l-krotnego rzutu moneta. Wydaje si¢ wiec oczywiste, ze a =~ (3
oraz ze a = (3 (serie a i f# sa jednakowo dobre zaréwno w zwyklej, jak
i hazardowej grze Pennney’a).

2. Niech hgy,-g, oraz hg,-g, beda hazardowymi grami Penney’a. Jezeli
P(...a;) = P(...a2) (a wiec takze jezeli P(...01) = 1—P(...a;) =
1-P(...az) = P(...52)), t0 E(Ta,e) = E(Tw,s) oraz E(Tep,) = E(Tep,)-

3. Jezeli w grze Penney’a g,—p jest & = f, to réwniez w hazardowej grze
Penney’a ho-p jest a = 3.

4. Niech hy-p bedzie hazardowa gra Penney’a. Jezeli |a| > |§] to a > .

5. Jezeli a > B, to a > 3 (jezeli seria a jest lepsza od serii 8 w zwyklej grze
Penney’a, to jest ona lepsza réwniez w hazardowej wersji gry Penney’a).

W tabeli 1 zebrano dane dotyczace relacji =, =2, > i > w przypadku pew-
nych par serii orléw i reszek. Przedstawione przyklady pozwalaja zweryfikowaé
sformulowane wyzej hipotezy.

Pierwszy przyklad dowodzi, ze nie jest prawdziwa pierwsza implikacja bo
seria 3 jest lepsza od serii a w obu wersjach gry Penney’a i serie te sa réwncj
dlugosci.
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nr gry 1.1 2. 13.1]4 |6 6. 7.
seria 00 [ooo [ rrr | rr [ roo | ooo | oor
seria ro | ro | orr | oor | oro | rroo | rroo
P(...q) prawdopodobienstwo | 1 | 1 1 1 1 5 5
zwyciestwagraczaGa | 4 | 8 | 8 | 2 | 2 12 8
P(...0) prawdopodobienistwo | 3 | 7z 7 1 1 7 3
zwyciestwagraczaGp | 4 | 8 | 8 | 2 [ 2 | 12 8
E(T warto$é oczekiwana 1| 3 3 [ 11 ]3] ot 41
(Tas) wygranej gracza G4 2| 8 |8 e 6 8
E(T. warto$¢ oczekiwana 21|31 (g5 |21 |95 | gL | 3L
(Tes) wygranej gracza Gp 2|78 | T8 [ T2 e 6 8
E(T $redni czas trwania 313t 7| 4|6 | ot |72
(Ta) do$wiadczenia do—p 2 8 4

Tabela 1.

Nie jest takze prawdziwa druga implikacja. Dowodza tego przyklady gier
2.1 3. Mamy

Pooo—ro(.-.000) = Prrr—orr(---777);,  Povo—rol.--70) = Prpp—orr(...0rT)

oraz
E(Toooo) =F (Trrro ) )

i réwnocze$nie E(T,orr) jest prawie dwukrotnie wigksze od E(T,,,).

Przyklad gry 4. dowodzi, ze z faktu P(...a) = P(...0) nie wynika, ze
E(Tae) = E(Tep). Ten kontrprzyktad dowodzi, ze trzecia implikacja nie jest
prawdziwa. Wzmocnienie zalozenia w trzeciej implikacji o warunek |a| = |3|
nie jest wystarczajace na to, by a = 3. Dowodzi tego przyklad gry 5.

Z dwu ostatnich przykladéw wynia, ze warunek |a| < |B] nie jest wystar-
czajacy na to, by a > 3, jak réwiez na to by 8 > a.

Autorowi nie udalo sie znalezé kontrprzyktadu dowodacego falszywosci pia-
tej hipotezy. Uzywajac komputera sprawdzono jej prawdziwoéé dla wszystkich
serii a i B o dlugoSciach nie wiekszych niz 9.

Hazardowa gre Penney’a mozna uogélni¢. W grze moze braé¢ udzial n gra-
czy. Niech a4, ag, ... , a, beda seriami orléw i reszek takimi, ze kazde dwie sa
rézne i w przypadku, gdy ich dlugoéci sa rézne, seria krétsza nie zawiera sie w
dluzszej. W grze rzuca si¢ moneta tak dlugo az |a;| ostatnich rzutéw utworzy
seri¢ a; dla pewnego j € {1,2,...,,n} i wtedy zwycigza gracz G;, otrzymujac za
swoje zwyciestwo tyle zlotéwek, ile razy rzucono monetg.

Zauwazmy, ze w przeprowadzonym rozumowaniu nigdzie nie korzysta si¢
z faktu, ze graf stochastyczny posiada tylko dwa wezly brzegowe, algorytm
obliczania wartosci oczekiwanej wygranej jednego z graczy w grze, w ktorej



38 Tomasz Kapela

biora udzial dwaj gracze, z powodzeniem mozna takze stosowaé w uogélnionej
hazardowej grze Penney’a, w ktérej bierze udzial n graczy.

W dowodzie algorytmu nie korzysta si¢ takze z faktu, ze p(o) = p(r) = 1,
a wiec zamiast serii orléw i reszek mozemy rozwazaé serie sukceséw i porazek
o dowolnym prawdopodobienstwie sukcesu réwnym u ( 0 < u < 1).
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