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Osobliwe wtasnosci modeli probabilistycznych

czekania na serie sukcesow i porazek

Abstract. This paper concerns, specific, not well known but simultancously
elementary means of argumentation used in the process of constructing
probabilistic spaces and calculating the probability in those spaces. The
above mentioned probabilistic spaces, are probabilistic models with cha-
racteristic statistical experiments. Certain properties of the spaces can
be considered paradoxal.

1. Wprowadzenie

Niech 2 = {0,1}ip(1) =4 > 0ip(0) =v =1—u > 0. Para (2, p) jest
przestrzenig probabilistyczng. Kazde do$wiadczenie losowe, ktérego modelem
probabilistycznym (por. [9], s. 24-25) jest ta przestrzen, nazywamy prébg Ber-
noulliego, albo krétko prdbg i oznaczamy przez dj_,. Wynik oznaczony cyfra 1
(jako tzw. zdarzenie elementarne) nazywamy sukcesem, wynik oznaczony cyfra
0 — porazkg. Prébe Bernoulliego okre$la ustalona liczba rzeczywista u z prze-
dziatu (0,1).

Kazdy wynik schematu Bernoulliego o m prébach, tj. kazda m-wyrazowa
wariacje zbioru {0, 1}, nazywamy serig sukceséw i porazek, liczbe m nazywamy
dlugoscig serii.

Méwimy, ze seria wy zawiera sie w serii w» i zapisujemy w; C wo, je$li w;
jest podciagiem kolejnych wyrazéw ciagu wo.

Niech g(j) = 1 —j dla j € {0,1}. Serie wy = (a1,a2,-..,am) Oraz wy =
(9(a1),g(a2),...,9(am)) nazywamy seriami dualnymi. Seri¢ dualng do serii w;
oznaczamy przez wj.

Na zbiorze n-wyrazowych wariacji zbioru {0,1} okreslamy funkcje J naste-
pujaco: Jedli w = (a1, az,...,a,) € {0,1}", to

J(w) = Z aj.
J=1

Jest wiec J(w) liczbg wyrazéw réwnych 1 w ciggu w.
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Dlugoé¢ ciagu w, tj. liczbe jego wyrazéw, oznaczamy przez |w|.
Jedli |w] = n i k < n, to podciag k-kolejnych koficowych wyrazéw ciagu w
nazywamy jego koricdwkg o diugosci k.

Niech df_, bedzie préba, w; i wo za$ ustalonymi seriami sukceséw i porazek.
Zalézmy, ze w; # wy. Zaléimy takze, ze jedli |wy| # |wz|, to seria krétsza nie
zawiera si¢ w serii dluzszej. Powtarzanie préby dj_, tak dlugo, az:

— albo wyniki |w;| ostatnich préb utworza serig wy,
— albo wyniki |w,| ostatnich préb utworza serie wa,
nazywamy czekaniem na jedng z dwu serii sukcesdw i porazek w;,w> i ozna-

czamy przez dy, _,,.

Kazdy wynik do§wiadczenia d; _,,, (zdarzenie elementarne) jest ciagiem w
o wyrazach ze zbioru {0,1}, co najmniej r-wyrazowym, gdzie r = min{|w1 |, |w2|}
i takim, ze:

— albo jego konicéwka o dlugosci |w;| tworzy serig wy,

— albo jego koncéwka o dlugosci |wq| tworzy serie ws,

i zaden inny podciag kolejnych (wczeéniejszych) wyrazéw ciggu w nie tworzy
ani serii wy, ani serii ws.

Zbiér wszystkich wynikéw do$wiadczenia df, _,, (jako tzw. zbiér zdarzen
elementarnych) oznaczamy przez Q,, -
Niech

p:l__hu (w) = u"("") . Ul""l—"(w) dla we Qw;—w;-

Funkcja p¥, _,,, jest rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze Q,,, _.,. Para
(Quwy—ws»PY, _,) Jest przestrzenia probabilistyczna, ktéra uznajemy za model

probabilistyczny o§wiadczenia losowego d, _,,.

Czekanie na jedna z dwu serii sukceséw i porazek mozna uogélnié na przy-
padek n serii sukceséw i porazek. Niech wy,ws,...,w, beda ustalonymi seriami
sukceséw i porazek, takimi, ze dla kazdych dwu z tych serii réznej dtugosci, se-
ria krétsza nie zawiera sie w serii dluzszej. Powtarzanie préby dj_, tak dlugo,
az:

— albo wyniki |w;| ostatnich préb utworza serig w,
— albo wyniki |ws| ostatnich préb utworza serig¢ wo,

— albo wyniki |w,| ostatnich préb utworza serie wy,

nazywamy czekaniem na jedng z n serii sukceséw i porazek wy,ws,...,wn i 0z-
naczamy przez d _ _, .

Jesli Q.. jest zbiorem wynikéw doswiadczenia losowego dy _ , ,to
w € Ny, —..—w, wtedy i tylko wtedy, gdy:
— w € {0,1}*, gdzie k > min{|w|,|w2],...,|wn|} i r6wnoczesénie

— albo koricéwka o dlugosci |w | ciagu w tworzy serie wy,
— albo konicéwka o dlugosci |wz| ciagu w tworzy serie wo,
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— albo koncéwka o dlugosci |wy| ciagu w tworzy serie wy, i
— zaden inny podciag kolejnych wcze$niejszych wyrazdéw ciggu w nie tworzy
zadnej z serii wy, w2, ...,wn.

Niech
B @) =0/ T dla weQ, -,
Para (Qu,~..—w.,P% _. _.,) jest przestrzenia probabilistyczna, ktéra uzna-
jemy za model do$wiadczenia losowego di; _ .
Z doswiadczeniem losowym d, _  _, zwigzmy zdarzenia:
Aj = {do$wiadczenie d}, _ _, zakonczy si¢ serigw;}, dlaj=1,2,...,n

Symbolem {...wj} oznaczmy zdarzenie Aj, a jego prawdopodobienstwo —
przez P(...w;). W przypadku do$wiadczenia d _,, (n = 2) przyjmujemy
oznaczenia: Ay = {...w1} = {wi<w2} i A2 = {...w2} = {w2<w1}. Praw-
dopodobienstwa zdarzen A; i A, oznaczamy odpowiednio przez P(w;~<ws)
i P(w2<wy).

Rozwazmy przestrzen probabilistyczna (Qu,—...—w,,P% .. _.,) jako model
do$wiadczenia losowego d?, _ _, . Niech [,k € {1,2,...,n}il#k.

Jezeli P(...w;) = P(...wy) dla ustalonego ug € (0,1), to serie w; i wy
nazywamy jednakowo dobrymi w punkcie ug i oznaczamy (wi=wy)y,. Jezeli dla
kazdego u € A, gdzie A C (0,1), jest (wimwk)w, to méwimy, ze serie w; i wy, sa
Jjednakowo dobre na zbiorze A i oznaczamy (wi~wg) 4.

Jesli P(...w)>P(...wyx) dla ustalonego up € (0,1), to seri¢ w; nazywamy
lepszqg w punkcie ug od serii wg i oznaczamy (wi>>wg)y,. Jezeli dla kazdego
u € A, gdzie A C (0,1), jest (w;>wk)u, to serie w; nazywamy lepszq na zbiorze
A od serii wy i oznaczamy (w;>>wk) 4.

W przestrzeni probabilistycznej (Qu,-...—w,,Ps _ _, ) rodzina zdarzen
{A1,42,...,A,} jest ukladem zupelnym zdarzen. Prawdopodobieristwa zda-
rzen A, A2, ..., An w tej przestrzeni sg na ogét sumami pewnych szeregéw licz-
bowych. Praca zawiera pewne propozycje obliczania tych prawdopodobienistw
elementarnymi srodkami poprzez redukcje obliczen do sum skoriczonych.

Wyrézniajac stany, w jakich moze sie znalezé czekanie na jedna z n se-
rii sukceséw i porazek po kolejnej prébie, do§wiadczenie d% . _, staje sie
jednorodnym lanicuchem Markowa [S, Wy, Q] (zob. [9], s. 319- 339)

Rozwazmy doéwiadczenie dfy,_go;- Mamy nastepujace stany czekania na
jedna z dwu serii 100, 001: 0, 1, 10, 00, 001, 100 i stan poczatkowy, ktéry
oznaczamy przez s. Ponumerujmy te stany nastepujaco:

stan: 0{1}10 ]| 00| 100 { 001
numer stanu: || 1 | 2] 3 4 5 6




42 lreneusz Krech

Zbiér S = {1,2,3,4,5,6, } jest zbiorem stanéw.!

Przez p;_x oznaczamy prawdopodobienstwo, z jakim czekanie znajdzie sie
po danej prébie w stanie k, skoro po prébie poprzedniej bylo ono w stanie j
(4, k € S). Niech Q = [pj-«]. Mamy tu

Ou 0 1-u 0 O
Oul-u O 0 0
_|0u O 0 1-u0
Q= 00 0 1—-u 0 wu
00 O 0 1 0

00 O 0 0 1

Jest ps5 = 11 peoe = 1, a wiec stany 5 (001) i 6 (100) s3 w tym przypadku
stanami pochlaniajagcymi. Jesli p? = ps—j (dla j € S) jest prawdopodobien-
stwem, z jakim czekanie znajdzie si¢ po pierwszej probie w stanie j, to

wo = [pY, 1, p3, P}, 3, P] = (1 — %,%,0,0,0,0,0].

Doswiadczenie losowe dYyq_qq; jest w takim jego ujeciu jednorodnym lan-
cuchem Markowa, ktérego prezentacja algebraiczna jest tréjka (S, o, Q].

©

l_uC@

1—-u

@Tﬁ i

u

Rysunek 1.

Powréémy do do$wiadczenia d¥, _ _, . Interpretujmy stan (réwniez stan

poczatkowy s) jako punkt plaszczyzny i nazywajmy go weztem. Wezel grafu,
reprezentujacy stan j, bedziemy oznaczaé przez . Jedli pjx > 0, to wezel
laczymy z wezlem zorientowanym odcinkiem prostej lub krzywej. Ten

odcinek nazywamy krewedzig grafu i oznaczamy przez j—k. Liczbe pj_,x wpi-
sujemy obok tego odcinka. Jesli p;_,; > 0, to krawedZ j—j nazywamy petlq.

1Jezeli mozliwy jest powrét do stanu poczatkowego s, to s wlaczamy do zbioru stanéw.
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Jesli p;; = 1, to petle j—j pomijamy a wezel nazywamy weztem brzego-
wym. Zbidér wszystkich wezléw brzegowych nazywamy brzegiem grafu. W takiej
interpretacji tréjka [S,w, Q] staje sie grafem stochastycznym Engla (zob. [9],
s. 282 oraz [1]). Nazywamy go grafem doswiadczenia losowego d; w, - Graf
stochastyczny doswiadczenia dgg, ;o0 Prezentuje rys. 1.

wi—..

Kazde do$wiadczenie dj _ _, jest jednorodnym laricuchem Markowa,
a wiec ma swoéj graf stochastyczny. W pracy bedziemy interpretowaé przebieg
doswiadczenia d; _ _, jako bladzenie losowe po grafie stochastycznym tego
do$wiadczenia losowego. Na poczatku stawiamy pionek w wezle startowym s.
Po kolejnej prébie przesuwamy éw pionek wzdluz krawedzi z przypisang liczba
u, ilekroé¢ préba zakoriczy sie sukcesem i wzdluz krawedzi z przypisang liczbg
v, ilekroé¢ préba zakonczy sie porazks.

Kazdy ciag krawedzi taki, ze poczatkiem pierwszej krawedzi jest wezet s,
koficem ostatniej krawedzi jest wezel brzegowy i w przypadku kazdych dwu
kolejnych krawedzi koniec poprzedniej jest zarazem poczatkiem krawedzi na-
stepnej, nazywamy trasg. Wagg trasy nazywamy iloczyn liczb przypisanych jej
kolejnym krawedziom.

Rozwazmy graf stochastyczny doswiadczenia d, _ _, . Przez Q7 _ _ .
oznaczamy zbiér wszystkich tras na jego grafie stochastycznym. Funkcja
Pl ~...—w,» ktéra kazdej trasie przypisuje jej wagg, jest rozkladem prawdopo-
doblenstwa na zbiorze Q7 _ _, . Para(Q _ _, ,p}, _  _..) jest przestrze-
nig probabilistyczng. Nazywamy ja przestrzeniq indukowang przez graf stocha-
styczny. Rachunki i wnioskowania prowadzone s dalej takze w takiej prze-
strzeni probabilistycznej indukowanej przez graf. Przestrzenie probabilistyczne
(Quy—omwns Pl ) oraz (0, _, ,pL . _,.) saizomorficzne (zob. 7],
s. 32).

Moéwimy, ze grafy stochastyczne (S, wg,,@1) i (S2,Wo,, @2) dosdwiadczen
losowych dy, —w, 1 dyy—w, Sa tzomorficzne (por. [9], s. 282), jezeli 1stmeje bijekcja
h ze zbioru S; na zbiér S; i taka, ze

— Vi1 € S1Vja € 82 [h(51) = j2) = [p9, = p,],

— Vj2,k2 € Sz [.72 =h(1) ANk2 = h(kl)] = [pjz—”cz = pjl—”cl]'

2. (zekanie na jednq z dwu serii sukcesdw i porazek dtugosci 2

Sa cztery serie sukceséw i porazek o dlugosci 2: 00,01, 10,11. Jest wiec 6
réznych do$wiadczen d¥, _,,, gdzie |w;| = |wa| = 2 i wy # wa. Na przykladzie
tych doéwiadczen przedstawimy rézne, oparte na grafie stochastycznym, spo-
soby obliczania prawdopodobienstwa zdarzen w przeliczalnych przestrzeniach
probabilistycznych typu (Qu, —w,, P5, —u,)-
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2.1. Niech w; = 00 i wp; = 11. Rysunek 2 prezentuje graf stochastyczny do-
$wiadczenia losowego dgy_1; -

xl—--

Rysunek 2.

Niech P(11<00) = z. Obliczanie tego prawdopodobiefistwa odnieSmy do prze-
strzeni indukowanej przez graf stochastyczny z rys. 2. Interpretujmy przebieg
czekania dgg—1; jako bladzenie losowe po grafie. Dotarcie pionka do wezla
oznacza, ze czekanie zakonczylo sie uzyskaniem serii 00, a wiec, ze zaszlo zda-
rzenie {00<11}, dotarcie pionka do wezla jest réwnoznaczne z zajiciem
zdarzenia {11<00}. W przestrzeni probabilistycznej indukowanej przez graf
zdarzenie {00<11} jest zbiorem wszystkich tych tras na grafie, ktére konicza sie

w wezle . Jest wiec P(00<11) prawdopodobiefistwem dotarcia w bladzeniu

po grafie do wezla brzegowego , a wiec (zgodnie z definicjg prawdopodo-
biefistwa w ziarnistej przestrzeni probabilistycznej, zob.[9], s. 65-66) jest suma

wag wszystkich tras prowadzacych do wezla brzegowego .

Analogicznie, P(11<00) jest prawdopodobiefistwem dotarcia do wezla brze-
gowego . Prawdopodobienistwo dotarcia pionka do wezla brzegowego grafu
mozna — jak pokazemy dalej — znajdowaé elementarnymi §rodkami.

Z grafu z rys. 2 wynika, ze

z=u?+u® vu+u? (vu)? +u® (vu)d+...
+ vu? + vu? - vu 4+ vu? - (vu)? +ou? - (vu)d + ..

a zatem

r=u?+vu? +ou-[u? +u? vu+u? (vu)? +4?- (vu) +
+ vu? 4+ vu? - vu 4 vu? - (vu)? +vu? - (vu)d + .. )
=u? 4+ v’ +vu-z.
Wynika stad, ze
u? +vu? 2’ —u
1-vu  l-utu?
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a wiec ) s
2u° —u
P(11 < 00) = TPk

Zdarzenia {00 < 11} oraz {11 < 00} sa przeciwne, a wiec
P(00<11) = 1 — P(11<00),
skad wynika, ze

u-u?-u+1
POO<I) = ——

2.2. Niech w; = 10 i wy = 11. Graf doswiadczenia dY,_,; przedstawia rys. 3.

o

Y @ u \

’
Rysunek 3.

Doswiadczenie djy_,; rozpoczyna sie od oczekiwania na pierwszy sukces (zob.

[9], s. 246). Z prawdopodobieristwem 1 ten sukces zostanie uzyskany wczeéniej

czy pézniej. Po uzyskaniu sukcesu do§wiadczenie koriczy sie po kolejnej prébie.

Jest wiec
P(10<11) = v =1 — u, oraz P(11<10) = u.

2.3. Niech w; = 01 i wy = 00. Serie 01 i 10 oraz 00 i 11 sg dualne, a zatem
z symetrii wynika, ze

PO01<00)=1-v=1—-(1-u)=u,

a stad wynika, ze
P00<01)=1—-u.

2.4. Niech w; = 10 i wo = 00. Graf stochastyczny do$wiadczenia losowego
di'y_oo Prezentuje rys. 4.

(®—5—+[0]——[00]

Rysunek 4.
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Jedli czekanie znajdzie si¢ w stanie 1 (jesli bladzaca po grafie czastka znajdzie
sie w wezle ), to z prawdopodobienstwem 1 do§wiadczenie djg—gp zakonczy
sie uzyskaniem serii 10, bo dalszy ciag czekania jest oczekiwaniem na porazke.
Prawdopodobiefistwo dotarcia do wezla| 1 |jest réwne u+vu = u(2—u), a zatem

P(10<00) = u(2 — u) oraz P(00<10) = 1 — P(10<00) = (1 — u)2.

2.5. Niech w; = 01 i wy = 11. Serie 01 i 10 oraz 11 i 00 s3 dualne, a zatem
z symetrii otrzymujemy, ze

P(01 < 11) = (1 — u)(1 + u) oraz P(11 < 01) = v?.

2.6. Niech w; = 10 i wy = 01. Graf doSwiadczenia losowego df},_y; prezentuje
rys. 5.

@T’_v_’

u
Rysunek 5.

O tym, ktéra z serii zostanie uzyskana w do§wiadczeniu d},_,;, decyduje
wynik pierwszej préby. JeSli pierwsza préba zakonczy sie porazka, to dalszy
przebieg doswiadczenia jest oczekiwaniem na pierwszy sukces, a wiec z praw-
dopodobienistwem 1 do$wiadczenie zakonczy sie — wczeéniej czy péiniej —
uzyskaniem serii 01. Analogicznie, jeSli pierwsza préba zakonczy sie sukcesem,
to z prawdopodobienstwem 1 do$wiadczenie zakoniczy sie uzyskaniem serii 10.
Jest wiec

P(10<01)=u i P(01<10)=v=1—-u.
3. Prawdopodobiefistwo uzyskania danej serii jako funkcja prawdopodobien-
stwa sukcesu

Dla kazdego doswiadczenia dj; _ _,, oraz ustalonego j € {1,2,...,n} jest
P(...w;) funkcja parametru u. Niech

P(...wj) = f. w;(u) dla ue(0,1).
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W przypadku n = 2, niech P(w; < w2) = fu,<w,(u) dla u € (0,1).
Nietrudno zauwazyé, ze P(we < w1) =1 — fu; <w, (0).
Na rysunku 6 przedstawiono (na wspdlnym ukladzie wspéirzednych) wy-
kresy funkeji fu,<ws; i fuz<w, dla serii wi,wq € {11,10, 01,00}, gdzie w; # wo.

1 Joi<11 1
f10<00
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
f11<01 foo<10
02 04 06 038 1u 02 04 06 0.8 1u
1 1
foo<o1 fo1<o00 foi<10 fio<o1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
02 04 06 0.8 1u 0.2 04 06 038 l1u
1 1
fro<11 fii<1o 00<11 Sf11<og
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1u 0.2 04 0.6 0.8 1u

Rysunek 6.
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Z wykreséw odczytujemy, ze:
(10 > 11)(0‘%), (11> 10)(%'1) oraz (10 =~ 11)%,

(01 > 10)(0,%), (10 > 01)(%'1) oraz (01 ~ 10)%,

(00> 10) , 2-y3), (10> 00) 243 ;) 0raz (00 & 10)z- s,

(01 > 11),, »3,, (11> 01), 5 ,, oraz (01 =~ 11) 3,
(0,°°) (*=.1) 2

(00 > 11)(0’%), (11 > 00)(%‘1) oraz (11 ~ 00)%,

(00 > 01)(0’%), (01 > 00)(%,1) oraz (00 ~ 01)%.

Uzyskane w ten spos6b informacje o seriach zebrano w tabeli 1.

uE(O,szQ) ue(%é,%) ue(%,%) ue(ﬁg,l)
10 < 11 11<10
01<10 10 < 01
0<10 | 10 < 00
01 <11 | 11<01
00 < 11 11 < 00
00 < 01 01 < 00

Tabela 1.

Z danych zebranych w tabeli wynika, ze relacja > dlau € (0, %Q)U( ?, 1)

jest relacja przechodnia, natomiast dla u € (2;2@ U3, %’Z) nie jest relacja
przechodnia.

k. Czekanie na jednq z frzech serii sukceséw i porazek o dtugosci 2

Niech wy,ws, w3 € {0, 1}2. Sa cztery do$wiadczenia losowe typu QY sy

4.1. Rys. 7 przedstawia graf stochastyczny do$wiadczenia losowego d¥_,; _o;-

Z grafu odczytujemy, ze:

— jesli pierwsza préba zakonczy sie porazks, to z prawdopodobieristwem 1 dos-
wiadczenie zakonczy sie serig 01;

— jesli pierwsza préba zakonczy sie sukcesem a druga porazka, to doSwiadcze-
nie koniczy sie seria 10;

— jesli dwie pierwsze préby zakonczy sie sukcesem, to do$wiadczenie konczy
sie serig 11,

a zatem

P(...01)=v=1-u, P(L..10)=wv=u(l-u) i P(...11) =u*
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c@ﬁa
<

©O——[1]——{10]
u

Rysunek 7.
Wykresy funkcji f o1, f..10 1 f..11 przedstawia rysunek 8.

1
f..o1 f.n
0.8
0.6
0.4
0.2 f...10
02 04 06 038 1u
Rysunek 8.

Mamy w tym przypadku:

(01> 10)(0,1),

O01>»11), »5_ i1,
0,-3%)

(11> 01) g5, 4,

(10 > 11)(0'%),

4.2. Graf stochastyczny do$wiadczenia d¥)_,; o, przedstawia rys. 9.
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%
N
®

——[—11]
v

Rysunek 9.

Przestrzen probabilistyczna tego do§wiadczenia jest skoriczona. Mamy bo-
wiem Q10-11-00 = {00,10,11,010,011} i
Plo-11-00(00) = v? = (1-u)?,
PYo-11-00(10) = uv = u(l — u),
Plo—11-00(11) = u?,
PYo—11-00(010) = wv? = u(1l —u)?,
PYo—11-00(011) = v?v = u?(1 - w).

We wspomnianej przestrzeni probabilistycznej jest
{...00} = {00}, {...11} ={11,011} i {...10} = {10,010},
a zatem
P(...00) = (1 -u)?,
P(...10) =u(l —u) + u(l —u)? = u(1l — u)(2 — u) oraz
P(...11) = u? + u?(1 — u) = u?(2 — u).

Wykresy funkcji f. o0, f..10 1 f.11 przedstawiono na rysunku 10. Mamy
wiec:

(01> 00)5_ 3 ,,
2 2
(00> 01) 5 _ s,

2ﬁsin (arctg 39@ )
3
3

(00 > 11)(0,11,0); (11 > 00)(1‘0,1), gdzie Ug =

=~ 0,445,
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Rysunek 10.

4.3. Graf stochastyczny do$§wiadczenia losowego d}_qo_o1 Przedstawiarys. 11.

_g.H_e.E
e

©)

u :
——[0]——[01]
d
Rysunek 11.
Serie 11 i 00 sa dualne, a wiec — rozumujac analogicznie jak w przypadku
do$wiadczenia dfy_,,_o; — dostajemy, ze

P(...01)=u, P(...10)=uww=u(l-u) i P(...00) =22 = (1 —u)>.

Wykresy funkeji f..01, f..10 i f.oo prezentuje rysunek 12. Otrzymujemy
zatem, ze:

(012> 10)0,1),
(00> 01) g5y,
(01> 00) 5 ),
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Rysunek 12.

4.4. Wezmy pod uwage do§wiadczenie losowe dg;_1;_go- Graf tego doswiadcze-
nia losowego przedstawia rys. 13.

N

——[0—
v
u

@—:'H—:’E

Rysunek 13.
Rozumujac analogicznie jak powyzej i wykorzystujac wczesniej uzyskane wyniki
otrzymujemy, ze
P(...0)=u(l—-u)(1+u), P(...11)=u? i P(...00) = (1+u)(1—u)>.
Wykresy funkcji f._ 01, f..11 1 f...00 przedstawia rysunek 14. Mamy tu:
(00 > 01)(0,%),
(01> 00)(%‘1),

2V7sin (J—”" °‘3%§)\)

(00 3> 11)(0,40), (11 3> 00)(4q,1), gdzie uo = 2 - 3

(01> 11) 5 _,
v 2 2

= 0,559,
)’
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Rysunek 14.

5. (Czekanie na jednq z czterech serii sukcesdw i porazek o dtugosci 2

Graf doswiadczenia df, _,p_g;_go Przedstawia rys.15.

A

Rysunek 15.

Przestrzen probabilistyczna (£211-10—01-00,P%1-10—01—00) jest skoriczona,
bo 011_10_01_00 = {11, 10,01,00} Jest tu
Pi1-10-01-00(11) = u?,
PY1-10-01-00(10) = u(l — u),
PY1-10-01-00(01) = u(l — u) oraz
Pl1-10-01-00(00) = (1 — u)?.
W tej skonczonej przestrzeni probabilistycznej jest:
P(...11) =42, P(...10) = u(1—u), P(...01) = u(1—u) i P(...00) = (1—u)2.
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1
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Rysunek 16.

Z wykreséw funkcji f. o0, f.01, f..10 1 f...11, przedstawionych na rysunku
16, wynika, ze:
(01 =~ 10)(0,1), (00 > 01)(0’%), (01> 00)(%'1),
(00 > 10)(0|%), (10> 00)(%,1), (00 > 11)(0'%),
11> 00)(%'1), (11> 01)(%,1), (01> 11)(0,%),

W pracy oméwiono specyficzne $rodki i metody konstrukeji oraz badania
przestrzeni probabilistycznych jako modeli czekania na serie sukceséw i po-
razek. Metody dotycza obliczania prawdopodobienistwa pewnych zdarzen i sa
oparte na grafie stochastycznym. Istota metod sprowadza sie do przejscia od
przeliczalnych (nieskoficzonych) przestrzeni probabilistycznych do przestrzeni
skonczonych.
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