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Abstract. The main objective of this paper is the answer to the question:
»18 using the ,sailor” method fair, when choosing a random person?” In
this method, at the appointed sign, each participant n sticks out 1 to 5
fingers of his right hand. Afterwards the fingers are counted and the sum
is added up. The person that it lands on when the fingers are counted
up is considered chosen.

W wielu sytuacjach stajemy przed konieczno$cia wylosowania z danego
skoriczonego zbioru jednego elementu. Chcemy aby kazdy element mial w tym
losowaniu réwne szanse. Takie losowanie bedziemy nazywaé losowaniem nie-
tendencyjnym albo sprawiedliwym. Z tego typu sytuacjami mamy do czynienia
np. w przypadku losowania polowy boiska przed rozpoczeciem meczu pitkar-
skiego, wyboru pytania.w konkursie. Do losowania wykorzystujemy wtedy np.:
monety, zapalki, wyliczanki, ,kola fortuny”, pojemniki z kartkami, na ktérych
zapisane sg nazwiska oséb itp.

Pojawiaja sie wiec pytania:

¢ Jak organizowac sprawiedliwe losowanie elementu z danego zbioru n-ele-
mentowego?

e Jak na gruncie matematyki weryfikowaé sprawiedliwo$¢ tego losowania?

Problem, o ktérym mowa, pojawia si¢ przede wszystkim w statystycz-
nej kontroli jakosci produkcji (SKJP), a dotyczy losowania reprezentatywnej
prébki ze skonczonej populacji. Procedury losowania obejmuja okreslanie do-
$wiadczen losowych o klasycznych modelach probabilistycznych. Tymi mode-
lami s3 przestrzenie probabilistyczne rozumiane w tej pracy jako pary (2,p),
gdzie Q jest dowolnym skoniczonym zbiorem, a p funkcja okreSlona na zbiorze Q2
o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistych, nieujemng i spelniajaca warunek
Y weq P(w) = 1. Przestrzen probabilistyczna (2, p) nazywamy w pracy mode-
lem probabilistycznym do$wiadczenia losowego d, jezeli Q (jako tzw. przestrzert
zdarzen elementarnych) jest zbiorem mozliwych wynikéw do$wiadczenia loso-
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wego d, a funkcja p przypisuje kazdemu wynikowi prawdopodobienistwo, z jakim
do$wiadczenie losowe d moze zakonczy¢ si¢ tym wynikiem.

Jesli (2, p) jest przestrzenia probabilistyczng, to kazdy podzbiér zbioru 2
nazywamy zdarzeniem losowym. Prawdopodobieristwem zdarzenia A nazywamy
liczbe:

0’ gdy A= 01

p(4) ={ PW)»  gdy A={u},
Z p(w), gdy A jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
w€EA

Losowanie jest pewna procedura dotyczaca ,realnego §wiata”. Aby na grun-
cie matematyki rozstrzygnaé, czy jest ono sprawiedliwe, nalezy najpierw sfor-
mulowacé probabilistyczne zadanie. Formulowanie wspomnianego zadania jest
elementem fazy matematyzacji. Jego zas rozwiazywanie odbywa sie¢ w okreslonej
przestrzeni probabilistycznej. Tworzenie tej przestrzeni jako matematycznego
modelu pozamatematycznej sytuacji (ktérej dotycza pytania) stanowi zasad-
niczy przedmiot fazy matematyzacji. Dla wielu sytuacji mozna skonstruowaé
(dobraé) kilka réznych, nieizomorficznych, modeli probabilistycznych. Przyjecie
danego modelu implikuje takie albo inne narzedzia i metody rachunkéw. Roz-
wigzywanie (juz) matematycznego zadania stanowi faze rachunkdw. Rezultaty
tej fazy nalezy nastepnie skonfrontowaé z wyjSciowym, pozamatematycznym
zagadnieniem. Mowa tu o interpretacji wynik6w uzyskanych w drodze dedukcji
i rachunkéw na grunt rzeczywistosci. Jest to faza interpretacji. Poszukiwanie
odpowiedzi na postawione powyzej pytania obejmuje wiec wszystkie fazy pro-
cesu stosowania matematyki.

Rozwazymy szczegdlna procedure, powszechnie stosowang i bezkrytycznie
uznawang za metode sprawiedliwego losowania jednej z grona n oséb, zwang
metoda ,marynarza”. Na uméwiony znak kazdy z n uczestnikéw losowania wy-
stawia co najmniej jeden palec prawej reki. Nastepnie zlicza sie wystawione
palce i sume liczb tacznie wystawionych palcéw odlicza sie kolejno jak w wyli-
czance. Osoba, na ktdrej zakonczono odliczanie uznawana jest za wylosowang.
Weryfikacja sprawiedliwo$ci takiego losowania obejmuje pytanie: Czy szanse
wylosowania danej osoby zaleza od kolejnosci, w jakiej odlicza sie osoby i od
kogo rozpoczyna sie¢ odliczanie? Przedmiotem pracy jest odpowiedZ na to py-
tanie.

Zalézmy, ze osoby ustawiono w kolo, ustalono osobe, od ktérej rozpocz-
nie sie odliczanie oraz kierunek odliczania. W zbiorze os6b wprowadzono za-
tem porzadek. Mozna zatem przyjaé, ze kazda z oséb ma swdj numer, jako
miejsce w kolejce do odliczania. Wydaje sie naturalne przyjecie postulatu,
ze osoby wystawiaja liczbe palcéw ustalona ,na chybil trafil”, niezaleznie od
siebie. Sg to zalozenia umozliwiajace matematyzacje. Przy tych zalozeniach
mamy do czynienia z do§wiadczeniem losowym. Wynik do§wiadczenia (zdarze-
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nie elementarne) jest w takiej sytuacji n-wyrazowa wariacja zbioru {1, 2, 3,4, 5},
jej j-ty wyraz oznacza liczbe palcéw wystawionych przez osobe o numerze j
(G = 1,2,...,n). Wszystkie wyniki rozwazanego do§wiadczenia nalezy uznaé
za jednakowo prawdopodobne.

Rozwazmy zdarzenia:

A; = {reszta z dzielenia przez n sumy liczb wystawionych palcéw wyniesie j},
dlaj=1,2,...n-1,

Ap = {suma liczb wystawionych palcéw bedzie podzielna przez n}.

Zajicie zdarzenia A; oznacza, Ze zostanie wylosowana osoba o numerze j, dla
i=12,...,n.

Zal6zmy, ze n = 2. Wszystkie jednakowo mozliwe przypadki wystawienia
palcéw przez dwie osoby przedstawmy w postaci tabeli. W pierwszej kolumnie
wpisano mozliwe liczby palcéw wskazanych przez pierwsza osobe, w pierwszym
wierwszu — liczby palcéw wskazanych przez druga osobe. W przecieciu sig
j-tego wiersza i k-tej kolumny wpisano liczbe j+k. Ta suma jest suma liczb wy-
ciggnietych palcéw przez obie osoby, jesli pierwsza wystawila j palcéw a druga
k palcéw (5 € {1,2,3,4,5} oraz k € {1,2,3,4,5}).
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Tabela 1.
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Kazde oczko tabeli 1 reprezentuje jeden wynik w losowego wystawiania
palcéw prawej reki przez dwie osoby. Zbiér Q2 = {1,2,3,4,5}2 jest w oma-
wianej sytuacji zbiorem wynikéw (zdarzen elementarnych) tego doSwiadczenia.
Kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny. Niech p2(w) = g5 dla w € Q.
Klasyczna przestrzen probabilistyczna (€2, p2) jest modelem omawianego do-
Swiadczenia. Z kazdym oczkiem zwigzana jest suma liczb wyciagnietych palcéw
przez obie osoby, a wiec na zbiorze {2, okre§lona zostala pewna funkcja X,. Jest
ona zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej (Q3, p2). Wartosci zmiennej
losowej X, tworza zbiér Qx, = {2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Ponizsza tabela prezentuje informacje o rozktadzie zmiennej losowej Xj:

suma liczb wystawionych palcéw (z;) {23 |4 |56 |7 {8 9] 10
liczba wynikéw dajacych te sume 1121314541321

Tabela 2.
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Rozwazmy zdarzenia A; i A;. Z 25 jednakowo prawdopodobnych wyni-
kéw 12 sprzyja zdarzeniu A;, a 13 wynikéw — zdarzeniu A,. Niech P bedzie
prawdopodobiefistwem w przestrzeni probabilistycznej (€3, p;). Jest to praw-
dopodobiefistwo klasyczne (por. [2], s. 78), a zatem P(4;) = 32 # 13 = P(4,).
W przypadku dwu os6b losowanie metoda ,marynarza” nie jest wiec sprawie-
dliwe.

Niech n = 3. Jeéli w losowaniu biorg udzial trzy osoby, to kazdy wynik wy-
stawienia palcéw jest trzywyrazows wariacja zbioru {1,2, 3,4,5}. Mamy zatem
Q3 = {1,2,3,4,5}3 i ps(w) = 5, dla w € Q3. Jest zatem 5° tj. 125 jedna-
kowo prawdopodobnych wynikéw losowego wystawiania palcéw przez 3 osoby.
Rysunek 1 prezentuje zbiér 23 w pewnej interpretacji geometrycznej.

Ten szeician reprezentuje wynik (1,1, 5),
11T osoba / w to oczko wpisana jest liczba 7

| 4
(T 77 7ZAN]
/S S S L ¥
1
/ T2
/" 11 osoba
I
I osoba
Rysunek 1.

W tej interpretacji 03 jest zbiorem 125 szeScianéw (oczek) tworzacych
tréjwymiarowa kostke (szeScian). W szeScianie tym mozna wyrdzni¢ 5 pozio-
mych warstw. Warstwe j-tg stanowia te wyniki (a1, az2,a3) w ktérych a3 = j
(G =1,2,3,4,5). W kazdej warstwie jest 25 oczek. Kazde oczko reprezentuje
jeden wynik. W kazde oczko wpiszmy sume liczb palcéw wystawionych przez
trzy osoby. Na zbiorze (13 okre§lamy wigc zmienna losowa X3 nastepujgco:
X (a1,a2,a3) = a1 + a3 + a3, dla (a1,az,a3) € Q3. Zbidr {3,4,5,...,15} jest
zbiorem jej wartoSci.

Rozwazmy zdarzenia A;, A3 i A3. Do obliczenia prawdopodobienstwa tych
zdarzen potrzebna jest liczba wynikéw (tj. elementéw zbioru Q3) sprzyjajacych
kazdemu z tych zdarzen. Aby znalezé moce zbioréw A;, As i Az, przesunmy
poszczegblne warstwy kostki w sposéb przedstawiony na rysunku 2. Warstwe
i-ta przesuwamy o wektor [0,i — 1,0], a wiec dowolne oczko reprezentujace
wynik (ay, az,a3) przesuwamy o wektor [0,az — 1,0].
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Zauwazmy, ze jeSli teraz spojrzymy na powstalg bryle z géry, to we wszyst-
kie oczka (sze$ciany jednostkowe) zetknigte podstawami gérna i dolna wpisana

jest ta sama liczba.

Z kazdym oczkiem tego stupka

zwiazana jest liczba 11 z3

T2

Rysunek 2.

-

I

Rozwazmy liczby wpisane w oczka poszczegblnych warstw (rys. 3).

3456 7
4 56 7 8 4 56 78
56 7829 56 789
6 7 8 9100 (6 7 8 9 10
7 8 91011 7 8 9 1011
warstwa 1 8 9 1011 12
warstwa 2
Rysunek 3.

6 789
7 8 910
8 91011
9 1011 12
10 11 12 13

warstwa 3

6 7 8 910
7 8 91011
8 9 10 11 12
9 10 11 12 13|
10 11 12 13 14

warstwa 4

7 8 91011
8 9 101112
9 10 11 12 13
10 11 12 13 14
11 12 13 14 15

warstwa 5

Opusémy wszystkie warstwy na plaszczyzne wyznaczong przez punkt
(0,0,0) i wektory [1,0,0]1i [0, 1, 0]. Oczko reprezentujace wynik (a;, az,a3) prze-
suwamy teraz o wektor [0,0, a3 —1]. Liczby ze wszystkich pieciu warstw utworza
nastepujaca macierz o pieciu wierszach i dziewieciu kolumnach (tab. 3).

Pie¢ poczatkowych wierszy reprezentuje pierwsza warstwe kostki, wiersze
2,3,4,5,6 — druga, wiersze 3,4, 5,6, 7 — trzecia, wiersze 4,5,6,7,8 — czwarta
a wiersze 5,6, 7,8,9 — piatg warstwe.

Znajdzmy liczby wynikéw w kazdej z warstw, ktére sprzyjaja zdarzeniu A;
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(j =1,2,3). W tym celu wykorzystamy tabele 3 (lub rys. 3).

3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9
6 7 8 9 10
7 8 9 10 11
8 9 10 11 12
9 10 11 12 13
10 11 12 13 14
11 12 13 14 15
Tabela 3.
Mamy zatem:
Liczba wynikéw sprzyjajacych danemu zdarzeniu
warstwa 1 | warstwa 2 | warstwa 3 | warstwa 4 | warstwa 5 | suma
Ay 9 8 8 9 8 42
A, 8 9 8 8 9 42
Az 8 8 9 8 8 41
Tabela 4.

Wszystkie wyniki s jednakowo prawdopodobne, a wiec P(A;) = P(A»)
i P(A3) < P(A,). Losowanie metoda ,marynarza” jednej z trzech oséb nie jest
zatem sprawiedliwe. Osoba trzecia w kolejce do odliczania ma mniejsze szanse
niz kazda z dwu pozostalych oséb.

Rozwazmy n 4 i zdarzenia Aj, dla j = 1,2,3,4. Jedli przez (4, p4)
oznaczyé model losowego wystawiania palcéw przez 4 osoby, to Q4 jest zbiorem
wszystkich czterowyrazowych ciagéw o wyrazach ze zbioru {1,2, 3,4,5}. Mamy
wiec teraz 625 jednakowo prawdopodobnych wynikéw, a zatem py(w) = 6% dla
kazdego w € Q4.

Aby znalez¢ liczby wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu Aj;, postuzymy sie
metodami numerycznymi (programem napisanym w jezyku Turbo Pascal).

uses crt;
var znak:char;
i,j,k,1,s,wl,w2,w3,wd:integer;
begin
wl:=0; w2:=0; w3:=0; w4:=0;
for i:= 1 to 5 do
begin
for j:=1 to 6§ do
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begin
for k:=1 to 5 do
begin
for 1:=1 to 5 do
begin
s:=i+j+k+1;
s:= s mod 4;
if s=1 then wil:=wl+l;
if s=2 then w2:=w2+1;
if s=3 then w3:=w3+1;
if s=0 then w4:=w4+1;
end;
end;
end;
end;
writeln(wl,’,’,w2,’,’,w3,’,’,wd);
repeat until keypressed;
znak:=readkey
end.

W przytoczonym programie zmienna wj jest liczba wynikéw sprzyjajacych
zdarzeniu A; dla j = 1,2, 3,4. Po wykonaniu programu uzyskujemy ciag czte-
rech liczb:

166, 156, 156, 157.

Kolejne wyrazy tego ciagu sg liczbami wynikéw sprzyjajacych odpowiednio zda-
rzeniom A;, Az, A3 i A4. Wynika stad, ze osoba czwarta ma wigksze szanse niz
kazda z pozostalych, a wiec losowanie ,marynarzem” jednej spoéréd czterech
0s6b tez nie jest sprawiedliwe.

Nasuwa si¢ pytanie czy istnieje taka liczba n, przy ktérej losowanie metoda
,marynarza” jest sprawiedliwe, a jesli tak, to jaka ma ona postac?

W przypadku losowania jednej spoéréd n oséb zbiorem wynikéw losowego
wystawiania palcéw jest zbiér wszystkich n-wyrazowych ciagéw o wyrazach ze
zbioru {1,2,3,4,5}. Kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny. Wszystkich
wynikéw jest 5™. Warunkiem koniecznym na to, aby losowanie bylo sprawie-
dliwe jest, aby n bylo naturalna potega liczby 5. Jest to jedynie warunek ko-
nieczny. Z faktu, ze n jest potega liczby 5 nie wynika, ze to losowanie metoda
marynarz jednej z n oséb jest sprawiedliwe.

W [3] (por. s. 78-79) wykazano, ze dla n = 6 losowanie metoda ,mary-
narza” nie jest sprawiedliwe. Ostatnie rozumowanie jest uogdlnieniem tamtej
argumentacji.

Z zaprezentowanego wyzej rozumowania wynika, ze gdy n nie jest potega
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liczby 5, to losowanie metoda ,marynarza” jednej z n oséb, nie jest sprawie-
dliwe.

Wykazemy, ze dla n = 5 losowanie jest sprawiedliwe. W przypadku n = §

modelem losowego wystawiania placéw jest przestrzen probabilistyczna (Qs,ps ),
gdzie Qs = {1,2,3,4,5}° i ps(w) = & dla w € N5. Zbiér Q5 mozna inter-
pretowaé jako 5-wymiarows kostke Kg, zbudowang z 5% oczek. Kazde oczko
reprezentuje tu jeden pieciowyrazowy ciagg o wyrazach ze zbioru {1,2,3,4,5}.
W kazde oczko wpiszmy sume wyrazéw tego ciggu. W pieciowymiarowej kostce
mozna wyrézni¢ pie¢ réznych zbioréw K}, j=1,2,3,4,5, gdzie
— K; = {(a1, a2, a3,04,3) : a; € {1,2,3,4,5},i =1,2,3,4} dla j = 1,2,3,4,5.
Kazdy ze zbioréw K ;-‘ (j = 1,2,3,4,5) mozna utozsami¢ z pewna czterowy-
miarowa kostka K*. W kaizdym ze zbioréw K mozna wyr6znié pieé réznych
zbioréw K3, , gdzie zbi6r
- K?,' = {(alya2aa33kaj) 1a; € {11213)4s5}ai = 1a2’3} dla’] = 17273’4a5
ik=1,2,3,4,5.
Kazdy ze zbioréw K}h (=1,2,3,4 k=1,2,3,4,5) mozna utozsamit z pewna
trzywymiarowa kostka K3 (szeScianem zlozonym ze 125 szeScianéw jednost-
kowych). W analogiczny sposéb w kazdym z 25 zbioréw th mozna wyréznié
5 warstw.

Postapmy podobnie jak w przypadku n = 3. ,Rozsuiimy” te kostke na
5 zbioréw K;-’ (,rozsuwajac” ja w kierunku osi z4), nastepnie kazdy ze zbio-
réw K3} ,rozsuiimy” na 5 zbioréw K3 (,rozsuwajac” je w kierunku osi z3)
i kazdy ze zbioréw K 13». yrozsunmy” na pie¢ warstw (,rozsuwajac” je w kie-
runku osi z;). Nastepnie wszystkie warstwy ,opu$émy” na plaszczyzne wy-
znaczong przez punkt (0,0,0,0,0) i wektory [1,0,0,0,0], [0,1,0,0,0]. Operacje
te mozna opisa¢ nastepujaco. Pieciowymiarowa kostka znajduje si¢ w orto-
normalnym ukladzie wspélrzednych 0, z;, =2, 3, 24, 5. WeZmy dowolne oczko
odpowiadajace wynikowi (a1, az,as,a4,as). Kazde oczko przesuwamy o wek-
tor [0,a3 + a4 + as — 3,1 — a3,1 — a4,1 — as]. Po tym przesunieciu oczko
(ay,az,as,aq,as) zawierajace liczbe a; + a2 + a3 + a4 + as zostaje odwzo-
rowane na oczko (aj,az + as + a4 + as — 3,1,1,1) (suma wspélrzednych nie
ulega zmianie, wiec oczko to zawiera dalej te sama liczbe). Zauwazmy, ze obra-
zem dowolnej warstwy KJZ'-, = {(a1,a2,1,k,j) : a; € {1,2,3,4,5},i = 1,2} jest
warstwa K2, = {(a1,a2 +j +k+1,1,1,1) : a; € {1,2,3,4,5},i = 1,2} dla
i=1,2,3,45k=1,2,3,4,5il=1,23,4,5.

Po tych operacjach pieciowymiarowa kostke mozna opisa¢ tabelg 5. W uzy-
skanej tabeli kazdy ze zbioréw K ;-‘ reprezentowany jest przez 13 kolejnych wier-
szy tabeli, kazdy ze zbioréw K ;-’k reprezentowany jest przez 9 kolejnych wierszy
tabeli, za§ dowolna warstwa K. J?h reprezentowana jest przez 5 kolejnych wierszy
tabeli.
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5 6 7 8 9
6 7 8 9 10
7 8 9 10 11
8 9 10 11 12
9 10 11 12 13
10 11 12 13 14
11 12 13 14 15
12 13 14 15 16
13 14 15 16 17
14 15 16 17 18
15 16 17 18 19
16 17 18 19 20
17 18 19 20 21
18 19 20 21 22
19 20 21 22 23
20 21 22 23 24
21 22 23 24 25

Tabela 5.

Dowolng warstwe mozna przedstawié nastepujaco:

a a+1 a+2 a+3 a+4
a+1 a+2 a+3 a+4 a+5
a+2 a+3 a+4 a+5 a+6
a+3 a+4 a+5 a+6 a+7
a+4 a+5 a+6 a+7 a+8

gdzie a € {5,6,...,17}

Dzielac kazda z liczb z dowolnego wiersza powyzszej tabeli przez 5 uzysku-
jemy nastepujace reszty {0,1,2,3,4}. Kazda reszta wystepuje dokladnie jeden
raz, a wiec w kazdej warstwie kazda z reszt wystepuje 5 razy.

Rozwazmy zdarzenia A; dla j = 1,2,3,4,5. W wyniku prowadzonej kon-
strukcji zbiér 5 mozliwych wynikéw zostal przedstawiony jako suma réwno-
licznych i parami roztacznych zbioréw (warstw). W kazdej warstwie kazdemu
ze zdarzen A; sprzyja jednakowa liczba wynikéw, a zatem P(4;) = é dla
Jj =1,2,3,4,5. Interpretacja tego matematycznego faktu prowadzi do wniosku,
ze losowanie metoda ,marynarza” jednej z pieciu oséb jest sprawiedliwe.

Zalézmy, ze w losowaniu metoda ,marynarza” uczestniczy n osébin > 2.
Modelem wystawiania palcéw jest przestrzen probabilistyczna (Q,,p,), gdzie
2, (jako zbiér wynikéw wystawiania palcéw) jest zbiorem n-wyrazowych cig-
géw o wyrazach ze zbioru {1,2,3,4,5} i pa(w) = &= dlaw € Q.
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Rozwazmy zdarzenia:
A;j = {reszta z dzielenia przez n sumy liczb wystawionych palcéw wyniesie j},
dlaj=0,1,2,...,n -1,
Zajscie zdarzenia A; jest réwnoznaczne z wylosowaniem osoby o numerze 7, dla
Jj=1,2,...,n—1, zajicie zdarzenia Ag za§ — z wylosowaniem osoby o numerze
n.

Zaproponujemy pewien algorytm obliczania prawdopodobienstwa zdarzen
Ajdlaj=12,...,n

Niech X, bedzie suma lacznie wystawionych palcéw przez n oséb uczest-
niczacych w losowaniu. Jest to zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej
(R, prn). Jej wartosci tworzg zbiér Qx, = {n,n+1,n+2,...,5n}. OkreSlmy
wektor E: = [n,n+1,n+2,...,5n]. Jego wspblrzedne sa kolejnymi warto$ciami
zmiennej losowej X, ma on zatem 4n+ 1 wspédtrzednych. Niech I} bedzie zbio-
rem wskaznikéw tych wspélrzednych wektora z—,:, ktére przy dzieleniu przez n
daja reszte k.

Rozwazmy wielomian w(z) = 1+ z + 2 + 3 + z* oraz wektor w,, kté-
rego kolejne wspéirzedne sa kolejnymi wspélczynnikami wielomianu [w(z)]™.
Przyjmijmy Up = -g’—f,: Wykazemy, ze

P(Xp=2n)=vn dlal=1,2,...,4n+1

oraz

P(Ax) =) vn, dlak=0,1,2,...,n—1.
ielp

1°. Dla n = 2 mamy:
T =[2,3,4,5,6,7,8,9,10],
I2 ={1,3,57,9}, I?={24,6,8)
oraz
[w(z)]?> = A+z+22+23+2%)? = 1422+ 322 + 423 4+ 52% + 425 + 328 + 227 + 28,

a wiec _
we =[1,2,3,4,5,4,3,2,1].

Dzielac wspélrzedne wektora E; przez 52 otrzymujemy, ze

Vv =|l——— ===y =, —, —

— 1 2 3 45 4 3 21
2572525725’ 2525”25’ 2525’

a zatem
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1 3 5 3 1 13
Pl =+ s 5 5"

4 4 2 12

2
P(Al)—%+2—5+2—5+%—%.

2°. Wykazemy teraz, ze jedli algorytm zachodzi dla n, to zachodzi takze dla
n+ 1.

Niech Wk= [Wn;, Wny, Wy - Wnyny, |- ZaUWAZIMY, 2€ Wn, = Wn,,,, = 1,
Oraz, 2e Wn, = Wng,,._, dlak=1,2,...,2n + 1.

Jest

[w@)]**! = [w(@)]* - w(z)
= [w@)* + 2 [w@)]* + 2% [w@)]* +2° - [w)*
+2* - [w(@)]* +2° - fw@)]",

a wiec wsp6irzedne wektora [w(z)]**! mozna w prosty sposéb uzyskaé ze wspél-
rzednych wektora [w(z)]¥ poprzez nastepujaca operacje (TS):

Wn, Wn, Wngy Wn, Wng -0 Wng, iy
wn, Wa, Wng Wngy .. Wngniq
Wn, Wngy Wng . Wngnpq
Wny Wny . Wngni41
+ Wny oo Wngpyg

w,..Hl,w,.+|2.w,.+13,w,.+14,w,.+15,.... ceny ceey ey ey ‘l.l.l,..{.l“("+l)+1

Zbidér 41, tj. zbiér wynikéw wystawiania palcéw przez n + 1 oséb, jest
zbiorem (n + 1)-wyrazowych wariacji zbioru {1,2,3,4,5}. Ten zbiér mozna
interpretowaé jako (n + 1)-wymiarowa kostke K™*! zawartag w R™*! i zbudo-
wang z 5™*! oczek. Kazde oczko reprezentuje pewna (n + 1)-wyrazows waria-
cja zbioru {1,2,3,4,5}. W kazde oczko wpiszmy sume wyrazéw tej wariacji.
Niech X, +1 bedzie sumg lacznie wystawionych palcéw przez n + 1 oséb. War-
tosci zmiennej losowej Xn41 tworza zbiér Qx,,, = {n+1,n+2,...,5(n+1)}
. —
izZpri=[+1,n+2,...,5(n+1).

W (n + 1)-wymiarowej kostce mozna wyréznié pie¢ réznych zbioréw KJ’-‘“,
i =1,2,3,4,5, gdzie zbiér K}*! = {(a1,a2,...,as,5) : @i € {1,2,3,4,5},i =
1,2,...,n}dlaj=1,23,4,5.

Kazdy ze zbioréw K;.‘“ ( =1,2,3,4,5) mozna utozsamié z n-wymiarowa,
kostkg K™, zawartag w R".

Roztézmy kostke K™*! na 5 wspomianych zbioréw K ;“H (G =1,2,3,4,5).
Zauwazmy, ze zmienna losowa X, przyjmuje wartosci:

n+1,n+2,...,5n+1, dla wynikéw nalezacych do zbioru K7t?,

n+2,n+3,..., 5+ 2, dla wynikéw nalezacych do zbioru K;”'l,

n+3,n+4,..., 5n+ 3, dla wynikéw nalezacych do zbioru K3+,
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n+4,n+35,.., 5n+4, dla wynikéw nalezacych do zbioru K3+

n+5,n+6,..., 5n+ 5, dla wynikéw nalezacych do zbioru K¢ "“.

Na mocy zalozema indukcyjnego wiemy, ile razy kazda z wartoéci zmiennej
losowej X, +1 jest przyjmowana na wynikach nalezacych do kazdego ze zbioréw
K]'-’+1 (7 € {1,2,3,4,5}. Opisuja to kolejne wspéirzedne wektora Wn. Wynika,
stad, ze wspdlrzedne wektora w:il mozna uzyska¢ za pomocg wspdlrzednych
wektora wn poprzez okreslong wczesniej operacje (TS). Tak uzyskane wspdt-
rzene wektora w:il sa kolejnymi wspélczynnikami wielomianu [w(z)]™*!.

Korzystajac z przedstawionego algorytmu pokazemy, ze dla n = 25 losowa-
nie metoda ,marynarza” nie jest sprawiedliwe.

Zbiér wynikéw losowego wystawiania palcéw przez 25 0séb jest zbiorem
Qs = {1,2,3,4,5}?%. Niech A; oznacza zdarzenie {zostanie wylosowana j-ta
osoba} dla j =1,2,...,25.

Rozwazmy wektor

Tas=[25,26,27,...,125]

oraz wektor
w_zgz (1,24, 300, 2600, 17550, 98256, ..., 98256, 17550, 2600, 300, 24, 1].

Przedstawiamy jedynie szkic rozwigzania, dlatego nie podajemy wszystkich
wspéirzednych wektora Was.

Jest tu 1225? = {1,26,51,76,101}, Was, = Wy, = 1, Wos,, = Was,e =
26421479140746, wes,, = 16704680297731631, a wiec

Was wWas Wss W5 Was
(A25) — 1 + 26 + 51 + 76 + 101

525 525 525 525 525
16757523256013125 1
= 398023223876053125 ~ 0762 # 25

co dowodzi, ze losowanie jednej z 25 oséb metodg ,marynarza” nie jest spra-
wiedliwe.

Problem sprawiedliwosci losowania metoda ,,marynarza” w przypadku, gdy
liczba 0séb wyraza sie wzorem 5%, dla k € NA k > 3 jest otwarty.

Sformulujmy ogdlniejszy problem.

Aby z grona n oséb wylosowaé jedna, kazda z tych oséb pisze na kartce
liczbe naturalng ze zbioru {1,2,...,k} (k > 2). Nastepnie oblicza si¢ sume
tych liczb i od pewnej ustalonej osoby w ustalonej kolejnosci odlicza sie te
sume tak, jak w wyliczance. Za wylosowana zostaje uznana ta osoba, na ktérej
koniczy sie odliczanie.

Niech Dy oznacza zbiér dzielnikéw liczby k. Sformulujmy nastepujaca hi-
poteze:
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Losowanie wg. opisanej procedury jednej z n 0séb jest sprawiedliwe wtedy
i tylko wtedy gdy n € Dy.

Jezeli n = k, to sprawiedliwo§¢ losowania mozna uzasadnié analogicznie,
jak uzasadniono sprawiedliwosci losowania w przypadku k = n = 5.

Udowodnimy, ze hipoteza jest prawdziwa dla k = 2.

Wynik doéwiadczenia jest w takiej sytuacji n-wyrazowa wariacja zbioru
{1,2}, jej j-ty wyraz oznacza liczbe wskazang przez osobe nr j (7 = 1,2).
Rozwazmy zdarzenia:

A; = {reszta z dzielenia przez n sumy wskazanych liczb wyniesie j} dla j =
0,1,2,...,n—1,

Zajscie zdarzenia A; jest réwnoznaczne z tym, Ze zostanie wylosowana osoba o
numerze j,dla j = 1,2,...,n— 1, zajécie zdarzenia A za$ — z tym, ze zostanie
wylosowana osoba o numerze n.

Na zbiorze ,, wynikéw rozwazanego dos$wiadczenia losowego okreslmy fuk-
cje Xn, ktéra wynikowi przypisuje sume lacznie wskazanych liczb. Funkcja X,
jest zmienng losowa. Zbiorem jej wartosci jest {n,n+1,...2n}.

Rozwazmy wektor z,= [n,n + 1,...,2n] oraz wielomian w(z) = 1 + z.
Postepujac tak jak poprzednio, skonstruujmy wspéirzedne wektora w, (jako
kolejne wspdlczynniki wielomianu [w(z)]"). '

Mamy

we = a+ay = (5) +(F)ar (5 ++ (2)o,

zatem

oraz
— [ 1 n n 1 ]
Wn= .

Niech I bedzie zbiorem wskaZznikéw tych wspéirzednych wektora Tn, ktére
to wspélrzedne, przy dzieleniu przez n daja resztg 0. Poniewaz I = {1,2n},
wigc P(An) = 3% + 3= = . Losowanie jest sprawiedliwe wtedy i tylko wtedy,
gdy P(A,) = L, a zatem gdy

2

1
A

Jedynymi naturalnymi pierwiastkami powyzszego réwnania sg: n = 1 oraz
n = 2. Losowanie jest zatem sprawiedliwe wtedy i tylko wtedy, gdy uczestnicza
w nim dwie osoby (dla n = 1 losowanie nie ma sensu).
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Uwagi dotyczqce losowania metodq .. marynarza®

1. W pracy uzasadniliémy, ze losowanie metoda ,marynarza” — w sytuacji,
gdy kazdy z uczestnikéw losowania pisze na kartce liczbe naturalng ze zbioru
{1,2} — jest sprawiedliwe wtedy i tylko wtedy, gdy w losowaniu biora udzial
dwie osoby. Przeanalizujmy sytuacje, gdy w losowaniu metods ,marynarza”
biorze udzial n 0séb (n > 2), oraz gdy kazda z nich pisze na kartce liczbe
ze zbioru {1,2,3}. Wynik do$wiadczenia jest w takiej sytuacji n-wyrazows
wariacja zbioru {1, 2, 3}, ktdrej j-ty wyraz oznacza liczbg wskazana przez osobe
nrj(j=1,2,3).
Rozwazmy zdarzenie:
Ap = {reszta z dzielenia przez n sumy wskazanych liczb wyniesie 0}.
ZajScie zdarzenia Ag oznacza, ze zostanie wylosowana osoba o numerze n.
Niech X, bedzie sumg lacznie wskazanych liczb przez n oséb. Zbiorem

warto$ci tej zmiennej losowej jest {n,n+1,...,2n,...,3n}.
Okreslmy wektor T, = [n,m+1,...,2n,...,3n] (ma on 2n + 1 wspélrzed-

nych) i rozwazmy wielomian w(z) = 1 + = + z2. Wspélrzedne wektora w, sa
kolejnymi wspélczynnikami wielomianu [w(z)]", a zatem:

l+z+2>)" = 1+z(1+2)"

= (g)z (L+2)" + ('I’)z"-l(uz)"-l

( oo
- +( )+ (o ))J
@) () (1)
e (D) () (073)]

pee w0 )sra+ (2),

. . . — o . .
skad wynika, ze wn, = wp,,,, = 1. Niech v, = §2. Zauwazmy, ze

P(Ap) = P(X, =n)+ P(X, =2n) + P(X, = 3n)
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oraz, ze
P(Xn=n)=vn,, P(Xn=3n)=vn,,,, i PXp=2n)=uv,,,,.

Poniewaz wy,,,, jest wspélczynnikiem wielomianu (1 + z + z2)™ wystepu-

jacym przy z™, wiec
~ [3] o\ -k
Wrnar = 20\ J\n - 2k)°
k=0

oraz

371
Uwzgledniajac to, ze P(X, = n) = P(Xn, = 3n) = ;& oraz fakt ze
(%) = ("*) dostajemy nastepujacy warunek konieczny na to, aby loso-
wanie bylo sprawiedliwe:

Ostatni warunek jest spelniony dla n = 3.

2. W pracy wykazaliémy, ze losowanie metoda ,marynarza” (uczestnicy wysta-
wiaja od 1 do 5 palcéw) nie jest sprawiedliwe gdy w losowaniu uczestniczy 25
oséb. Przyblizenia prawdopodobiefistw zdarzen A; (7 = 1,2,...,25) sa naste-
pujace:

P(A2s5) = 0,0562,

P(Al) = P(A24) ~ 0,0557,

P(Az) = P(Aga) ~ 0,0542,

P(As3) = P(Aa2) = 0,0518,

P(A,) = P(A2) ~ 0,0486,

P(As) = P(Az) =~ 0,0449,

P(Ag) = P(Ay9) ~ 0,040,

P(A7) = P(Ala) ~ 0, 0369,

P(Aa) = P(A17) ~ 0,0331,

P(Ag) = P(As6) =~ 0,0297,

P(Alo) = P(A15) ~ 0, 0278,

P(All) = P(Al4) ~ O’ 0251v

P(Al2) = P(A13) ~ 0) 0241,
skad wynika np., Ze ostatnia osoba w kolejce ma ponad dwa razy wigksze szanse
na wylosowanie, niz osoby bedace w ,$rodku” (osoba dwunasta i trzynasta).

3. W pracy przedstawiliSmy metode konstruktiji wspélrzednych wektora w,.
Rozwazmy wspéirzedne kolejnych wektoréw w, (n = 1,2,...) w sytuacji, gdy
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uczestnicy losowania wystawiaja od 1 do 5 palcéw. Wypiszmy wspélrzedne tych
wektoréw w nastepujacy sposéb:

—

wa 1 2 3 4 5 4 3 2 1
ws 1 3 6 10 15 18 19 18 15 10 6 3 1

wa 1 410 20 35 52 68 80 85 80 68 52 35 20 10 4 1
ws 1515 35 70 121 185 255 320 365 381 365 320 255 185 121 70 35 15 5 1

Zauwazmy, ze

1
Wny; = Wngnia =1:6|"
n
Wny = Wny, :n_—_-ﬁ,
n2+n
Wng = Wnyp_y =T’
n3+3n2+2n
Wny = Wnypg = - 31
4 3 2
n* 4+ 6n° + 11n° 4+ 6n
Wng = Wny,_y = al , dlan=1,2,...,
5 + 10n* + 3502 + 50n% — 96
Wny = Wn,,_, = LTI TN M =R 03

5!
Uwagi koficowe

Sformulowany na poczatku pracy pozamatematyczny problem stal sie pun-
ktem wyjscia do formulowania i rozwigzywania probabilistycznego zadania.
W tym celu nalezalo przelozy¢ pozamatematyczny problem na jezyk matema-
tyki, skonstruowa¢ stosowny model probabilistyczny, wykonaé¢ w nim oblicze-
nia a nastepnie odpowiednio zinterpretowaé uzyskane wyniki liczbowe. W tym
sensie rozwigzywanie probleméw bylo zarazem ilustracja procesu stosowania
matematyki (por. [3], s. 109).

W pracy zaprezentowano pewna droge poszukiwania rozwigzania zadania
prowadzaca od rozwazania przypadkéw szczegélnych do uzyskania pewnych
og6lnych wynikéw. Uwagi zebrane na konicu pokazuja jak wiele ciekawych pro-
bleméw pojawilo sie w trakcie rozwiazywania zadania. Odkrywanie, formuto-
wanie i dowodzenie wlasnoéci wspé6lrzednych wektora wn (punkt 3.) staja sie
kolejnymi zadaniami matematycznymi powstalymi na bazie rozwazanego pro-
blemu.

Celem pracy byto:
— ukazanie konstrukcji przestrzeni probabilistycznej bedacej modelem doswia-
dczenia losowego jako waznego etapu rozwigzywania zadan z rachunku praw-
dopodobienstwa,
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— ukazanie drogi poszukiwania ogdlnego rozwiazania zadania poprzez usta-
lanie zmiennych, rozwigzywanie najpierw prostszych przypadkéw a nastepnie
uogélnianie metody postepowania w celu uzyskania ogélnych wynikéw,

— ukazanie, jak racjonalizowaé obliczanie prawdopodobieristwa, pomijajac
ucigzliwe (a niekiedy i niewykonalne) rachunki zwigzane z kombinatoryka, przy
obliczaniu prawdopodobienstwa w klasycznych przestrzeniach probabilistycz-
nych. .
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