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Abstract. The test discussed in this paper is a specific set of problems used
to asses certain competences in the domain of the probability theory and
in the domain of logic. The content of each problem placed in this test
verifies a certain probability theorem.

Szczegdlny typ zadan z rachunku prawdopodobienistwa zwigzanych z orga-
nizacja fazy dedukcji, dotyczy weryfikacji twierdzen odnoszacych sie do prze-
strzeni probabilistycznych, a wiec formulujacych pewne wlasnoéci tych prze-
strzeni, w tym przede wszystkim wlasno$ci prawdopodobienistwa. Mowa tu
w istocie o rozstrzyganiu, czy pewne implikacje sa prawdziwe. W matema-
tyce tylko takie nazywa si¢ twierdzeniami. W pracy zaliczamy do twierdzen
takze implikacje falszywe, nazywajac je ,twierdzeniami falszywymi”. Problem
weryfikacji twierdzenia sprowadza si¢ zatem badz do jego dowodu, badz do kon-
strukcji kontrprzyktadu. Tych kontrprzykadéw nalezy poszukiwaé raczej wiréd
osobliwych przestrzeni probabilistycznych ziarnistych (a wigc zadanych jako
pary (£, p)), nie bedacych na ogdét modelami takich typowych doswiadczen lo-
sowych jak rzuty monetami, rzuty kostkami, czy schematy urnowe.

W pracy prezentuje si¢ zestaw zadan w formie testu jako szczegdlnej formy
kontroli pewnych kompetencji w zakresie rachunku prawdopodobienstwa (kté-
rych to kompetencji na ogé! sie nie sprawdza, ani w szkole ani na egzaminach
maturalnych, ani na egzaminach na studial), a takze kompetencji w zakresie
logiki. Zadania, ktére obejmuje test, kontrolujg pewne intuicje zwigzane z poje-
ciem prawdopodobienstwa, a rozwijane w procesie ksztaltowania tego pojecia.
Celem testu jest kontrola zdolnoSci organizowania fazy dedukcji. Chodzi tu
o sprawdzenie, w jaki spos6b dobiera si¢, badZ konstruuje kontrprzyklady i jak
formuluje sie wynikajace z nich konkluzje. Wszystkie twierdzenia w tescie sfor-

1Tego typu zadah nie ma w zadnym z aktualnych zbioréw zadan, podrecznikéw, czy tez
w zestawach zadan maturalnych i egzaminacyjnych na studia wyzsze.
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mulowane s3 w postaci implikacji p = ¢. Interesujace jest tu, jak rozumiana
jest przez studentéw prawdziwosé implikacji i jak jest ona weryfikowana.

Zamieszczony ponizej test zaproponowano studentom matematyki na sek-
cjach nauczycielskich réznych uczelni.

Test z rachunku prawdopodobienistwa

We wszystkich ponizszych twierdzeniach mowa jest o przestrzeni probabilistycznej
(R, Z, P). Zweryfikuj te twierdzenia, tj. rozstrzygnij, czy s¢ one prawdziwe, czy
nie.

twierdzenie tak | nie | jeSli twierdzenie jest falszywe
to to uzasadnij

1. | Jezeli P(A) = 0, to A jest
zdarzeniem niemozliwym

“2. | Jezeli zdarzeniu A sprzyja
wiecej wynikéw niz zdarze-
niu B, to P(A) > P(B)

3. | Jezeli ANB =0, to
P(AU B) = P(A) + P(B)

4. | Jezei ANB =0, to
P(AN B) = P(A)- P(B)

5. | Jezeli ANB =0, to
P(B) = 1— P(A)

6. | Jezeli zdarzeniu A sprzyja k
wynikéw, a wszystkich moz-
liwych jest s, to P(A4) = £

7. | Jezeli P(A) = P(B), to zda-
rzenia A i B s3 réwnoliczne

8. | Jezeli P(AUB) =1, to
zdarzenia A i B sa przeciwne

9. | Jezeli zdarzenia A i B sa
przeciwne, to P(AUB) =1

10. | Jezeli
P(AU B) = P(A) + P(B),
to ANB=0.
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Trescig kazdego z zadan zamieszczonych w tym tescie jest weryfikacja pew-
nego twierdzenia dotyczacego prawdopodobiefistwa. Na kazde z pytan nalezy
najpierw odpowiedzieé ,tak” lub ,nie”. Jesli odpowiedZ brzmi ,nie” (twierdze-
nie jest falszywe), to nalezy ja uzasadnié, czyli skonstruowaé stosowny kontr-
przyklad. Miejsce na wpisanie kontrprzykladu zostalo celowo ograniczone (w te-
cie oryginalnym jest to prostokat o wymiarach 2,5cm x 8cm). Celem tego
zabiegu byla sugestia, aby nie poszukiwa¢ kontrprzykladéw wéréd modeli zna-
nych do$wiadczen losowych (rzuty kostkami, schematy urnowe?), ale aby kon-
struowa¢ je formalnie, bez odniesiefi do rzeczywistosci.

W zestawie prawdziwe s3 tylko twierdzenia 3. i 9., wszystkie pozostale s
falszywe.

Niech Q = {a,b,c}. Aby okresli¢ przestrzen probabilistyczna (2, Z, P) wy-
starczy okrefli¢ pare (,p), gdzie p jest rozkladem prawdopodobiefistwa na
zbiorze ) (zob. (3], s. 22-23 oraz s. 65-66).

Mamy wéwcezas Z = 2 oraz P(A) = Zp(w) dladeZ.

wEA
Rozklad prawdopodobiefistwa p na zbiorze {a, b, c} okreslmy nastepujaco:

b
0

weN
p(w)

(RN e
w60

o Jedli A = {b}, to P(A) = p(b) = 0i A # 0, a wiec twierdzenie 1. jest
falszywe.

e Niech A = {a,b} i B = {c}. Jest A>Bi P(A) =pla)+p(db) =1 +0=
3 < 2 =p(c) = P(B), a zatem twierdzenie 2. jest falszywe.

e Jesli A={a}i B={c},to ANB=0i0=P(ANB) # P(A)-P(B) = 1,
a wiec twierdzenie 4. jest falszywe.

o JesliA={a}iB={b},to ANB=0iP(B)=0#1-P(A)=1-L=2
Wynika stad, ze twierdzenie 5. jest réwniez falszywe.

e Dla zdarzenia A = {a,c} jest A=2o0raz Q =3i P(A) =1#2%= g,

a zatem twierdzenie 6. jest falszywe.

e Wezmy A = {a,b} i B = {a}. Jest wowczas P(A) = P(B) i 4 # B,
dowodzi, ze twierdzenie 7. jest falszywe.

o Niech A = {a} i B = {c}. Wtedy P(AU B) = 1 i zdarzenia A i B nie sa
przeciwne, bo AU B # ). Nie jest zatem prawdziwe twierdzenie 8.

e Dla A = {a,b} i B = {b,c} mamy: Jest P(AU B) = P({a,b,c}) = 1
i P(A) + P(B) =1, a zatem P(AUB) = P(A)+ P(B)i AnB = {b} # 0,
co dowodzi, ze twierdzenie 10. jest falszywe.

[«]

(0]

2Qpisywanie tych procedur wymaga sporo miejsca.
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Kontrprzyklady zostaly skonstruowane w konteksScie szczegélnej przestrze-
ni probabilistycznej. To, czy jest ona modelem jakiego§ do§wiadczenia, nie ma
tu (bo mie¢ nie moze) zadnego znaczenia. Problem weryfikacji twierdzenia do-
tyczy bowiem $wiata matematyki. Rozwiazywanie zadania sprowadza si¢ do
organizacji fazy dedukcji.

Wypracowania studentéw pokazuja, ze kontrprzykladéw na ogét szuka sie
wéréd modeli probabilistycznych do$wiadczen losowych przeprowadzanych za
pomoca kostek, monet, czy tez urn z kulami (czasem — choé rzadziej — za
pomocy ruletek). Tymczasem przykladéw, o jakie tu chodzi, raczej nie ma
wérdd modeli probabilistycznych takich do§wiadczen losowych.

Zauwazmy, ze jeSli do zalozenia w twierdzeniach: 1., 2., 6., 7.1 10. dodaé wa-
runek, ze przestrzen probabilistyczna jest klasyczna, to takie nowe twierdzenia
(dotycza one prawdopodobienstwa klasycznego) sa prawdziwe.

Zauwazmy, ze twierdzenie 8. jest odwrotne do twierdzenia 9. Prawdziwe jest
tylko twierdzenie 9. Twierdzenie 10. jest odwrotne do twierdzenia 3. Prawdziwe
jest tylko twierdzenie 3. Test ma sprawdzad, czy wlasciwie rozumiane s3 relacje
miedzy prawdziwoscia danego twierdzenia i twierdzenia odwrotnego.

Twierdzenia 3. i 4. réznia sie teza. Jedna orzeka o prawdopodobienstwie
sumy zdarzeni, druga za$ o prawdopodobienstwie iloczynu zdarzen. Fakt, ze
twierdzenie 3. jest prawdziwe, moze sugerowaé ze twierdzenie 4. jest réwniez
prawdziwe.

Test, o ktérym tu mowa (bez twierdzenia 10.), zaproponowano do rozwia-
zania studentom matematyki z trzech uczelni w Polsce oraz studentpm mate-
matyki Uniwersytetu w Usti nad Laba w Czechach. Wszyscy badani studenci
byli po kursie licencjackim rachunku prawdopodobiefistwa.

Pierwsza badang grupa (27 oséb) byli studenci matematyki WSP w Kiel-
cach. Badania przeprowadzono w marcu 1997 roku. Wszyscy studenci ocenili
poprawnie prawdziwo$§é twierdzefh 3. i 9. Tabela 1 prezentuje wyniki badan
dotyczace oceny prawdziwosci i weryfikacji tylko twierdzen falszywych.

Druga badang grupe (29 oséb) stanowili studenci matematyki Uniwersytetu
Jagielloniskiego. Badania przeprowadzono w maju 1998 roku. Wszyscy studenci
tej grupy ocenili poprawnie prawdziwo$¢ twierdzen 3. i 9. Tabela 2 prezentuje
wyniki badan dotyczace oceny prawdziwosci i weryfikacji twierdzen falszywych.

Trzecig badang grupe (74 osoby) stanowili studenci matematyki krakow-
skiej WSP. Badania przeprowadzono w czerwcu 1998 roku. Studenci rozwiazy-
wali test w trakcie pisemnego egzaminu po kursie licencjackim rachunku praw-
dopodobienstwa. Wszyscy studenci ocenili poprawnie prawdziwo$é twierdzen
3.19. Tabela 3 prezentuje wyniki badan dotyczace oceny prawdziwosci i wery-
fikacji twierdzen falszywych.

Test rozwigzywalo tez pieciu studentéw matematyki z Uniwersytetu Jana
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Ewangelisty Purkyné w Usti nad Laba. Badania przeprowadzono w listopa-
dzie 1998 roku. Czescy studenci takze nie mieli trudnoéci z odpowiedzia, ze
twierdzenia 3. i 9. sa prawdziwe. Tabela 4 prezentuje wyniki badan dotyczace
twierdzen falszywych.

ocena twierdzenia uzasadnienie
tw. | prawdziwe | falszywe | poprawne | bledne | brak
1 12 15 6 1 8
2 27 - - - -
4 - 27 7 15 5
5 2 25 5 14 6
6 27 - - - -
7 23 3 - 3 -
8 13 13 2 2 9
Tabela 1.
ocena twierdzenia . uzasadnienie
tw. | prawdziwe | falszywe | poprawne | bledne | brak
1 22 7 2 4 1
2 24 5 2 1 2
4 3 26 10 13 3
5 - 29 15 11 4
6 27 2 - 2 -
7 22 7 2 3 2
8 3 26 11 12 3
Tabela 2.
ocena twierdzenia uzasadnienie
tw. | prawdziwe | falszywe | poprawne | bledne | brak
1 1 73 70 2 1
2 - 74 72 2 -
4 - 74 70 4 -
5 10 64 56 7 1
6 - 74 58 15 1
7 - 74 70 4 -
8 2 72 68 4 -

Tabela 3.
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ocena twierdzenia uzasadnienie
tw. | prawdziwe | falszywe | poprawne | bledne | brak
1 5 - - - -
2 3 2 - 2 -
4 3 2 - 1 1
5 - 5 2 1 1
6 5 - - 2 -
7 3 2 - 2 -
8 2 3 - 2 -
Tabela 4.

W sumie badaniami objeto 135 studentéw matematyki na sekcji nauczyciel-
skiej w latach 1997-1998. Studenci krakowskiej WSP uzyskali znacznie lepsze
wyniki niz studenci pozostalych grup. Wyjatek stanowi tu twierdzenie 5., ktére
dziesigciu studentéw tej grupy (13% badanych) mylnie uznalo za prawdziwe.
Wiekszos$¢ badanych studentéw z pozostalych trzech grup uznalo za prawdziwe
twierdzenia: 1. (64%), 2. (88%), 6. (97%) 1 7. (77%) a wiec te, ktére sa falszywe
a zarazem niejako zasugerowane przez wlasnoéci prawdopodobiefistwa klasycz-
nego (tj. twierdzenia prawdziwe przy zalozeniu, ze przestrzen probabilistyczna
jest klasyczna).

Niewielu studentéw z grup pierwszej, drugiej i czwartej zauwaza, ze twier-
dzenie 1. nie jest prawdziwe. Oto kilka argumentacji dotyczacych kontrprzy-
ktadéw, zacytowanych z wypracowan studentéw:

— Trafienie w punkt konkretny na prostej jest zdarzeniem o prawdepodobieri-
stwie zerowym, ale nie niemozliwym,

— Losujemy punkt na plaszczysnie, P(A) = 0, ale przeciez ktorys punkt wylo-
sujemy,

— Np. Q = R, prawdopodobieristwo trafienia w punkt 0 jest zerowe, ale nie jest
niemozliwe,

— Trafienie w ustalony punkt na tablicy jest mozliwe, a prawdopodobieristwo
tego zdarzenia wynosi 0.

W powyzszych przykladach wskazywane kontrprzyklady odnosza si¢ do
geometrycznych przestrzeni probabilistycznych ([3], s. 112). Nieprecyzyjnosé
w sformulowaniach wynika z pewnej nieporadnoéci w postugiwaniu si¢ (niela-
twym) jezykiem rachunku prawdopodobienstwa. Sama idea warta jest uzna-
nia i poprawnej oceny, $wiadczy bowiem o wlasciwych intuicjach zwigzanych
z prawdopodobienstwem oraz z prawdopodobiefistwem geometrycznym.

Wszyscy badani studenci rozpoznali, ze twierdzenia 3 i 9 s3 prawdziwe.
‘W przypadku twierdzen 4., 5. i 8., wiekszo$¢ odpowiada poprawnie, ze twier-
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dzenia te nie sa prawdziwe. Pojawiajg sie tu natomiast klopoty z poprawnym
uzasadnieniem tej decyzji. Tylko nieliczni podaja w pelni poprawnga argumenta-
cje. Odpowiedzi udzielane przez wigkszo$¢ studentéw pozwalaja przypuszczac,
ze nie w pelni rozumieja oni co to znaczy wykazaé, ze dane twierdzenie jest
falszywe. Jesli pojawiaja sie préby konstrukcji kontrprzykladu, to sa one na
og6l niepetne.

W wielu pracach zamiast podania kontrprzyktadu, prowadzone sg pewne
rozumowania majace wykazaé falszywosé twierdzen. Np. w kontekscie twier-
dzenia 4. przytaczano nastepujace stwierdzenia:

—- Brak zatozenia o niezaleznosci zdarzeri, mamy zatozenie o roztgcznosci (tzn.
np. wiemy, zex € A=z ¢ B).

— To twierdzenie oznaczatoby, ze gdy tylko AN B = 0, to P(A) = 0 lub
P(B) =0.

— Jezeli wezmiemy zdarzenia zaleine, to ten wzdr nie bedzie prawdziwy.

P(A|B) = Z452) = P(AN B) = P(B) - P(A|B)

— Wystarczy wzigé A, B, takie, ze ANB =@, P(A) # 0, P(B) # 0,0 =
P(A) - P(B).

Kontrprzyktady dla twierdzen: 2., 6. i 7., mozna uzyska¢ w kontek$cie nie-
klasycznej przestrzeni probabilistycznej. W przypadku twierdzenia 1., 8. i 10.
chodzi o przestrzeni probabilistyczng (€2, p), w ktérej funkcja p przyjmuje takze
warto$é 0. Studenci poszukiwali natomiast kontrprzykladéw gléwnie wéréd mo-
deli probabilistycznych rzutéw monetami i kostkami, a tam takich przyktadéw
nie ma. Nieliczni tylko (o czym juz wspomniano) prébowali wykorzystaé geo-
metryczng przestrzen probabilistyczng na prostej (na plaszczyznie).

Analiza ankiet pozwala wyrézni¢ nastepujace typy bledéw popelnianych
w trakcie rozwigzywania takich specyficznych zadan z rachunku prawdopodo-
biefistwa dotyczacych organizacji fazy dedukcji oraz fazy interpretacji (chodzi
tu o interpretacje ,wewnatrz matematyki”, por. [2], s. 266-273):

— bledy natury stochastycznej: rozpatrywanie zdarzen ,poza przestrzenia pro-
babilistyczng”, bledy, ktére wynikaja z jednostronnoéci przyktadéw, ktérymi
ilustruje sie¢ obliczanie prawdopodobienstwa (na ogél narzedziem rachunkéw
bywa twierdzenie klasyczne, niepoprawnie zwane tez ,definicjg klasyczna”);

— bledy natury logicznej: chodzi o bledy zwigzane z istotg implikacji i jej za-
przeczenia (np. w przypadku twierdzenia 1. jego falszywo$é uzasadniana jest
m.in. tym, ze prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, argumentacja oparta jest
na blednym stwierdzeniu, ze twierdzenie odwrotne do prawdziwego nie moze
by¢ prawdziwe), w licznych przypadkach odpowiedzZ nie jest na temat, wskazuje
sie bowiem dodatkowe zalozenia, przy ktérych twierdzenie — ale nie jest to
juz twierdzenie, o ktére chodzilo — jest prawdziwe (w kontekscie twierdzenia
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4. jeden ze studentéw stwierdza: teza twierdzenia zachodzi o ile te zdarzenia sg
niezalezne),

Do bledéw natury logicznej zaliczy¢ trzeba nierzadki wniosek typu: ,udo-
wodnitam, ze z zatozZenia wynika nie teza” (zamiast: ,z zatozenia nie wynika
teza”), formulowany po skonstruowaniu kontrprzyktadu. Mowa tu o wnioskowa-
niach stanowiacych pewien element fazy interpretacji ,wewnatrz matematyki”.

— btedy natury jezykowej wynikajace z braku umiejetnosci formutowania my$li
i opisywania prowadzonych konstrukcji w poprawnym jezyku matematyki,

— bledy rachunkowe, gtéwnie natury kombinatorycznej, wynikajace z niewla-
$ciwego zliczania wynikéw (zdarzen elementarnych) sprzyjajacych danemu zda-
rzeniu.

Bledy, o ktérych wyzej mowa, wiaza sie z organizacja fazy dedukcji i w
pewnym zakresie takze fazy interpretacji. Zadania, rozwigzywanie ktérych jest
przedmiotem niniejszych rozwazan, dotycza organizacji fazy dedukeji (chodzi
o weryfikacje twierdzenia) i fazy interpretacji (ta wiaze si¢ z formulowaniem
wnioskéw, jakie wynikaja z kontrprzyktadu).

Omawiany test pozwolil na rejestracje, statystyczna i jakoSciows analize
oraz kategoryzacje pewnych bledéw popelnianych przy formulowaniu wlasno-
§ci dowolnej przestrzeni probabilistycznej. Wyniki badan sklaniaja do wielu
refleksji i inspiruja zarazem pytania:

— Czego rezultatem moga by¢ te powszechne bledy przy formulowaniu wnio-
skéw na temat przestrzeni probabilistycznych (w tym wiec takze na temat
prawdopodobienstwa) bez glebszego zastanowienia, bez rachunkéw i dedukcji?

— Poprzez jakie zabiegi na zajeciach ze studentami eliminowaé te bledy?

Gdy chodzi o powszechne przypisywanie kazdej przestrzeni probabilistycz-
nej tych wlasnosci, ktére posiada przestrzen klasyczna, mozna postawié hipo-
teze, ze przyczyny tego bledu tkwia w nadmiernym, a czasami wylgcznym
odwolywaniu si¢ na zajeciach z rachunku prawdopodobienstwa do klasycz-
nych przestrzeni probabilistycznych. ,,Fetysz” klasycznych przestrzeni probabi-
listycznych w nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa jest pewna nieprawi-
dlowoécia w procesie nauczania tej dziedziny matematyki (por. [4], s. 288-289).

Ujawnianie i identyfikacja charakteru oraz przyczyn bledéw we wnioskowa-
niach stochastycznych, jakie popelniaja nasi studenci, ale takze kandydaci na
studia matematyczne, oraz propozycje zabiegéw dydaktycznych pozwalajacych
usuwad te bledy, jest dzi§ waznym zagadnienia dydaktyki stochastyki.
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