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Abstract. This paper presents new ways of calculating the expected valves
of certain random variables in countable probabilistic spaces. These me-
thods are based on the interpretation of the duration of these random
experiment of a random amount of stages as the time sport wandering
on the stochastic graph.

1. Wstep

W pracy zaprezentowano pewne metody obliczania wartosci oczekiwanej
zmiennej losowej, ktéra jest czasem trwania jednorodnego tancucha Markowa
o niepustym zbiorze stanéw pochlaniajacych. Chodzi tym samym o zmienna
losowa w przeliczalnej przestrzeni probabilistycznej. Metody, o ktérych mowa,
s3 oparte na interpretacji czasu trwania do§wiadczen losowych o losowej liczbie
etapéw jako czasu bladzenia po grafie stochastycznym. Dzieki tej interpretacji
do obliczania wartoéci oczekiwanej wykorzystuje sie pewne procedury zwigzane
z grafem stochastycznym. Do tych pocedur naleza: ,sklejanie” i ,rozklejanie
wezléw grafu” oraz rozbicie grafu na podgrafy (co pozwala efektywnie wyko-
rzystywa¢ w rachunkach addytywno§¢ wartosci oczekiwanej).

2. (Czekanie najedng lub najedng z dwu serii ortdw i reszek jako do$wiadczenie
losowe o losowej liczbie etapow

Niech Q = {o,r} i p(0) = p(r) = 1. Para (Q,p) jest przestrzenia probabi-
listyczna (por. (8], s. 22), ktéra w pracy uznajemy za model probabilistyczny
(zob. [8], s. 24) rzutu moneta. Element o zbioru  oznacza wynik: wypadnie
orzel, element r — wynik: wypadnie reszka.

Wynik n-krotnego rzutu monetg kodujemy ciaggiem wynikéw kolejnych eta-
péw, a wiec n-wyrazowa wariacja zbioru {o,r}. Pare (,,pn), gdzie Q, =
{o,7}" i pa(w) = (3)" dla kaidego w € Q,, uznajemy za model probabili-
styczny n-krotnego rzutu monets.
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e Wynik m-krotnego rzutu moneta, a wiec m-wyrazowa wariacje zbioru {o,r}
nazywamy serig oriéow ¢ reszek o diugosci m.

e Niech a bedzie ustalong seria orléw i reszek o dlugosci m. Powtarzanie rzutu
moneta tak dlugo, az wyniki m ostatnich rzutéw utworza seri¢ a, nazywamy
czekaniem na serie a i oznaczamy przez d,.

Czekanie na serie a jest doSwiadczeniem losowym o losowej liczbie eta-
péw. Wynik doswiadczenia losowego d, (jako tzw. zdarzenie elementarne) jest
ciagiem o wyrazach ze zbioru {o,r}, co najmniej m-wyrazowym i takim, ze
podciag m kolejnych koncowych wyrazéw tworzy serie¢ a i zaden podciag m
kolejnych wczeéniejszych wyrazéw nie tworzy serii a. Oznaczmy przez 2, zbiér
wszystkich wynikéw czekania na seri¢ a. Dla w € 2,, symbolem |w| oznaczamy
dlugosé ciggu w, tj. liczbe jego wyrazéw.

Niech py(w) = (%)l“JI dla w € Q,. Tak okreslona funkcja p,

— jest rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze §2,, a zatem para (2,,p,)
jest przestrzenia probabilistyczna,

— przypisuje wynikowi do§wiadczenia losowego d, prawdopodobienstwo, z ja-
kim do$wiadczenie moze si¢ zakonczy¢ tym wynikiem®.

Przestrzen probabilistyczna (Q,, p,) jest modelem probabilistycznym doswiad-

czenia losowego d,.

Niech a i b beda seriami orléw i reszek oraz |a] = m, |b| = kim < k.
Méwimy, ze seria a zawiera sie w serii b jeli ciag a jest zarazem podciagiem
m kolejnych wyrazéw w ciagu b.

Niech a bedzie seria orléw i reszek o dlugosdci m. Jezeli k < m, to:

— podciag k kolejnych poczatkowych wyrazéw serii @ nazywamy poczgtkiem
o dtugosci k tej serii,

— podcigg m — k kolejnych koncowych wyrazéw serii @ nazywamy korncowkg
o dtugosci m — k tej serii.

e Zalézmy, ze a 1 b sa seriami ortéw i reszek takimi, ze |a| = m oraz |b] = k.
Jezeli m # k, to zal6ézmy, ze seria krétsza nie zawiera si¢ w serii dluzszej.
Powtarzanie rzutu moneta tak dlugo az:

— albo wyniki m ostatnich rzutéw utworza serie a,

— albo wyniki k ostatnich rzutéw utworza serie b,

nazywamy czekaniem na jedng z dwu serii a i b i oznaczmy przez d,_p.

Niech §2,_p bedzie zbiorem ciagéw o wyrazach ze zbioru {o,r}, co najmniej
[-wyrazowych, gdzie | = min{m, k} i takich, ze albo koricéwka o dlugoséci m
tworzy serie a, albo koncéwka o dlugosci k tworzy serie b i zaden podciag m
kolejnych wyrazéw wczedniejszych nie tworzy serii a i zaden podciag k kolejnych
wczesniejszych wyrazéw nie tworzy serii b. Jest wiec §2,_, zbiorem wynikéw
(zdarzen elementarnych) do$wiadczenia losowego d,_p. OkreSlmy na zbiorze

!Wynika to z faktu, ze jedli |w| = n, to w jest jednym sposréd 2™ mozliwych i jednakowo
prawdopodobnych wynikéw n-krotnego rzutu monetg, a wigc jego prawdopodobicristwo wy-
sl
nosi (3)*.
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2, nastepujaco funkcje p,—s:

Jwl
Pa-b(Ww) = (%) dla w € Qg_s.

Para (Q0,—s,pa~b) jest przestrzenia probabilistyczna. Jest ona modelem do-
$wiadczenia losowego d,—p.

W analogiczny sposéb okreslamy czekanie na jedna z s ustalonych serii
ortéw i reszek oraz model probabilistyczny tego czekania.

3. Graf stochastyczny i indukowana przezen przestrzen probabilistyczna

Czekanie na jedna, badz na jedng z wielu serii orléw i reszek jest jednorod-
nym lafncuchem Markowa o niepustym zbiorze stanéw pochlaniajacych (por.
(8], s. 318-339). Kazdy taki jednorodny laficuch Markowa ma swdj graf stocha-
styczny (por. [4], s. 86-88, chodzi tu o tzw. graf Engla). Ten graf jest zarazem
prezentacja wspomnianego laficucha na gruncie teorii graféw.

Doswiadczenie losowe d,,, tj. powtarzanie rzutu moneta tak dlugo, az po
reszce wypadnie orzel, jest jednorodnym laficuchem Markowa. Jego graf sto-
chastyczny przedstawia rysunek 1.

(] T

(e
Rysunek 1.

Wezly grafu prezentuja stany czekania, tj. ciagi juz uzyskanych ortéw i re-
szek, jako poczatki serii. Etykiety tych wezléw umieszczone sa w prostokatach.
Kazdej krawedzi przypisany jest wynik rzutu moneta (na ogét w miejsce tych
wynikéw wpisuje si¢ ich prawdopodobieristwa).

Interpretujmy przebieg czekania na serie orléw i reszek jako bladzenie lo-
sowe po grafie stochastycznym tego czekania. Zanim rozpocznie sie czekanie po-
stawmy pionek w wezle startowym (5) na grafie stochastycznym. Powtarzajmy
teraz rzut moneta i po kazdym rzucie przesuwajmy pionek wzdluz krawedzi,
ktérej odpowiada uzyskany wynik rzutu. Do§wiadczenie losowe konczy sie wraz
z dotarciem bladzacego pionka na brzeg grafu. Wezly brzegowe grafu nazy-
wajmy metami. W przypadku do$wiadczenia d,,, bladzenie (a wiec réwniez
czekanie na serie ro) koriczy si¢ po dotarciu pionka do mety [ro].

Niech a i b beda ustalonymi seriami ortéw i reszek, d, (d,—s) za$ czeka-
niem na seri¢ a (czekaniem na jedna z serii a i b). Przez Q} (Q2}_,) oznaczmy
zbiér wszystkich tras? na grafie stochastycznym doswiadczenia d, (doswiadcze-

ZPor. (4], s. 14.
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nia d,_p). Przypiszmy kazdej trasie na grafie liczbg (%)", gdzie n jest dlugo-
§cig trasy, tj. liczbg jej krawedzi. Taki iloczyn nazywamy wagg trasy (por. [4],
s. 61-63).

Niech p} (analogicznie p}_,) oznacza funkcje, ktéra kazdej trasie na grafie
do$wiadczenia d, (dowiadczenia d,—_s) przypisuje jej wage. Para (2}, p%) (para
(2 _,,D5_p)) jest przestrzenia probabilistyczna, ktéra nazywamy przestrzenig
probabilistyczng indukowang przez graf stochastyczny.

Kazdemu wynikowi doSwiadczenia d,, odpowiada na grafie z rys. 1 doktad-
nie jedna trasa i kazda trasa na grafie odpowiada dokladnie jednemu wynikowi
doswiadczenia. Istnieje bijekcja ze zbioru 2., wynikéw do$wiadczenia d,, na
zbidr 2}, tras na grafie stochastycznym z rys. 1, zachowujaca prawdopodobien-
stwo.

Przestrzenie probabilistyczne (Qro,Pro) 1 (54, P}o), a takze ogdlnie: prze-
strzenie (Qq,ps) i (3, p,) oraz przestrzenie (Qa—p,pa—s) i (,_;,P5_;) 52 iz0-
morficzne.

4. Czas trwania doswiadczenia jako zmienna losowa

Niech a bedzie serig ortéw i reszek o dlugosci m. Doswiadczenie losowe
d,, tj. czekanie na serie a, przebiega etapami. Liczbe jego etapéw, tj. liczbe
wykonanych rzutéw moneta w doSwiadczeniu losowym d,, nazywamy czasem
czekania na serig a. Jedli o tej liczbie méwi¢ przed doswiadczeniem, to jest ona
zmienna losowa T, w przestrzeni probabilistycznej (Qq,ps). Zbidr To(2,) jej
warto$ci jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, bo

T.(Q%) = {lal,lal + 1,la| + 2,...} = {m,m+ 1,m +2,...}.

Niech {T, = n} = {w € Qq4: To(w)=n}. Zbiér {T, = n} jest zdarzeniem
w przestrzeni probabilistycznej (2,,p,). Jego prawdopodobieristwo oznaczamy
przez P(T, = n). Funkcja pr, ze zbioru T,(Q,) w zbidr liczb rzeczywistych
okres$lona wzorem

pr,(n) = E pw) dlan=mm+1m+2,...,
Ta(w)=n
jest rozkladem zmiennej losowej T,. Jest pr,(n) = P(T, = n).

Szereg
o0
> n-pr.(n)

jest zbiezny (i to bezwzglednie). Suma tego szeregu jest wartoécig oczekiwang
zmiennej losowej Ty, tj. Srednim czasem czekania na serie a. Ten $redni czas
oznaczamy przez E(T,). Znajdowanie sumy wspomnianego szeregu na gruncie



Wartos¢ oczekiwana czasu trwania pewnych do$wiadczen losowych o losowej liczbie etapow 95

analizy matematycznej jest na og6! uciazliwe a w wielu przypadkach wrecz nie-
mozliwe. Wynika to z faktu, ze nie jest znany ciag (n-pr, (n)) (rozklad zmiennej
losowej T, w wielu przypadkach nie jest znany). Do znajdowania sum tego typu
szeregéw wykorzystuje si¢ tzw. algorytm Sredniego czasu blqdzenia po grafie sto-
chastycznym (zob. [8], s. 305-306). Niniejsza praca zawiera propozycje innych,
elementarnych i raczej nieznanych, §rodkéw znajdowania sum takich szeregéw
z wykorzystaniem grafu stochastycznego i addytywnosci wartosci oczekiwane;j.

Analogicznie wprowadzamy czas trwania do§wiadczenia losowego d,_; jako
zmienng losowa T, 5.

5. Sredni czas czekania na serie ordw i reszek jako wartos¢ oczekiwana sumy
zmiennych losowych

W dalszej czesci pracy bedziemy korzystac ze wzoru na warto$é oczekiwana
czasu oczekiwania na pierwszy sukces.

Zalézmy, ze Q@ = {0,1}, p(1) = v > 0i p(0) = 1 —u > 0, gdzie u jest
ustalong liczba rzeczywista (0 < u < 1). Kazde do$wiadczenie losowe, ktd-
rego modelem jest powyzsza przestrzen probabilistyczna (2, p) nazywamy prébg
i oznaczamy przez d§_, (por. [8], s. 237). Wynik zakodowany cyfra 1 nazywamy
sukcesem, wynik zakodowany cyfra 0 — poraezkgq. Liczba u jest prawdopodobieri-
stwem sukcesu.

Powtarzanie préby djj_, tak dlugo, az zakorczy sie sukcesem, jest doswiad-
czeniem losowym, ktére nazywamy oczekiwaniem na pierwszy sukces i ozna-
czamy przez dy . Przez w; oznaczmy wynik: sukces pojawi sie po raz pier-
wszy w j-tej prébie,j =1,2,3,.... Niech Q@ = {w1,ws,ws,...} oraz p(w;) =
u-(1—-u)! dlaw; € Q. Para (,p) jest przestrzenia probabilistyczna, ktéra
uznajemy za model do§wiadczenia df.

Dalej zakladamy, ze kolejne etapy do§wiadczenia przebiegajacego etapami
sa przeprowadzane w kolejnych jednostkach czasu. Liczba etapéw staje sie przy
tej umowie czasem trwania do$wiadczenia losowego.

Przez T oznaczmy czas trwania doswiadczenia df. W przestrzeni probabi-
listycznej (2, p) jest T zmienna losowa okreSlong wzorem

Tw;j)=j dla j=1,2,3,....

Przestrzen probabilistyczng generowana przez zmienng losowg T (por. [8],
s. 210) prezentuje tabela 1.

nellr || 1 2 3 4 ‘.- n
pr(n) [|u|u(l—u) |u(l—-uw)? |u(l-u)®|... | (@l —u)!

Tabela 1.
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Wartoéé oczekiwana zmiennej losowej T jest sumga szeregu:

z n- pT(n)a
n=1

tj. suma
lrut+2-ul-uw)+3-u(l-u)?+4-ul-u)l+--4+n-ul-u)t+...,
a wiec suma

u(l1+2(1—uw)+3(1—u)? +41-u)+--)

1+(Q-u)+(1-u)?+ (1-u)d+--
+(1-u)+(1-u)?+(1-u®+---

=u- +(Q-u)?2+(Q-u)d+---
+(1-u)d+--

=1+(Q-uw)+Q-u)?+QQ-u)d+---
1

u

Sens powyzszego zapisu jest latwy do odczytania. Sredni czas oczekiwania
na pierwszy sukces jest zatem réwny -11;, gdzie u jest prawdopodobieristwem
tego sukcesu.

Czas czekania na serie albo na jedna z wielu serii ortéw i reszek — dzieki
interpretacji tego czekania jako bladzenia po grafie stochastycznym — mozna
przedstawié jako sume czaséw trwania pewnych etapéw tego doSwiadczenia.
Jezeli czekanie daje sie rozbié¢ na etapy, to czas czekania jest sumg czaséw
trwania tych etapéw. Jeéli Srednie czasy trwania tych etapéw sg znane, to
mozna, korzystajac z addytywnosci wartosci oczekiwanej, znalez¢ $redni czas
trwania calego doswiadczenia.

e Rozwazmy doéwiadczenie d,, tj. czekanie na reszkg. Zmienna losowa T} jest

czasem tego czekania. Do§wiadczenie d, jest jednocze$nie oczekiwaniem na

pierwszy sukces o prawdopodobieristwie sukcesu u = %, a wiec E(T;) = 2.
Analogicznie, jedli T, oznacza czas oczekiwania na orla, to E(T,) = 2.

¢ Rozwazmy czekanie na serie ro. Niech T}, bedzie czasem trwania tego do-
Swiadczenia, odmierzanym liczba wykonanych rzutéw moneta. Znajdzmy $redni
czas trwania do$wiadczenia d,., korzystajac z grafu stochastycznego tego cze-
kania (por. rys. 1).

Grupujac wyniki do$wiadczenia d,, pod katem ich dlugosci, zbiér Q,,
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przedstawmy, nastepujaco:

T0, 0T0, 00T0, 000TO, 0000TO,
TTO, OTTO, 0OTTO, 00OTTO,

Qo = TTTO, OTTTO, 00TTTO, ...
TTTTO, OTTTTO,
TTTTTO,

Wartoséci zmiennej losowej 15, tworza zbidr
Tro(2r0) = Q1. = {2,3,4,5,6,...}.
Rozklad zmiennej T;, jest funkcja

1

pTw(n)=(n—l)-(§) dla n=2,3,4,5,6,...

Wartoéé¢ oczekiwana E(T;,) jest wiec suma szeregu:

1\? 1\? 1\* 1\° 1\°
_2.1.(5) +3.2.(§) +4.3.(§) +5.4.(§) +s.5.(§) o

czyli
o0 1 n
E(Tro) = Zn(n - 1) (5) .
. n=2
Czas czekania na serieg ro, tj. czas trwania do§wiadczenia losowego d.,, jest

czasem bladzenia po grafie z rysunku 1. Ten graf stochastyczny mozna rozbi¢
na dwa podgrafy (por. rys. 2).

o TR |
| ! !
| ' !
| @54
Rysunek 2.

Pierwszy (lewy) podgraf grafu z rys. 2 jest grafem dla oczekiwania na reszke,
drugi jest grafem dla oczekiwania na orta. Czas czekania na serie ro zostal w ten
spos6b przedstawiony jako suma czasu oczekiwania na reszke (zmienna losowa
T;) i czasu oczekiwania na orla (zmienna losowa T,)). Jest wiec Ty = T + T,.
Z addytywnosci wartosci oczekiwanej wynika, ze

E(T,,) = E(T, +T,) = E(T,) + E(T,) =2 +2 = 4.

Zauwazmy, ze tym samym na gruncie rachunku prawdopodobienstwa zna-
lezliSmy sume pewnego szergu liczbowego. Jest 3o , n(n — 1) (%)" =4.
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e Wyznaczenie §redniego czasu trwania do$wiadczenia d,,, z definicji war-
tosci oczekiwanej wymaga obliczenia sumy skomplikowanego szeregu.

Wydaje sie, ze przebieg tego doswiadczenia daje sie¢ wprost podzielié na trzy
etapy: oczekiwanie na reszke, nastepnie oczekiwanie na orla po uzyskaniu reszki
i oczekiwanie na orta gdy juz zostal uzyskany orzel po reszce. Taki podzial
prowadzi do réwnosci: Troo = Ty + T + Ty, 2z ktérej wynika réwnosé: E(Tre0) =
E(T,) + E(T,) + E(T,) = 2+ 2+ 2 = 6. Analiza grafu z rysunku 3 pozwala
zauwazy¢, ze ostatnie rozumowanie jest bledne.

r-r———=—-—=-= I'————r __________ 1
10 | PN |
| T | 0 o 1
(® 1 oo].
| [ |
| | r |
L L e e e J

Rysunek 3.

Graf stochastyczny czekania na serie roo daje sie podzieli¢ na dwa podgrafy
wyréznione na rysunku 3 przerywanymi liniami. Czas czekania na serig roo jest
suma
-— czasu oczekiwania na reszke i
— czasu czekania (odmierzanego po uzyskaniu pierwszej reszki) na dwa orly

pod rzad, czyli na serie oo.
Mozna wykazaé¢ (np. korzystajac z algorytmu $redniego czasu biadzenia po
grafie stochastycznym, zob. [8], s. 305-306), ze E(T,,) = 6. Mamy wiec

E(Tyoo) = E(T,) + E(Tp) =2+ 6 = 8.

e Zajmijmy sie érednim czasem czekania na jedna z dwu serii ortéw i reszek:
ro i rr, czyli Srednim czasem trwania do$wiadczenia dy,—,,. Chodzi o wartosé
oczekiwang zmiennej losowej Tyo—rr. Znajdziemy ja korzystajac z grafu stocha-
stycznego z rys. 4 oraz idei jego rozbicia na podgrafy i z addytywnoéci wartosci
oczekiwane;j.

Rysunek 4.

Pierwszy (lewy) podgraf grafu wyrézniony na rys. 4 odpowiada oczekiwa-
niu na reszke, drugi podgraf odpowiada pojedynczemu rzutowi moneta, ktdry
koniczy do$wiadczenie. Jest wiec

E(Tro-rr)=E(T,+1)=E(T,)+1=2+1=3.
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e Wykorzystujac powyzsza idee wyznaczania $redniego czasu oczekiwania na
jedna z dwoch serii orléw i reszek mozna latwo znalezé E(Tpro—orr)-

o

r C@—o’@—r-i

Rysunek 5.

Z rysunku 5 wynika, ze Tyro—orr = Tp + T + 1. Z ostatniej réwnosci oraz
z addytywnoSci wartoSci oczekiwanej wynika, ze

E(Toro—orr) = E(To+Tr +1)=E(T,)+ E(T,)+1=2+2+1=5.

¢ Rysunek 6 prezentuje graf stochastyczny doSwiadczenia dyr—ro. Z grafu odczy-
tujemy, ze pierwszy rzut prowadzi do wnetrza grafu ($redni czas tego etapu wy-
nosi 1), a po pierwszym rzucie czeka sie albo na reszke, albo na orla. Sredni czas
czekania na kazdy z tych wynikéw pojedynczego rzutu jest réwny 2. Sredni czas
czekania na jedna z serii or i ro jest wiec réwny 1+2. Mamy wiec E(T,r—r,) = 3.

®—=rlk——Ir]

O

T
Rysunek 6.

Jesli interesuje nas jedynie czas trwania do$wiadczenia dor—ro (nie jest
wazne, ktéra z serii zostaje uzyskana), to przebieg doSwiadczenia prezentuje
graf z rys. 7. Ten graf powstaje przez ,sklejenie” wezléw [o]i[r]w jeden wezel
z etykieta | 1| oraz ,sklejenie” obu met [or]i w jeden wezel z etykieta .
Ta idea sklejania weztdw na grafie stochastycznym zostala opisana szczegélowo
w monografii [4] (s. 287-293).

Przejicie z wezta () do wezla| 1 |odpowiada pojedynczemu rzutowi moneta.
Dotarcie do wezla El oznacza, ze zostala uzyskana ktéra$ z serii or albo ro.

Graf 7 mozna podzieli¢ na dwa podgrafy. Czas blagdzenia po pierwszym pod-
grafie wynosi 1 (odpowiada on pojedynczemu rzutowi moneta). Drugi podgraf
prezentuje oczekiwanie na pierwszy sukces (czekanie na orla, je$li w pierwszym
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rzucie wypadla reszka albo czekanie na reszke, jesli w pierwszym rzucie wypad!
orzet). Sredni czas bladzenia po tym podgrafie wynosi 2. Sredni czas trwania
do$wiadczenia d,r_r, jest zatem suma 1 + 2, czyli jest réwny 3.

N

O 0
2
Rysunek 7.

Zauwazmy, ze opisane do$wiadczenie jest schematem kolekcjonera (por. [§],
s. 272), kolekcje stanowia tu oba wyniki rzutu monetg.

e Rozwazmy zmienng losowg Tyo—ro, tj. czas trwania doSwiadczenia losowego
doo—ro- Jest to zarazem czas bladzenia losowego po grafie z rys. 8. Niezaleznie od
wyniku pierwszego rzutu; dalszy ciag doswiadczenia doo-r, jest oczekiwaniem
na orla, a zatem

E(Tooro) =E(1+T,)=1+E(T,)=1+2=3.

Jedli interesuje nas tylko czas trwania doSwiadczenia d,o—ro, to doSwiadcze-
nie d,,—ro, Opisuje graf stochastyczny z rys. 7. Graf ten wyja$nia jednocze$nie
istote ostatniego rozumowania.

(®)—5—[o]—5—[o0]

Rysunek 8.

® Tyr_roo jest czasem trwania dos$wiadczenia dyr—roo. Jest to zarazem czas
bladzenia po grafie z rys. 9. Sredni czas bladzenia z wezla B przez wezel
wynosi 4. Na taki przebieg bladzenia sklada si¢ wyrzucenie reszki w jednym
rzucie, oczekiwanie na wyrzucenie orla i pojedynczy rzut moneta konczacy
doéwiadczenie (zob. rys. 9). Sredni czas bladzenia z wezla @ przez wezel (o]
jest réwny 3. Na taki przebieg bladzenia sklada si¢ wypadniecie orta w jednym
rzucie i oczekiwanie na wypadniecie reszki.
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® O
r
Rysunek 9.

Ostatnie fakty latwiej dostrzec, jeSli przebieg dodwiadczenia dor—roo in-
terpretujemy jako bladzenie losowe po grafie stochastycznym z rysunku 10.
Powstal on z grafu z rysunku 9 przez ,rozklejenie” mety [or] na dwie mety
o identycznej etykiecie.

[or]

Rysunek 10.

Przestrzenie probabilistyczne indukowane przez oba grafy stochastyczne
s3 izomorficzne. Takie ,,rozmnozenie” met nie wplywa wiec ani na prawdopo-
dobienstwa dotarcia do poszczegdlnych met ani na éredni czas bladzenia po
grafie, pozwala natomiast wyodrebni¢ na grafie (rys. 10) dwa podgrafy. Je-
zeli w pierwszym rzucie wypadnie orzel, bladzenie rozpoczyna sie po podgrafie
skierowanym na rys. 10 ku gérze. Sredni czas tego bladzenia jest réwny 3. Jesli
w pierwszym rzucie wypadnie reszka, to bladzenie rozpoczyna sie po podgrafie
skierowanym na prawo. Sredni czas bladzenia po tym podgrafie wynosi 4. Jest
p(o) = p(r) = 1, a wiec $redni czas bladzenia po grafie wynosi -4+ 1.3 = 31.

o Zmienna losowa Typ0—or jako czas trwania doS§wiadczenia dyoo—or, jest zara-
zem czasem bladzenia po grafie z rys. 11. Pierwszy etap do$wiadczenia dooo—or
jest oczekiwaniem na orla ($redni czas tego etapu wynosi 2). Czas bladzenia
z wezla [0] jest zmienng losowa, ktéra przyjmuje tylko wartosci 1 lub 2, kazda
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z prawdopodobieristwem 1

. Sredni czas trwania tego etapu jest zatem suma

1-1+2-1, czyli jest réwny 3. Jest wiec ostatecznie

E (Tooo— or )

=24 -=

3

7
27”2

Rysunek 11.

o WykazaliSmy, ze §redni czas czekania na serie roo wynosi 8. Korzystajac z tego
faktu oraz prezentowanej tu idei obliczania Sredniego czasu bladzenia po grafie

stochastycznym, mozna znalezé $redni
Rozwigzanie prezentuje rysunek 12.

(e

Co—m

czas trwania do$wiadczenia dro00—roor-

|
[¢) |
Z_[rol——+[ré0]
T

Rysunek 12.

W przytoczonych wyzej argumentacjach graf stochastyczny jawi sie jako
prosty §rodek rozumowania, w tym takze jako érodek sugerujacy pewne idee
organizacji fazy rachunkéw w przeliczalnych przestrzeniach probabilistycznych.
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