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Abstract. The aim of this paper is to establish a few examples of how Maple,
one of the up-to-date computer algebra systems, can be used in a process
of teaching of the calculus of probability. After some general remarks
and comments on Maple we discuss: rolling the dice (false die including),
drawings, waiting times, geometric probability, Markov chains, Central
Limit Theorem and Law of Large Numbers.

W ostatnich latach opracowano i wprowadzono do powszechnej sprzedazy
kilka programéw komputerowych okreslanych wspélna etykieta: Computer Al-
gebra System (CAS). Otworzyly sie tym samym zupelnie nowe mozliwosci dla
pracownikéw nauki: matematykéw, przyrodnikéw, inzynieréw, a takze specja-
listéw z innych dziedzin. Z drugiej strony, postugiwanie sie¢ tymi programami
zostalo juz wlaczone do kanonu wielu kierunkéw uniwersyteckich na calym
$wiecie, a takze na niektérych kierunkach w Polsce. Pojawily si¢ pierwsze wer-
sje programoéw typu CAS dla uczniéw. Nalezy sie liczy¢ z jeszcze szybszym roz-
wojem i upowszechnianiem CAS w najblizszych latach i zda¢ sobie sprawe, ze
dostajemy do reki zupelnie nowy §rodek dydaktyczny, ktéry moze zrewolucjo-
nizowa¢ nauczanie matematyki i ktéry stanowi tym samym powazne wyzwanie
na poczatku XXI wieku.

Celem tej pracy jest krétkie przedstawienie charakterystycznych mozliwoéci
CAS ze szczeg6lnym uwzglednieniem zastosowania CAS w nauczaniu rachunku
prawdopodobienstwa na poziomie szkoly $redniej i szkoly wyzszej. Autor ma
nadziejg, ze praca ta pomoze Czytelnikowi zrobié pierwszy krok w kierunku
samodzielnej twérczej pracy z pomocg CAS.

Istnieje kilka programu typu CAS. Dla ustalenia uwagi, bedziemy zajmowaé
sie jednym z nich — programem Maple. Subiektywnym zdaniem autora jest to
obecnie najlepszy program w tej klasie.

1 Maple jest zastrzezonym znakiem towarowym University of Waterloo.
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Maple jest produktem Waterloo Maple, Inc. z Kanady i obok programu
Mathematica? firmy Wolfram Research, Inc. z USA jest przypuszczalnie naj-
czedciej na §wiecie uzywanym programem do obliczen symbolicznych. W Polsce,
bardziej popularna jest jak na razie Mathematica, jakkolwiek moim zdaniem,
tendencja ta zaczyna ulegaé¢ zmianie. Inna sprawa, ze kolejne wersje obydwu
programéw przejmuja od konkurenta sprawdzone rozwigzania i tym samym
staja sie coraz bardziej do siebie podobne.

Ponizej przytoczone przyklady zostaly wykonane przy pomocy programu
Maple V wersja 5, ktéra weszla do sprzedazy w pierwszym kwartale 1998 roku.
Warto tutaj nadmienié, ze jest to program wyjatkowo przyjazny dla poczatku-
jacego uzytkownika (znajacego choéby w niewielkim stopniu jezyk angielski).
Juz po kilku minutach pracy mozna rozwiazywac¢ uklady réwnan, obliczaé po-
chodne i calki, rysowaé wykresy ... . Aby jednak w pelni wykorzystaé inne
potencjalne mozliwoéci Maple, powinno sie spedzi¢ troche czasu na prace bez-
poérednio przy komputerze i wtedy tez warto przejrzeé niektére spoéréd ponad
200 pozycji poSwieconych bezposrednio lub posrednio temu programowi. Od-
powiednia lista jest dostepna na stronie internetowej Maple.

W nastepnych punktach przytoczymy kolejno: kilkanascie prostych przy-
kladéw ilustrujacych zastosowanie Maple, wskazemy kilka charakterystycznych
wladciwosci tego programu, oméwimy kilka typowych sytuacji probabilistycz-
nych; pokazujgc sposéb zastosowania Maple do ich analizy i w koricu, oméwimy
bardziej ztozone zadanie probabilistyczne. ’

1. Przyktady wprowadzajce

Piszac te prace, wykorzystano Maple V release 53 dzialajaca w $rodowi-
sku Windows 95. Wersja ta dziala takze we wszystkich innych popularnych
systemach operacyjnych. Instalacja jest bardzo prosta i nie wymaga zadnych
»sztuczek”.

Uruchommy w standardowy sposéb Maple V Release 5. Jezeli jest to na
naszym komputerze pierwszy start tej wersji Maple, dostajemy propozycje od-
bycia wycieczki po systemie celem wstepnego zaznajomienia si¢ z jego moz-
liwoSciami. Warto z tej propozycji skorzysta¢. Przy nastepnych startach nasz
ekran moze wygladaé tak jak na rysunku 1.

Maple otwarla dla nas tak zwany worksheet, czyli strone do pracy, na
ktérej mozemy pisaé komendy i ogladaé wyniki. Mamy przy tym do dyspozycji
caly zestaw narzedzi do pracy z plikami, drukowania, edycji, formatowania,
ustawiania opcji i korzystania z pomocy. Na dole, w prawym rogu wys$wietlane
s3 aktualne informacje o systemie. W lewym gérnym rogu bialego obszaru

2Mathematica jest znakiem towarowym Wolfram Research, Inc.
3Maple 7 z lipca 2001 r. dziala podobnie



strony znajduje sie znak zachety [>. Tam tez znajduje sie kursor. Mozemy
rozpoczaé prace

Rysunek 1.

Piszac w linii komend — zwr6¢my uwage na Srednik;
> (5/4 - 2/7)/(1 - 5/2)~2;

otrzymamy:
3
7
Podstawowag wiasnoscig CAS jest praca z wyrazeniami algebraicznymi. Wpro-
wadzmy takie wyrazenie:
> 1/(a-b)“2+2/(a+bh)“2 - I/(a~4 - b~4);
1 +9 1 1
(a- b2 “(@tbY a4-b4
Moze mozna to wyrazenie uprosci¢ (znak procentu % oznacza odwotanie sie do
ostatniego wyniku)?
> simplify(7.);
3a4 —2a3b—a2+ 6a2hb2 —2ab3+ 3b4+ b2
(a4 —64) (a - 6) (a —6)
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Podstawmy za a oraz b wartosci liczbowe:
> subs((a=2,b=1),%);
52

45
Zamiennmy na ulamek dziesietny:
> evalf(4);
1.155555556

Standardowo Maple uzywa 10 cyfr znaczacych. Mozna to zmienié:
> evalf(Pi,100);

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058\
20974944592307816406286208998628034825342117068

Przypomnijmy sobie wartosci pewnych funkcji:

> cos(Pi/3);

DO =

> arcsin(1/2);

Rozwiazmy réwnanie algebraiczne stopnia trzeciego:

> solve(2*x~3 - 3*x"2 + 12*x - 5,x);

1 7 11 7 1 1 1 7
—5%24'5’%14‘5, Z%2—z%1+-2'+51\/§(—5%2—§%1),
1 7 1 1 1 7
2%2—1%14-5—5[\/5(—5%2—5%1)
1
%= —
T 1+ 2/86)173)

%2 := (1+2v86)(1/3)
Otrzymalidémy jedno rzeczywiste i dwa istotnie zespolone rozwiazania. Poznaj-
my ich przyblizone wartosci:
> evalf(%,3);
450, .522 — 2.291, .522 4+ 2.291
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Sprébujmy rozwigzaé inne réwnanie:
> solve(2*sin(x"2) = x,x);
2sin(RootOf(_Z — 4sin(.Z)?))
Maple nie umie wyliczy¢ symbolicznie rozwigzania. A Czytelnik potrafi? Moze
jednak Maple potrafi to zrobié numerycznie?
> evalf(%);
0

Maple podal jedno z rozwiazan, ale nie o to rozwiazanie przeciez nam chodzilo.
Zastosujmy polecenie fsolve numerycznego znajdowania rozwigzania, dajac
jednocze$nie wskazéwke Maple, zeby szukal niezerowego rozwigzania.

> fsolve(2*sin(x~2) = x,x,avoid={x=0});

.5054822723
Aby sie upewnié, czy sa jeszcze inne rozwiazania, narysujmy wykres:

> plot(2*sin(x~2)-x,x=-3..3);

N
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2] y / |

4] k4

Rysunek 2.

Wiec jednak jest jeszcze jedno. Dajmy Maple wskazéwke, ze ma go szukaé
w przedziale [1,2].

> fsolve(2*sin(x~2) = x,x=1..2);
1.511542719

Sprébujmy rozwigzaé¢ uklad trzech réwnan. Gdy nie ma watpliwosci, co jest
zmienna, nie musimy nawet zmiennych specyfikowac.

> solve({x"2 + 2%y~2 + 3%2"2 =6, z = x"2 + y~2,y=x"3});



{y = RootOf(-%Il + -Z2) %1, z= %1 (1 + %12), ®= RootOf(-%| + Z2)}
%1 := RootOf( Z+ 2.Z3+3.Z2+ 6_Z4+ 3 _Z6- 6)
Ten wynik nie jest zachecajgcy. Znowu sprébujmy fsolve.
> fsolve({x“2 + 2*y~2 + 3*z“2 = 6, z = xX"2 + y~2,y=2*x“3});
{z = 1.180569618, x = .7364598458, y = .7988720257}
Podobnie jak poprzednio, wykonamy odpowiedni wykres w celu zorientowania
sie w sytuacji.
> rysi:=plot3d(x'"2+y~2,x=-2. .2,y=-2. ,2,color=GREEN) :
Piszac na koncu polecenia dwukropek zamiast $rednika, poprosilismy Mapie
0 niedrukowanie wyniku. Jest on przechowywany pod nazwg rysi. Podobnie

wykonamy rys2. Poniewaz nie chcemy wylicza¢ z jako funkcji x, y zastosujemy
inng komende:

> rys2:=plots [implicitplot3d] (x~2 + 2*y~2 + 3*z'2 = 6,
xX=-2..2,y=-2..2,z=0..2,color=BLUE):

Zobaczmy dotychczasowy wynik:
> plots[display](rysi,rys2);

Rysunek 3.

Do narysowania ostatniej powierzchni wykorzystamy jej réwnania parame-
tryczne:

> rys3:=plot3d([t,2*t~3,s],t=-1..1,5=0..2,color=RED):



JesteSmy gotowi do wykonania ostatecznego wykresu:

> plots[display](rysi,rys2,rys3,view=[-1..1,-1..1,0..2],
axes=BOXED);

Rysunek 4.
Jest wiec jeszcze jedno rozwigzanie i dos¢ fatwo je zlokalizowac:
> fsolve({x~2 + 2*y~2 + 3*z~2 = 6, z = x~2 + y~2,y=2*x“3},
{x=-1,y=-1,2=2});
{z = 1.180569618, x = -.7364598458, y = -.7988720257}

2. Cechy charakterystyczne programu Mapie

Powyzsze przykitady ukazujg jedynie niewielki procent potencjalnych moz-
liwosci Mapie. Nie jest mozliwe wymienienie ich wszystkich tutaj. Nie robig
nawet tego podreczniki dostarczane przez producenta [2], [3]. W bibliografii pol-
skiej, Mapie dotycza czesSciowo pozycje [6], [5] oraz [4]. Zainteresowani powinni
zaznajomic sie z pewnoscig z rozbudowanym i wygodnym w uzyciu systemem
pomocy Help. Zaczniemy wiasnie od omoOwienia tego systemu.

System pomocy - Help

Jednym z mocnych punktéw Mapie jest system pomocy. Powiedzmy od
razu, ze dziata on troche inaczej — lepiej moim zdaniem — niz analogiczne sys-
temy w typowych programach pracujacych na platformie Windows. Gtownym
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skladnikiem sg strony omawiajace wszystkie polecenia Maple. Do interesujacej
nas strony mozna sie dostaé¢ na kilka réznych sposobdw: spisy tematyczne, alfa-
betyczne, indeksy lub pomoc kontekstowa. Oprécz do§é formalnej skiadni i roz-
sadnego omdwienia danego polecenia, na stronie zamieszczone sg doé¢ proste
przyktady jego uzycia. Przyktady te mozna tatwo skopiowaé, modyfikowaé i na-
tychmiast uruchamiaé. Dzieki hipertaczom oraz innym udogodnieniom, mozna
tez bezposrednio przechodzi¢ do innych stron tematycznie zwigzanych. W da-
nym momencie moze by¢ otwartych wiele stron pomocy.

Pakiefy

Po uruchomieniu, program Maple oferuje nam pewnga liczbe najczesciej
uzywanych funkcji i polecen. Wiekszo$é jednak zasobéw Maple nie jest jeszcze
bezposrednio dostepna. Sa one podzielone na pakiety i aby skorzystaé z da-
nej komendy trzeba ja wywolaé uzywajac nazwe pakietu, w ktérym sie znaj-
duje. W ten wtlasnie sposéb w poprzednim punkcie skorzystaliémy z polecen
implicitplot3d oraz display znajdujacych si¢ w pakiecie plots. Jezeli jed-
nak chcemy uzyé wiecej komend z tego samego pakietu, mozna go wczytaé
w caloéci uzywajac polecenia with.

Dla wyrobienia pewnej orientacji przytaczamy przepisang z systemu Help
liste wszystkich pakietéw* (pakiet — package) dostepnych w wersji 5. Rozsze-

rzaja one istotnie mozliwoéci systemu®.

The following packages are available:

DEtools differential equations tools

Domains create domains of computation

GF Galois Fields

GaussInt Gaussian Integers

LREtools manipulate linear recurrence relations
Matlab Matlab Link

algcurves Algebraic Curves

codegen Code Generation

4Na liécie tej jednak brak pakietu PDEtools stuzacego do rozwiazywania i przeksztalcania
réwnaf rézniczkowych czastkowych. Pakiet faktycznie jest dostepny.
5Zdecydowana wigkszo$é pakietéw jest dostepna na wszystkich popularnych platformach.



Komputerowy program Maple w nauczaniu rachunku prawdopodobiefstwa 113

combinat
combstruct
difforms
finance
genfunc
geom3d
geometry
grobner
group
inttrans
liesymm
linalg
logic
networks
numapprox
numtheory
orthopoly
padic
plots
plottools
powseries
process
simplex
stats

student

combinatorial functions

combinatorial structures

differential algebra

differential forms

financial mathematics

rational generating functions
Euclidean three-dimensional geometry
Euclidean geometry

Grobner bases

permutation and finitely-presented groups
integral transforms

Lie symmetries

Linear algebra

Boolean logic

“graph networks

numerical approximation
number theory
orthogonal polynomials
p-adic numbers

graphics package

basic graphical objects
formal power series
(Unix)-multi-processing
linear optimization
statistics

student calculus
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sumtools indefinite and definite sums
tensor tensor computations and General Relativity
totorder total orders on names

e For information see ?package where package is from the above list. This
will give a list of the functions available in the package. To cause all
functions in a package to be defined in the session, do: with(package);

¢ For information on a particular package function, see ?package,function

Podkreélenia wyrazéw oznaczaja mozliwo$é uzyskania dodatkowych informacji
o danym hasle — wystarczy kliknaé to haslo myszka, aby pojawila sie odpo-
wiednia strona pomocy.

Aby korzystaé¢ z wybranego pakietu wystarczy go wczytaé poleceniem with.
Na przyklad:

> with(linalg);

Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp,
Wronskian, addcol, addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub,
band, basis, bezout, blockmatriz, charmat, charpoly, cholesky, col,
coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge,
dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors, eigenvects,
entermatriz, equal, exponential, extend, ffgausselim, fibonacci,
forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord, genegns, genmatriz,
grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, thermite,
indezfunc, innerprod, intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero,
jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd,
matriz, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize,
nullspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatriz,
randvector, rank, ratform, row, rowdim, rowspace, rowspan, rref,
scalarmul, singularvals, smith, stackmatriz, submatriz, subvector,
sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose,
vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian|
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Otrzymali$my dwa rodzaje informacji. Ostrzezenia (warming). ze od tej
chwili obowigzuje zmieniona definicja normy (norm) i §ladu (trace) macierzy.
Po drugie, dostaliSmy kompletnga liste polecen zawartych w naszym pakiecie.
Aby teraz pozna¢é dzialanie i sposéb uzycia interesujacego nas polecenia, mozna
napisa¢ ?NazwaPolecenia.

Mozemy teraz uzywaé wszystkich powyzszych procedur, jak i wszystkich
procedur standardowych, ewentualnie procedur z wczytanych wczeéniej innych
pakietéw:

Zadajemy dla przykladu macierz o pieciu wierszach i czterech kolumnach:

> A := array( [[1,2,3,4],(4,3,2,1],[1,1,1,1],
[2)2)2)2])[-4,5’7)1]] );

1 2 3 4
4 3 21
A= 1111
2 2 2 2
| -4 5 7 1]
Transponujemy:
> A:=transpose(A);
1 41 2 —4
Ao 2312 5
3 212 7
4 112 1
Obliczamy rzad A:
> rank(A);
3

Wyznaczamy baze jadra odwzorowania liniowego £ — A z:
> kernel(A);
{1, 1, -5, 0,0], [0, 0, -2, 1, 0]}
Sprawdzamy, stosujac pozytecznag komende map, czy rzeczywiscie wskazane
wektory naleza do jadra:
> map(x->multiply(A,x),%);
{[0’ 0,0, 0]}
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Dla Czytelnika tej pracy najwazniejszy jest pakiet stat. Piszac:

> with(stats);

otrzymujemy:

[anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, statplots, transform)
Ten pakiet sklada sie z kilku mniejszych pakietéw wlasnie wymienionych. Dla
przykladu:

> with(random);

(8, binomiald, cauchy, chisquare, discreteuniform, empirical, exponential,
fratio, v, laplaced, logistic, lognormal, negativebinomial, normald,
poisson, studentst, uniform, weibull)

Share

Oprécz pakietéw producent dostarcza kilkaset programéw w tak zwanym
systemie Share. Sg to programy pisane przez uzytkownikéw Maple i w pewnym
sensie autoryzowane przez Maple. Dotycza one wielu szczegéltowych problemdéw
matematycznych, technicznych, a niektére sa po prostu grami komputerowymi.
Informacje o tych programach mozna znalezé w systemie Help. Dla przykladu
przytaczamy informacje o jednym z programéw z biblioteki Share:

mark

e Author: Lang, Jerome <jmlang@maplesoft.com>.

e worksheet showing many examples of the new statistics package (note:
worksheet needs to be able to read the file ‘mark.dat’

e Help Links: share[mark] share[mark,mark mws] with share
share[index,author] share[index,subject] share[index,alpha]

e Related Packages: spectral, mark, random.

Other packages by the same author: random

Dalsze mozliwo$ci Maple

Oprécz wspomnianych powyzej, Maple posiada szereg innych mozliwosci.
Na przyklad, sa to: mozliwo$¢ animacji, podreczne palety z symbolami matema-
tycznymi do graficznego tworzenia komend, tlumaczenie calych dokumentéw
na jezyk IXTEX2e i na format HTML, eksportowanie grafiki w wielu forma-
tach i wbudowane arkusze kalkulacyjne (jeszcze do$é prymitywne). Wyjatkowo
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waznym atutem Maple jest bardzo wygodny w uzyciu system pomocy. Mozna
w zwigzku z tym catkiem swobodnie korzystaé z Maple nie zagladajac do zad-
nej ksigzki. Byé moze dlatego, podreczniki dostarczane przez producenta, jak-
kolwiek poprawnie napisane i mile w czytaniu, nie zawieraja wielu istotnych
informacji.

Jak kazdy zlozony system komputerowy, Maple nie jest pozbawiony pew-
nych usterek i z pewnoscia niektére rozwigzania powinny by¢ udoskonalone lub
zmienione w nastepnych wersjach. Warto jednak wspomnieé, ze Maple pracuje
catkiem dobrze w §rodowisku Windows 95 i, w przeciwienistwie do niektérych

podobnych programéw, w razie wystapienia probleméw nie zawiesza calego
systemu.

3. Maple i elementarny rachunek prawdopodobiefistwa

Podamy teraz przyklady typowych probleméw dotyczacych elementarnego
rachunku prawdopodobiefistwa, ktére moga by¢ omawiane z uzyciem Maple.

Bedziemy przy tym podkreslaé bardziej te aspekty, ktére dotycza techniki sto-
sowania Maple.

Przeprowadzmy symulacje 100 krotnego rzutu dwiema kostkami symetrycz-
nymi, przy czym interesuje nas jedynie suma oczek uzyskanych na obu kostkach.

> kostkal := rand(1..6):
kostka?2 rand(1..6):
wyniki := NULL:
from 1 to 100 do
wyniki := wyniki,kostkal() + kostka2()

=~
o
o

54,8,6,3,8,7,2,6,3,9,9,7,7,9,5,10,5,6,9, 6,12, 3,6, 6, 6
,1,7,7,12,11, 4, 4,6, 7,11, 9, 10, 10, 5,3, 6,9, 7, 8,8, 6
12,11, 9,5,8,10,5,5,5,7,8,10,7,6,8,6,9,6,7,10,6

1 8

Zobaczmy, jak czesto wypadaja ,$érodkowe” liczby 6, 7, 8 w poréwnaniu z licz-
bami ,skrajnymi” 2 i 12.

> A := {6,7,8}: B:= {2,12}:

> mnA :=0: nB := 0:
for i from 1 to 3600 do
suma := kostkal() + kostka2():
if member(suma,A) then nA := nA + 1 fi:
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if member (suma,B) then nB := nB + 1 fi
od:
> nA,nB,nB/nA;
192
1613, 192, ——
613, 192, 1613

Ostatnia liczba, jak latwo sprawdzi¢, powinna teoretycznie wynosic¢ %. Czy
réznica jest duza?
> evalf(%[3] - 1/8);
—.005967141971

Mozna ,rzucaé” kostka niesymetryczna. Zwykle na takich kostkach ,1”
pojawia sie najczesciej!

> kostka := empirical[0.26,0.15,0.15,0.15,0.15,0.14]:
> stats[random,kostka]l (10);
1.0, 5.0, 4.0, 1.0, 6.0, 2.0, 1.0, 4.0, 2.0, 6.0

Pozbedziemy sie miejsc dziesigtnych:

> wyniki :=map(trunc, [%]);

wyniki :=[1, 5,4, 1, 6,2, 1, 4, 2, 6]

Wykonajmy 1000 rzutéw niesymetryczng kostka:

> stats[random,kostka] (1000):

> wyniki :=map(trunc,[%]):
Ile razy wypadaly poszczegdlne Scianki?

> for i from 1 to 6 do
wi=x->(x=1i):

> a.i:=nops(select(w,wyniki,x))
od:

> seq(a.i,i=1..6);

236, 139, 138, 150, 168, 169

Wiemy jak obliczy¢é prawdopodobienistwo wygrania czwérki w grze liczbo-
wej, gdzie skreslamy 7 sposréd 49 liczb, natomiast maszyna losujaca losuje
6 liczb.

> binomial(7,4)*binomial(42,2)/binomial(49,6);
205
95128
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>

evalf (%) ;
.002154991170

Przeprowadzmy symulacje tej gry. Najpierw skre§lamy liczby, a pézniej Maple
zastepuje maszyne:

>

>

nasze_liczby :={7,23,24,28,29,36,41}:

with(combinat);

Warning, new definition for Chi

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart,

>

decodepart, encodepart, fibonacci, firstpart, graycode, inttovec,
lastpart, multinomial, nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart,
numbperm, partition, permute, powerset, prevpart, randcomb,
randpart, randperm, stirlingl, stirling2, subsets, vectoint]

wygrane := randcomb(49,6);
wygrane := {19, 21, 25, 31, 40, 48}

PrzeprowadZzmy teraz 20 serii po 100 losowani i zobaczmy, ile razy wygramy
dwdjke.

>

>
>
>
>

>

for j from 1 to 20 do
dwéjki := 0:

from 1 to 100 do

wygrane := randcomb(49,6):

if nops(nasze_liczby intersect wygrane) = 2 then
dwojki := dwojki + 1

fi

od:

lista.j := dwojki:

od: seq(lista.j,j=1..20);

14, 14, 18, 11, 15, 16, 14, 11, 11, 15, 19, 16, 24, 17, 16, 16, 19, 18, 12, 14

A jak teoretycznie powinno by¢?

> binomial(7,2)*binomial(42,4)/binomial(49,6);

>

7995
47564

evalf (%) ;
.1680893112
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Jaka jest zgodno$é wyniku eksperymentu z teoria?
> evalf(1/20*add(lista.j, j = 1..20));
15.50000000

Zgodno$é nie jest w tym przypadku najlepsza — sprawa jej oceny nalezy juz
jednak do statystyki.

Jakie jest prawdopodobienistwo, ze w 20 osobowej klasie znajduja sie co
najmniej dwie osoby obchodzace w tym samym dniu swoje urodziny. Jest to
klasyczny problem, w ktérym latwo jest wypisa¢ wzdr, lecz trudniej z niego
skorzysta¢ w celu otrzymania efektywnego wyniku.

> binomial (365,20)%20!/365°20;

4544397822871061676028944621910839084691488768
7721192983187403134097091636121110137939453125

> evalf(%);

.5885616164
> 1 =%
4114383836
Powyzszy wynik moze si¢ wydawaé na tyle ciekawy, ze powtérzymy nasze obli-

czenia dla klas o innej liczbie uczniéw. Wykorzystujemy w tym celu wbudowany
arkusz kalkulacyjny.

binomial(365, k) * k! 1 binomial(365, k) k!
k 365% 365k
5 .9728644263 0271355737
10 .8830518223 1169481777
20 .5885616164 4114383836
50 .02962642042 .9703735796
100 .3072489279107° .9999996928

Tabela 1.

Dla sprawdzenia, wylosujmy daty (jako kolejne din roku) urodzin uczniéw w hi-
potetycznej 20 osobowej klasie.
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> klasa := NULL:

> data :=rand(1..365):
for i from 1 to 20 do
klasa := klasa,data()
od:
klasa;

126, 120, 127, 301, 161, 144, 20, 129, 50, 274, 277, 39, 336, 71, 304, 265,

95, 138, 137, 218

Jezeli nie dowierzamy naszej spostrzegawczoéci, poproémy Maple, aby spraw-

dzil, ile jest réznych dat.

> nops({klasa});

20
Przygladnijmy sie innym 10 klasom:
> proba := NULL:
from 1 to 10 do
klasa := NULL:
from 1 to 20 do
klasa := klasa,data()
od:
proba := proba,nops({klasa})
od:
proba;

20, 20, 20, 20, 20, 19, 20, 20, 19, 19

Jak dlugo czeka sie na pojawienie sie ,,6” przy grze w Chifczyka?

> kostka := rand(1..6):

> from 1 to 10 do
rzuty := NULL:

> oczka := 0:

> while oczka <> 6 do
oczka := kostka():

rzuty := rzuty,oczka
od:
print(rzuty);

od:
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12,516
1,6
6
6
1,5 143,16
1,233, 13,6
4, 53,1,15,5 3,135 23,13,3,13,6
2,5,6
4,5,1 2,52 16
1,52533/ 1256

Irena i Maciek umowili sie na rozmowe w internecie miedzy godzing 22
a 23 czasu polskiego, przy czym beda na siebie czeka¢ do 10 minut. Jakie jest
prawdopodobienstwo ich spotkania?

Zrébmy klasyczny do tego zadania rysunek.

> with(plots):

> inequal( {lrena - Maciek < 10,Maciek - Irena <10},
Irena=0..60, Maciek=0..60, optionsfeasible=(color=red),
optionsexcluded=(color=green),labels=[Maciek,lrenal);

60
50

4U
Irena 3o
20

10

0 10 20 30 40 50 60
Maciek

Rysunek 5.

Uzywajagc prawdopodobienstwa geometrycznego bez trudu obliczamy, ze inte-
resujace nas prawdopodobienstwo wynosi:
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> 11./36;

.3055555556

Zastosowali$my tutaj trick. Piszac kropke dziesietna, zmusiliSmy Maple do uzy-
wania rozwinie¢ dziesietnych.

A teraz zrébmy symulacje 100 spotkan.

>

>
>

N :=100:
Irena:=stats[random,uniform[0,60]] (N):
Maciek:=stats[random,uniform[0,60]] (N):
k:= 0:

for i from 1 to N do

if abs(Irenal[i] - Maciek[i]) < 10 then k:= k+1 fi od:
k;

39

Odswierzmy system:

>

restart:

Aby wprowadzié¢ do sprzedazy nowe lekarstwo, kazdy producent musi uzy-
ska¢ zgode ministerstwa. Producent leku Friendlymath uwaza, ze jezeli do-
datkowe testy nie wykazg istnienia efektéw ubocznych, szansa uzyskania zgody
wynosi 80%, natomiast w przeciwnym przypadku, szansa na zgode minister-
stwa wynosi jedynie 40%. Producent ocenia tez mozliwoé¢ wykrycia efektéw
ubocznych na 10%. Jaka jest szansa, ze Friendlymath pojawi si¢ w aptekach?

Zapiszmy nasze dane:

>

efekt_uboczny := empiricall[0.1,0.9]:
decyzja_jest_ef := empiricall[0.4,0.6]:
decyzja_brak_ef := empirical[0.8,0.2]:

Zdefiniujmy wygodna procedure:

> F:=proc(x)

if x = 1.0 then jest
elif x = 2.0 then brak
fi

end:

Zobaczmy przyklad:

> N := 15:

>

stats[random,efekt_uboczny] (N):
wyniki :=map(F,[%]);
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wyniki := [brak, brak, brak, brak, brak, brak, brak, jest, brak, brak, brak,

>

brak, brak, brak, brak]

for i from 1 to N do

if wyniki[i] = JEST then

decyzjal[i] := stats[random,decyzja_jest_ef] (1) else
decyzjal[i] := stats[random,decyzja_brak_ef] (1)

fi

od:

zgoda:=seq(F(decyzjalil),i=1..N);

zgoda := jest, brak, brak, jest, brak, jest, brak, jest, brak, jest, jest, brak,

>
>

jest, jest, jest

w:= x->x=jest:
nops(select(w, [zgoda] ,x));

%/N;

o] W

Powtérzmy to wiecej razy:

>
>

>

N := 1500:

stats[random,efekt_uboczny] (N):

wyniki :=map(F,[%]):

for i from 1 to N do

if wyniki[i] = jest then

decyzjali] := stats[random,decyzja_jest_ef](1) else

decyzjalil stats[random,decyzja_brak_ef] (1) fi
od:

zgoda:=seq(F(decyzja[i]),i=1..N):
nops (select (w, [zgodal ,x));
1122
evalf (%/N);
.7480000000

Korzystajac z wzoru na prawdopodobiefistwo calkowite, latwo policzyé, ze
prawdopodobienstwo uzyskania zgody wynosi 0, 76.

Wieloletnie do§wiadczenie wskazuje, ze gléwnym powodem niezdawania eg-
zaminu z rachunku prawdopodobienstwa sa niedostateczne wyniki uzyskiwane
podczas czesci pisemnej tego egzaminu. Policzmy prawdopodobiefistwo tego,



Komputerowy program Maple w nauczaniu rachunku prawdopodobiefistwa 125

ze student, ktéry nie zdal egzaminu, uzyskal ocene niedostateczna na egzami-
nie pisemnym, jezeli: (a) prawdopodobiefistwo zdania czeéci pisemnej jest 0, 6,
(b) aby byé¢ dopuszczonym do czesci ustnej nalezy uzyskaé ocene pozytywna
z czeéci pisemnej, (c) szans¢ zdania cze$ci ustnej ocenia si¢ na 95%.
Zapiszmy nasze dane:

> pisemny := empiricall0.6,0.4]:

ustny_pisemny_z := empirical[0.95,0.05]:
ustny_pisemny_n := empirical[0.0,1.0]:

Zdefiniujmy procedure o charakterze technicznym:

> F:=proc(x)
if x = 1.0 then zdany elif x = 2.0 then niezdany
fi
end:

Przeegzaminujmy 1000 studentéw:

> N := 1000:
> stats[random,pisemny] (N):
wyniki_pisemnego :=map(F, [%4]):

> for i from 1 to N do
if wyniki_pisemnego[i] = zdany then

ustny[i] := stats[random,ustny_pisemny_z] (1) else
ustny[i] := stats[random,ustny_pisemny_n] (1) fi
od:

> egzamin:=seq(F(ustny[i]),i=1..N):

> w:= x->x=niezdany:
> liczba_niezdanych := nops(select(w, [egzamin],x));
liczba_niezdanych := 430

> WN;
43
100
Wynik ten dokladnie zgadza sie z wynikiem, ktéry mozna otrzymaé stosu-
jac wzdr na prawdopodobienstwo calkowite, co jest rzadkim przypadkiem. Zo-
baczmy, ilu studentéw nie zdalo egzaminu z powodu czeéci pisemne;j.
> ile:=0:
for i from 1 to N do
if egzamin[i] = niezdany
and wyniki_pisemnego[i] = niezdany
then ile := ile +1
fi
od:
> ile;
405
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>

evalf (ile/liczba_niezdanych);

.9418604651

Stosujgc natomiast wzér Bayesa’a mamy odpowiednie prawdopodobienistwo
warunkowe réwne:

>

1%0.4/(0.05%0.6+1%0.4) ;
9302325581

Zdarzenia opisane schematem Bernoulliego mozna modelowaé nastepujaco:

> F:=proc(x)

\%

if x = 1.0 then 0 elif x = 2.0 then 1 fi
end:

p:=0.2:
proba := empirical{il-p,p]:
stats[random,proba] (10):
wyniki :=map(F, [%4]);
wyniki :=[0,0,0,0,0,0,0,0, 1, 0]
add(wyniki[i],i=1..nops(wyniki));
1

Policzmy teraz stosunek sukceséw k do liczny préb N, gdy N = 1000.

>

stats[random, proba)l (1000) :
wyniki :=map(F,[%]):
evalf (add(wyniki[i],i=1..nops(wyniki))/1000);

0.1980000000

Utézmy przykladowy model dla jednorodnego laricucha Markowa o trzech

stanach:
> P1 := empirical[0.1,0.,0.9]:
P2 := empirical(0.2,0.1,0.7]:
P3 := empirical(0.4,0.1,0.5]:
rozklad_pocz := empirical[0.1,0.8,0.1]:
> T1:= proc()
trunc(stats[random,P1] (1))
end:
> T2:= proc()

trunc(stats[random,P2] (1))
end:
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> T3:= proc()
trunc(stats{random,P3] (1))
end:

Jak to dziala?
> T10),T20),T30;
3,33
Wylosujmy stan poczatkowy i ogladnijmy jedng z realizacji o dlugosci 150.
> stan := trunc(stats[random,rozklad_pocz] (1));
stan := 2

> sciezka := stan:
from 1 to 150 do
stan :=T.stan():
sciezka := sciezka,stan
od:
sciezka;

2,3,1,3313,2131,13,233,313,13,23,33,3,3,3,2, 1,

3,333311,3,3,3,1,3,3,1,3,3,1,3,1,3,3,3,1,3,3,3, 1, 3,
2,3,1,3,1,3,2,3,2,3,,,3,3,1,3,3,1,1,3, 1,3, 3,3, 1, 3, 2, 3,
3,31,3,3,33,31.,3,2,3,3,3,1,3,1,3,1,1,3,1, 3, 3,3, 3, 2
3,1,1,3,2,3,1,3,1,1,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3, 2,3, 3, 3, 3,
3,1,3,1,3,3,23,3,3,1,3,2

-

k. Losowanie rdznych elementéw z populacji

Przypusémy, ze ze zbioru N-elementowego losujemy w kolejnych jednost-
kach czasu po jednym elemencie, przy czym jest to losowanie ze zwracaniem.
Interesuje nas czas oczekiwania na wylosowanie r réznych elementéw oraz jego
parametry. Niech T oznacza ten czas.

Nie jest calkiem widoczne, jak wyznaczy¢ rozktad T, jednak sama nadzieje
matematyczng mozna obliczy¢ stosunkowo latwo. Zauwazmy w tym celu, ze
gdy w pewnym momencie mamy juz wylosowanych n réznych elementéw, to
czas oczekiwania T, na pojawienie si¢ nastepnego réznego od nich elementu
jest zmienng losowa o rozkladzie, ktérego charakter jest w istocie taki sam
jak rozklad czasu oczekiwania na pierwsza ,6” w grze w Chinczyka - oba te
rozklady sa rozkladami geometrycznymi. Zmienna losowa T, ma rozklad:

k—1 —_
") N-m 123,

P (3 55
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Mozemy wiec obliczy¢ nadzieje matematyczna i wariancje zmiennych T5,:
> restart:

> m := sum(’(1-p)~(k-1)*p*k’, ’k’=1..infinity);

1
m:= -
p
> w := sum(’(1-p) ~(k-1)*p*k~2’, ’k’=1..infinity) ~ m"~2;
_—p+2 1
TP P
> simplify(%);
_Zl+p
p?
> p := (N - n)/N;
_N-n
P="N
> m;
N
N-n
> w;
N? (—NNn +2) N2
(N-n?  (N-n)?
> simplify(%);
Nn
Ve

Nadzieja matematyczna i wariancja zmiennej T wynosza:

> Er:= (N,r) -> sum(’N/(N-n)’, ’n’=0..r-1);
r—1

N
Er:=(N,r) > Z ’N—'n,

> Wr:= (N,r) -> sum(’N*n/(N-n)~2’, ’n’=0..r-1);

r—-1
Wr:=(N,r) > Z (L’

N —n)?

Podstawiajac za N i r konkretne warto$ci mamy:

> evalf(Er(100,30)); evalf(Wr(100,30));
35.45407600
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6.885850949

> evalf(Er(200,100)); evalf(Wr(200,100));
138.1306861
60.37514711

> evalf(Er(200,190)); evalf(Wr(200,190));

589.8125388
3017.340055

Ile nalezy wykonaé losowan ze zwracaniem, aby z populacji 200 elementowej
wybraé 100 réznych elementéw z prawdopodobieristwem 0,957

Mamy znalei¢ liczbe losowan z, aby P(T < z) > 0,95. Mozemy od razu
zalozy¢, ze £ > m = E(T). Niech € = £ — m. Mamy teraz kolejno:

D*(T)
e

P(T<z)=P(T <m+e)=1-P(T 2 m+e) 2 1-P(|[T-m| >¢) > 1-

(
Wystarczy wiec dobraé z tak, aby 1 — f_ 3; > 0,95. Poniewaz znamy juz

m = 138, 1306861 oraz D%(T) = 60,37514711 mozemy wyliczy¢ z:

> m := 138.1306861:
w := 60.37514711:
solve(l - w/(x-m)~2 > 0.95,x);

Real Range(—o00, Open(103.3815431)),
Real Range(Open(172.8798291), co0)

Tak wiec przy 173 rzutach mamy 95% pewnoéci, ze wylosujemy 100 réznych
elementdéw. Jezeli wystarczy nam 90% pewno$ci powinni$§my wykonaé jedynie
163 rzuty.

Czy poprzedni wynik mozna polepszyé stosujac centralne twierdzenie gra-
niczne ?

Z formalnego punktu widzenia, trudno stosowaé tutaj centralne twierdzenie
graniczne, gdyz nie jest oczywiste, ze w naszym przypadku sa spelnione jego
zalozenia (W najczesciej cytowanej wersji Lindeberga - Levy’ego nie sa spel-
nione). Pytamy jednak, czy mimo tego nasza zmienna losowa T oznaczajaca
liczbe potrzebnych losowan, ma rozklad normalny. Sprawdzimy ,normalno$é”
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zmiennej losowej T' ,,doSwiadczalnie” przeprowadzajac odpowiednia symulacje
komputerowa.

Odséwiezamy system i wgrywamy najpierw potrzebne moduly

> restart;

> with(stats):

> with(stats[statplots]): with(stats[transform]):
> with(plots):

Powtarzamy 500 doéwiadczen polegajacych na wylosowaniu 100 réznych ele-
mentéw z 200 elementowej populacji.

nprob := 500:

dane := NULL:

for i from 1 to nprob do

lista := NULL: n := 0: raz :=0:
while nops([listal) < 100 do

while member(raz,[lista]) do
los := rand(1..200):

V V V V V

raz := los(): n := n+l od;
lista := lista,raz:

od:

dane := dane,n:

od:

Przygotowujemy sie do wykresu histogramu wraz z wykresem gestosci rozkladu
normalnego o odpowiednich parametrach. Konce i szeroko$é przedzialéw kla-
sowych dobieramy w sposéb w pewnym sensie, [1], optymalny.

> m := evalf(describe[mean] ([dane]));
sigma := evalf(describe[standarddeviation] ([dane]));
c:= 3.486*sigma: h := evalf(c/nprob~(1/3));

m := 136.6480000

o :=7.757325312
h := 3.407083044

floor(3*sigma/h):

m - (k+0.5)*h:

m + (k+0.5)*h:

danel:=tallyinto[’skrajne’]([dane], [seq(a+i*h..a+(i+1)*h,

o
W

i=0..2%k)1);
dane2:=scaleweight [1/nops([dane])] (danel):
hist := histogram(dane2,colour=cyan):

> pp:=plot(stats[statevalf,pdf,normald[m,sigmal],a..b,
color=black):

> display({pp,hist});



>

skrajne;

danel

:= [Weight(155.3869567..158.7940398, 3),
Weight(138.3515415..
Weight(124.7232093..
Weight(145.1657076..
Weight(148.5727906.
Weight(134.9444585..
Weight(131.5373754..
Weight(141.7586246.
Weight(121.3161263..
Weight(l114.5019602.
Weight(117.9090432..
Weight(128.1302924..
Weight(151.9798737.

141.7586246, 59),
128.1302924, 51),
148.5727906, 32),

.151.9798737,17),

138.3515415,106),
134.9444585, 81),

.145.1657076, 57),

124.7232093, 14),

.117.9090432, 0),

121.3161263, 8),
131.5373754, 54),

.155.3869567,14)]

Rysunek 6.
[114, 159, 159, 161]

Wypisali$my na koniec wyniki skrajne nie uwzglednione w histogramie.
Otrzymany wykres sugeruje, ze zmienna losowa T ma rozktad normalny.
Co wiecej zauwazmy, ze w co najwyzej 17 doswiadczeniach liczba losowan byta
wieksza niz 152, jedynie w trzech byta ~ 159, a nigdy nie przekroczyta 161.
Zaktadajgc wiec, ze zmienna losowa T ma rozktad normalny i znajgc jej nadzieje
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matematyczng oraz wariancje — obliczone wcze$niej, mozemy latwo poprawié
wezesniejszy wynik. Mianowicie liczba z taka, ze P(T < z) > 0,95 wynosi:

> x:=statevalf[icdf,normald[m ,sigmal](0.95);

z := 150.9114366
Wynik ten jest wyraznie zgodny z przeprowadzong symulacja.

Niech R oznacza liczbe réznych elementéw otrzymanych podczas 150 loso-
wan ze zwracaniem ze zbioru 200 elementowego. Znajdziemy graficznie rozklad
R.

Postepujac podobnie jak poprzednio otrzymamy odpowiednie wykresy i war-
tosci skrajne:

> nprob := 500:

> dane := NULL:

> for i from 1 to nprob do
lista := NULL: raz :=0:

> for n from 1 to 150 do
los := rand(1..200):

raz := los():
if not member(raz,[lista]) then
lista := lista,raz fi:
od:
dane := dane,nops([listal);
od:
> m := evalf(describe{mean] ([danel));

sigma := evalf(describe[standarddeviation] ([dane]));
c:= 3.486*sigma: h := evalf(c/nprob~(1/3));

m := 105.5580000

o := 3.810857646

h := 1.673760986

> k := floor(3*sigma/h):
a :=m - (k+0.5)*h: b := m + (k+0.5)*h:
danel:=tallyinto[’skrajne’]([dane], [seq(a+i*h..a+(i+1)*h,

i=0..2*k)]);
dane2:=scaleweight [1/nops([dane])] (danel):
hist := histogram(dane2, colour=cyan):

> pp:=plot(stats[statevalf,pdf,normald[m,sigmall,a..b,
color=black):

> display({pp,hist});
> skrajne;



danel := [Weight(113.0899244..114.7636854, 6),
Weight(101.3735975..103.0473585, 83),
Weight(96.35231458..98.02607556, 13),
Weight(109.7424025..111.4161635, 40),
Weight(114.7636854.. 116.4374464, 3),
Weight(106.3948805..108.0686415, 91),
Weight(98.02607556..99.69983655,13),
Weight(103.0473585..104.7211195, 41),
Weight(111.4161635..113.0899244, 20),
Weight(108.0686415..109.7424025, 34),
Weight(99.69983655..101.3735975, 38),
Weight(104.7211195..106.3948805, 112),
Weight(94.67855359..96.35231458, 3)]

Rysunek 7.

[117, 117, 118]
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