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Abstract. This paper deals with symmetry as a specific mathematical me-
ans (constructing probabilistic models of certain statistical experiments)
and device in the organisation of the calculation phase of a solution and
deduction in the process of solving problems in the probability theory. In
this paper certain means of discovering and justifying stochastic symme-
try are presented. Symmetry is presented as a device used to calculated
the probability and expected value of random variables in discrete pro-
bability spaces.

»Symetria, czy sie jg okresli w sposdb mniej czy bardziej szeroki, jest ideg,
za pomocg ktdrej cztowiek starat sie przez wszystkie czasy ogarniaé myslg i two-

Pe

rzyé porzqdek, pigkno, doskonatosé” ([31], s. 11).

»ldea symetrii moze byé traktowana jako swoiste Zrédlo interdyscyplinar-
nych poszukiwari jednosci przyrody” ([12], s. 7).

1. Wprowadzenie

Symetrie kojarzymy w zasadzie z obiektami geometrycznymi. Niniejsze roz-
wazania sa préba ogélniejszego spojrzenia na symetrie jako zagadnienie mate-
matyczne i dotycza symetrii towarzyszacych procesowi konstruowania i badania
przestrzeni probabilistycznych. Podstawg symetrii jest w pracy niezmienniczo$é
wzgledem pewnych przeksztalcen. Sa nimi:

— zamiana bialtej kuli w urnie na czarng, a czarnej na bialg (przebarwianie
kul),

— zamiana kuli o numerze j w urnie U, o s kulach ponumerowanych na kule
onumerze s—j+1dlaj=1,2,3,...,s (przenumerowywanie kul),

— zamiana na kazdej kostce Scianki z j oczkami na $cianke z 7 — j oczkami
(odwracanie kostek),

— zamiana orla na reszke i reszki na orta w przypadku rzutu moneta,

— zamiana rolami dwu wynikéw préby Bernoulliego (zamiana porazki na suk-
ces i sukcesu na porazke).
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Praca sklada si¢ z dwu czesci. Pierwsza dotyczy symetrii jako specyficznego
srodka obliczania prawdopodobienstwa zdarzenia w dyskretnych przestrzeniach
probabilistycznych. W czedci drugiej ukazano symetrie jako narzedzie:

e rozstrzygania, ze pewne zmienne losowe maja identyczne rozklady oraz

e znajdowania warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej, ktérej rozkladu nie zna-
my (symetrie rozkltadu zmiennej losowej jako specyficzna jego wlasnosé, po-
zwalaja znajdowaé warto$¢ oczekiwang z pominieciem definicji).

Symetrie, ktére pojawiaja sie we wnioskowaniach stochastycznych, maja
(w odréznieniu od symetrii w geometrii) nature abstrakcyjna. W pracy ukazuje
sie $rodki, dzieki ktérym te symetrie staja sie ,widzialne” (por. [15]). Mowa tu
e 0 pewnych $§rodkach wizualizacji stochastycznych symetrii,

e 0 ujawnianiu ich istoty poprzez ich przeklad na jezyk geometrii, a wiec
¢ 0 pewnej ideograficznej konkretyzacji tych symetrii.

2. Symetrie w matematyce, fizyce i naukach przyrodniczych

W geometrii od dawna wykorzystywano wystepowanie réznych rodzajéw symetrii
(obrotu i odbicia). W starozytno$ci symetria byla utozsamiana z picknem geometrycz-
nych proporcji i regularnoscia ksztaltéw. Klasyczne opracowania dotyczyly symetrii
ornamentéw, fryzéw, waz. Tak rozumiang symetrie okreslamy dzi$ jako symetrig ze-
wnetrzng, wizualng. Dopiero w XIX wieku zaczeto odkrywaé symetrie wewnetrzne,
ukryte, w pewnym sensie abstrakcyjne, bo nie dajace sie zobaczy¢. W XX w. odkryto
symetrie wewnetrzne o niewyobrazalnej gtebi i fundamentalnym znaczeniu dla nauki
((21], s. 10). ,,W drugiej potowie XX w. idea symetrii stala si¢ jedng z najglebszych
1 najbardziej uniwersalnych idet w matematyce 1 fizyce. W ostatnich kilkunastu latach
nastgpit réwniez znaczny wzrost zaiteresowania symetrig w biologii, sztuce i naukach
humanistycznych” ([12], s. 7).

Przez symetrie rozumie si¢ na og6l wlasnosé figur geometrycznych lub innych
tworéw matematycznych czy pozamatematycznych, ktéra daje si¢ wyrazié¢ za pomoca
niezmienniczo$ci wzgledem pewnych przeksztalcen. Méwimy o symetrii kota, symetrii
kwadratu, ale réwniez o symetrii wyrazenia (z+y)?, bads funkcji (¢, y)| = =2 +zy+v>.
Symetryczne jest stowo ,anna” (por. [7], s. 377). Symetryczne s tzw. palindromy, tj.
wariacje zbioru {0,1} typu: 11, 0110, 0111110 (por. [9], s. 26).

W [28] okresla sie symetrie obiektu lub ukladu obiektéw jako dowolna transfor-
macje, ktéra pozostawia go niezmienionym (s. 93). W [5] (r. II) okreéla si¢ symetrie
pewnego obiektu F jako zgodno$é niezmiennosci ze zmiennoscig. Zmienno$¢ jest przy
tym rozumiana jako przeksztalcenie i odnosi sie do poszczegélnych elementéw obiektu
F. Niezmiennos¢ za$ dotyczy tego obiektu F' jako pewnej calosci. Symetrig obiektu
F jest zatem 2bior przeksztatcen, wzgledem ktdrych obiekt ten jest niezmienniczy jako
cato§é, mimo zZe poszczegdlne jego elementy mogq w wyniku tychze przeksztatcer ulegaé
wielorakim zmianom” ([21], s. 11). Symetria Sr obiektu F jest wiec w my$l tej definicji
zbiorem przeksztalceri zachowujacych ten obiekt jako calo$¢. Obiektem F moze by¢
np. figura geometryczna, zbiér liczb, réwnanie algebraiczne badz rézniczkowe, teo-
ria, dynamika procesu fizycznego, chemicznego, biologicznego, spolecznego itp. (por.
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[12], s. 7). Przeksztalceniem, ktére zachowuje zbiér {1,2,...,n}, a wiec okresla jego
symetrie, jest permutacja. Wspdlczesne pojmowanie symetrii osiaggnelo juz taki sto-
piefi og6lnosci, ze mozemy méwié o symetriach abstrakcyjnych, ktdre nie sa zwiazane
z zadnym konkretnym obiektem ([21], s. 12).

To, ze symetri¢ mozna rozwazaé nie tylko w geometrii, ujawnilo si¢ w trakcie
badaii pierwiastkéw réwnan algebraicznych. Zapoczatkowali je na przelomie XVIII
i XIX wieku J. Lagrange i E. Galois. Rzecz dotyczyla symetrii w zbiorze pierwiastkéw
tego samego réwnania. Symetria jest kazda permutacja tych pierwiastkéw (por. [4],
s. 365 i 366).

O algebrze symetrii mowa jest w [1] (s. 131). Algebre tworzy zbidér o$miu symetrii
kwadratu jako przeksztalcen kwadratu na ten sam kwadrat oraz skladanie symetrii
jako dzialanie w tym zbiorze o okreslonych wlasnoiciach. Ta matematyczna analiza
symetrii doprowadzila do powstania teorii grup. O symetrii w algebrze mowa jest
obszernie w ksiazce [2]. Praca jest teoria wielomianéw symetrycznych dwu i wiecej
zmiennych i dotyczy rozwiazywania uktadéw réwnan typu fj(z1,z2,...,zk) = c dla
j=1,2....,k, gdzie f;(z1,z2,...,zk) jest wielomianem symetrycznym.

Wedlug G. Polya symetria ma dwa znaczenia: bardziej powszechne, szczegdlne,
geometryczne znaczenie, 1 mniej powszechne, ogdlne znaczenie logiczne. W elemen-
tarnej geometrii przestrzennej rozpatruje si¢ dwa rodzaje symetrii: symetrie wzgledem
plaszczyzny (zwanej ptaszczyzng symetrii) i symetrie wzgledem punktu (zwanego $rod-
kiem symetrii).(...) Przy ogélniejszym rozumieniu terminu ,symetria” pewng cato$é
nazywamy symetryczng, jezeli ma ona dajgce si¢ nawzajem zamienié czesci. Jest wiele
rodzajow symetrii; réinig sie one od siebie liczbg dajgcych si¢ zamienié czesci i ope-
racjami, przy ktorych czesci sie zamieniajg. I tak szeScian jest wysoce symetryczny;
mozna w nim zamienié ze sobg jego 6 Scian, jego 8 wierzchotkow 1 jego 12 krawedzi.
Wyrazenie yz+ zx + ry jest symetryczne; kazde dwie sposrdd trzech liter z,y, z mozna
ze sobg zamienié nie zmieniajgc wyrazenia. (por. [27], s. 237-238). Symetryczny jest
n-kat foremny. Na symetrie tréjkata réwnobocznego skladaja sie trzy obroty i trzy
odbicia lustrzane wzgledem srodkowych bokéw.

W kontekscie pewnej calo$ci méwimy w tej pracy (za G. Polya) o symetrii, jesli
calo$é ta ma czelci, ktére po zamianie daja te sama calosé.

H. Weyl formuluje w [31] pewne epistemologiczne uwagi o symetrii i stawia hipo-
teze, ze wszystkie sqdy a priori fizyki maje swe Frédto w symetriz” ([31], s. 123-126).
Teze a priori, ze réwne ciezary musza si¢ réwnowazy¢ na wadze o réwnych ramio-
nach, Archimedes oparl na symetrii ukladu mas wzgledem plaszczyzny srodkowej
wagi. Z symetrii wynika, ze przy rzucaniu kostki dla kazdej ze Scian jej wypadnie-
cie jest jednakowo prawdopodobne. Ze wzgledu na symetrie mozemy w specjalnych
przypadkach przewidywaé a priori przyszly bieg rzeczy ([31], s. 125).

Do tych epistemologicznych uwag o symetrii H. Weyl dodaje kolejna, dotyczaca
interpretacji morfologicznych praw krysztaléw na gruncie dynamiki atomowej: ...je-
zeli jednakowe atomy wywierajg na siebie wzajemnie takie sity, Ze jest mozliwy stan
rownowagi calego zespotu atomdw, to atomy ustawiajg si¢ w stenie réwnowagi z ko-
nieczno$ci w regqularny uktad punktéw. (...) Nic wiec dziwnego, ze w krysztatach spo-
tykanych w przyrodzie reprezentowane sq mozliwe rodzaje symetrii w bogactwie naj-
réznorodniejszych postaci... ([31], s. 126).
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Symetrie przyrody ujawniaja sie w kazdej skali, od struktury czasteczek subato-
mowych do calego wszech$wiata. Wiele czasteczek chemicznych jest symetrycznych.
Symetrie odnajdujemy w strukturze komérki. WyraZnie symetryczne sa wirusy. Syme-
tryczne sa krople deszczu i gwiazdy, wiry wodne i galaktyki, pszczele plastry, meduzy
i wiekszo$¢ kwiatéw.

W fizyce okresla sie symetri¢ czgsteczek jako ich wlasnos¢ charakteryzujaca nie-
zmienniczo$¢ rozkladu gestosci elektrondéw w czasteczce lub rozkladu atoméw w czas-
teczce wzgledem okreslonych przeksztalcen, np. obrotéw. Méwi sie takze o symetrii
teorii fizycznej jako o przeksztalceniu podstawowych dla tej teorii wielkosci fizycznych,
zmieniajacym rozwigzania réwnan tej teorii w inne ich rozwiagzania, np. przesuniecia
w czasie i odbicia wzgledem wyréznionego punktu s3 symetriami czasoprzestrzeni
(por. [17]), Suplement, s. 32). Symetria lezy u podstaw unifikacji sit elektrycznych
i magnetycznych w jedng sile elektromagnetyczna. Symetrie réwna Maxwella doty-
czacych elektryczno$ci i magnetyzmu, sprowadzaja sie do tego m.in., ze jesli wszystkie
symbole dla pola elektrycznego zamienimy z symbolami pola magnetycznego, to uzy-
skamy te same réwnania (por. [28], s. 111). , Fizykéw mozna okreslié jako mysliwych
polujgcych na symetrie: w pewnym sensie réznig sie oni od pozostalych ludzi tym,
Ze odnajdujg w przyrodzie coraz bardziej ukryte i coraz bardziej fundamentalne sy-
metrie” ([21], s. 10 oraz [22]). ,Symetrie praw przyrody, a w szczegdlnodci symetrie
oddziatywari fundamentalnych®, s¢ nowym wyrazem od dewna poszukiwanej harmonii
Wszechswiata” ([12], s. 8).

»Symetria determinuje réwnania wielu teorii fizycznych i okresla niektére wazne
wlesnosci rozwigzari tychie rownan nawet wowczas, kiedy nie umiemy ich rozwigzaé.
Z symetrii wynikajg klasyczne dogmaty fizyki: prawa zachowania energii, pedu, mo-
mentu pedu, tadunku. Symetria odgrywa role klucza, podstawowego narzedzia, przy
intensywnych poszukiwaniach teorii jednolicie opisujgcej cztery fundamentalne od-
dziatywania przyrody (silne, stabe, elektromagnetyczne ¢ grawitacyjne). Innymi stowy
symetria lezy u podstaw dynemiki, ktdra jest fundamentem istnienia , elementarnych
cegietek” calej obecnie znanej materii Wszechswiata. Co wigcej, symetrie i oparte na
nich préby zbudowania jednolitej teorii oddziatywan fundamentalnych dostarczajg co-
raz wigcej informacji o narodzinach Wszechswiata, pierwszych chwilach jego istnienia
1 pierwszych etapach jego ewolucji” ([21], s. 10-11).

Wedlug Pitagorasa, Platona i Keplera u podstaw praw przyrody tkwi symetria
jako wyraz piekna i harmonii ([21], s. 9).

3. Symetrie w procesie tworzenia probabilistycznego modelu — symetrie
a organizacja fazy matematyzacji

Rozwazania dotycza ziarnistych (dyskretnych) przestrzeni probabilistycz-
nych.

1Cztery oddzialywania fundamentalne przyrody to: grawitacyjne, elektromagnetyczne,
silne (oddzialywanie to wiaze nukleony w jadrze atomowym, jak tez kwarki w nukleonie)
i stabe (oddzialywanie to powoduje rozpad czasteczek, oddzialywanie to narusza rézne zasady
symetrii, ktére obowiazuja w pozostatych oddzialywaniach fundamentalnych) — por. [21],
s. 114-115.
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31, Ziarnista, czyli dyskretna przestrzen probabilistyczna

Niech 2 bedzie dowolnym, co najmniej dwuelementowym i co najwyzej
przeliczalnym zbiorem, p za$ funkcja zbioru Q w zbidr liczb rzeczywistych,
nieujemny i taka, ze Z p(w) = 1. Na zbiorze Z = 29 okreélmy funkcje P:

weN

0, gdy A=0,

P(A) = p(w), gdy A= {w},
Z p(w), gdy A jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
wEA

Nietrudno wykazaé, ze (2, Z, P) jest przestrzenig probabilistyczng w sensie
definicji aksjomatycznej (por. [29], s. 55-57). Nazywamy ja ziarnistg, albo dys-
kretng przestrzenig probabilistyczng (por. [29], s. 7). Funkcje p nazywamy roz-
ktadem prawdopodobieristwa na zbiorze 2. Pare (f2,p) takze nazywamy prze-
strzenia probabilistyczna.

Niech 2 bedzie zbiorem s-elementowym. Funkcja p okredlona na 2 wzorem:
p(w) = % dla kazdego wefd, jest rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze 2.
Nazywamy ja rozktadem klasycznym, a pare (2,p) — klasyczng przestrzenig
_probabilistyczng. Jesli przestrzen probabilistyczna (12, p) jest klasyczna, zbiér
ma s elementéw i A jest k-elementowym podzbiorem zbioru 2, to P(A) = %

Tak okreélong funkcje P nazywamy prawdopodobieristwem klasycznym.

Niech (2, p) bedzie przestrzenia probabilistyczna, g za$ bijekcja ze zbioru
Q na zbidr 2. Jesli

Voeal@ = g(w) = p(@) = p(w)],

to méwimy, ze bijekcja g zachowuje prawdopodobieristwo.
Jesi ACQiBcCQig(A) =B, to P(A) = P(B).

Przestrzenie probabilistyczne (1, p1) i (2, p2) nazywamy izomorficznymi,
jesli istnieje bijekcja g ze zbioru 2; na zbidr Q5 i taka, ze

Voea, Voen,[@ = g(w) = p2(®) = p1(w)].

Méwimy w tym przypadku, ze bijekcja g zachowuje prawdopodobieristwo oraz,
ze ustala izomorfizm.

Przestrzen probabilistyczna (2, p) uznajemy za model probabilistyczny do-
Swiadczenia losowego d jesli (2 jest zbiorem wynikéw (czyli tzw. 2darzeri elemen-
tarnych) do$wiadczenia d, funkcja p za$ przypisuje kazdemu wynikowi praw-
dopodobienstwo, z jakim doswiadczenie moze zakonczyé sie tym wynikiem?

2Uznawanie danej przestrzeni probabilistycznej za model do§wiadczenia jest kwestia po-
dejmowania decyzji a nie dowodu matematycznego
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(por. [25], s. 24). Modelem doswiadczenia d jest klasyczna przestrzen probabi-
listyczna, ilekro¢ wszystkie wyniki tego do§wiadczenia sa (wedlug naszej o nim
wiedzy) jednakowo prawdopodobne.

Niech 2 = {o,7} i p(0) = p(r) = 1. Klasyczna przestrzen probabilistyczna
(?,p) uwazamy za model rzutu moneta. Litera o oznacza wynik wypadnie
orzel, litera r — wynik wypadnie reszka.

Decyzje o uznawaniu wynikéw do$wiadczenia losowego za jednakowo praw-
dopodobne sg na ogét oparte na pewnych symetriach. Chodzi tu np. o symetrie
kostki, czy monety, ale takze o symetrie kotka i ukladu tych kotkéw na desce
Galtona (zob. [25], s. 15 i 31). Sa to symetrie geometryczne. Ale w gre moga
tu wchodzié takze symetrie innej natury.

Przez Up.. 0znaczamy urne, w ktérej jest b kul bialych i ¢ czarnych, przez
Us za§ — urne, w ktorej jest s kul ponumerowanych od 1 do s (b,ci s sa
ustalonymi liczbami naturalnymi).

Podstawa decyzji o uznawaniu za jednakowo prawdopodobne wszystkich
mozliwych wynikéw losowania kuli z urny Ug.y (z urny Uy,), sa jednakowe liczby
kul biatych i kul czarnych (jednakowe liczby kul o poszczegélnych numerach).

3.2. Ziarnista przestrzen probabilistyczna w interpretacji geometrycznej

Narzuémy prostokatna sie¢ na kwadrat o polu 1 (rys. 1). Funkcja, ktéra
kazdemu z oczek przypisuje jego pole, jest rozkladem prawdopodobieristwa na
zbiorze oczek tej sieci. ‘

wp g .
wy 4 L
w3 3 4
L : oo
123456
a) b) c)
Rysunek 1.

Niech §2; oznacza zbiér 36 kwadratowych oczek sieci z rys. 1b). Funkcje,
ktéra kazdemu z oczek przypisuje liczbe % (a wiec jego pole), oznaczmy przez
p2. Para (22, p2) jest klasyczna przestrzenia probabilistyczna. Mozemy jg uwa-
zaé za model rzutu dwiema réznymi kostkami do gry.

W przypadku nieskoriczonej sieci z rys. 1¢) pole oczka n wynosi (%)" dla
n = 1,2,3,.... Funkcja p3, ktéra oczku przypisuje jego pole, jest rozkladem
prawdopodobieristwa na zbiorze Q3 = {1,2,3,...}. Para (23,p3) jest prze-
strzenig probabilistyczng. Jest ona modelem powtarzania rzutu monets tak



Symetrie a proces matematyzacji, rachunki i dedukcja w rachunku prawdopodobieAstwa 141

dlugo, az wypadnie reszka. Oczko n prezentuje wynik: reszka wypadnie po
raz pierwszy w n-tym rzucie (liczba n jest kodem tego wyniku).

33. Préba Bernoulliego

Niech u bedzie dowolng liczba rzeczywista z przedziatu (0,1). Niech 2 =
{0,1} i p(1) = u i p(0) = 1 — u = v. Do$wiadczenie losowe, ktérego modelem
jest powyzsza przestrzen probabilistyczna (2, p), nazywamy prébg Bernoulliego,
albo krétko — prdbg i oznaczamy przez d§_,. Wynik oznaczony cyfra 1 na-
zywamy sukcesem, wynik oznaczony cyfra 0 — porazkg, liczbe u nazywamy
prawdopodobieristwemn sukcesu. Probg Bernoulliego jest losowanie kuli z urny
Upc, sukcesem nazywamy w tym przypadku wylosowanie kuli czarnej. Jest tu
u= B’i_c Prébg Bernoulliego jest rzut moneta, sukcesem nazywamy wyrzucenie

reszki. Jest tu u = 1.

34 Drzewo stochastyczne i symetrie a konstruowanie modelu probabilistycznego
dos$wiadczenia przebiegajqcego etapami

Wynik doS§wiadczenia losowego przebiegajacego etapami przedstawiamy ja-
"ko ciag wynikéw kolejnych etapéw. Rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze
2 wynikéw dos$wiadczenia wieloetapowego okre§lamy za pomoca tzw. requly
mnozenia dla drzew stochastycznych (por. [25], s. 34). Kazdy wynik reprezen-
tuje na drzewie pewna galaZ. Iloczyn liczb przypisanych kolejnym krawedziom
galezi drzewa stochastycznego nazywamy jej wagg. Funkcja p, ktéra kazdej ga-
tezi drzewa (a tym samym wynikowi reprezentowanemu przez te galaz), przy-
porzadkowuje jej wage, jest rozkladem prawdopodobiefistwa na zbiorze galezi
(a tym samym na zbiorze ). Te idee konstrukcji przestrzeni probabilistycznej
na przykladzie losowania bez zwracania kuli z urny Us,; tak diugo, az zostanie
wylosowana kula czarna ilustruje rys. 2. Przez w; oznaczono wynik:
kula czarna zostanie wylosowana za j-tym razem, j = 1,2 3,4.

NG @
go\é\./

_____ - 1
1 O !
2 3.1 1
———————— - =D
4 3 4
8L - 321 (=]
[

Rysunek 2.
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Drzewo stochastyczne k-krotnego losowania bez zwracania kuli z urny U,
(k < s) cechuja wyrazne symetrie. Kazda galaz sklada sig z k krawedzi. Kolej-
nym krawedziom kazdej galezi (liczac od korzenia drzewa) odpowiadaja liczby:
L — pierwszej krawedzi, ;27 — drugiej krawedzi, -5 — trzeciej krawedzi,
vy =377 — Ostatnie], k-tej krawedzi. Z tych symetrii wynika, ze wagi wszyst-
kich galezi sg réwne. OkreSlona regula mnozenia funkcja p jest klasycznym
rozkladem prawdopodobienistwa na zbiorze 2 wynikéw omawianego losowania.
Analogiczne symetrie mamy w przypadku k-krotnego losowania ze zwracaniem
kuli z urny U,. Z symetrii drzewa wynika, ze rozklad prawdopodobienistwa na
zbiorze wynikéw k-krotnego rzutu moneta, okreslony za pomoca reguly mno-
zenia dla drzewa stochastycznego, jest rozkladem klasycznym. Symetrie umoz-
liwiajg wykorzystywanie drzewa stochastycznego do konstruowania przestrzeni
probabilistycznej bez jego rysowania.

Symetrie drzewa stochastycznego, o jakich mowa, zdaja sie byé warunkiem
nie tylko wystarczajacym, ale i koniecznym na to, aby funkcja p okreslona
regula mnozenia byta klasycznym rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze
galezi drzewa. Drzewo stochastyczne z rys. 2 nie jest symetryczne. Funkcja
p okredlona regula mnozenia jest klasycznym rozkladem prawdopodobienstwa
na zbiorze {w;,ws,ws,ws}. Symetrie drzewa stochastycznego nie sg zatem ko-
nieczne do tego, aby rozklad prawdopodobienstwa (okreslony regula mnozenia)
byl klasyczny.

L. Symetrie a btqdzenia losowe jako jednorodne tafcuchy Markowa

Niech d bedzie jednorodnym laricuchem Markowa o zbiorze stanéw S =
{1,2, ...,s} i niepustym zbiorze stanéw pochlaniajacych. Laricuch taki okre-
Slony jest tréjka (S, o, @), gdzie Wy jest wektorem stochastycznym s-wymia-
rowym, @ za$ macierzg stochastyczng stopnia s. Kazda taka tréjka jest z kolei
algebraiczna prezentacja grafu stochastycznego Engla z niepustym brzegiem
(zob. [25], s. 281-282). W takim sensie méwimy dalej o grafie stochastycznym
do$wiadczenia losowego d. Jedli wp jest wektorem, ktérego j-ta wspélrzedna
jest réwna 1, to tréjke (S,uo, Q) zastepujemy para (S, Q), wezel reprezentu-
jacy stan j jest na grafie wezlem startowym.

41, Symetrie a redukcje zbioru stanéw

Symetrie moga by¢ podstawa redukcji zbioru stanéw jednorodnego lancu-
cha Markowa. Dzieki symetriom mozna upraszczaé obliczanie prawdopodobien-
stwa przej$¢ z danego stanu do dowolnego stanu pochlaniajacego.

Rozwazmy symetryczne bladzenie losowe po wielo$cianie foremnym. Ustal-
my jeden lub dwa wierzchotki wielo$cianu jako wezly brzegowe. Nazywajmy je
metami. W ustalonym wierzchotku stawiamy czastke. W kolejnych jednostkach
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czasu (ta umowa pozwala wprowadzaé¢ do rozwazan warto§¢ oczekiwang) lo-
sujemy jedng z krawedzi wychodzacych z wierzchotka, w ktérym znajduje sie
czastka, przy czym kazdej z krawedzi odpowiada jednakowe prawdopodobien-
stwo. Czastke przesuwamy wzdluz wylosowanej krawedzi. Losowanie krawedzi
i przemieszczanie czastki powtarzamy tak dlugo, az czastka trafi do jednej
z met. Takie bladzenie losowe jest jednorodnym lanicuchem Markowa o niepu-
stym zbiorze stanéw pochlaniajacych. Z uwagi na symetrie, gdy chodzi o role
poszczegllnych wierzchotkéw wieloScianu w tym bladzeniu, mozna w zbiorze
wierzchotkéw wieloscianu wprowadzié¢ relacje réwnowaznosciowa, ktéra klasy-
fikuje te wierzchotki i prowadzi do redukcji zbioru stanéw. Symetryczne bta-
dzenie losowe po wielocianie foremnym mozna interpretowac jako bladzenie
losowe po grafie stochastycznym Engla o liczbie wezléw mniejszej niz liczba
wierzcholkéw wielo$cianu.

Niech j bedzie wierzchotkiem wieloScianu, m za$ metay. Przez P(j ~ m)
oznaczamy prawdopodobienstwo, z jakim w opisanym bladzeniu czastka trafi
z wezta j do wezla brzegowego m. To prawdopodobienstwo rozpatrujemy w nie-
skoficzonej (ale przeliczalnej) przestrzeni probabilistycznej indukowanej przez
graf stochastyczny (por. [19], s. 32). Prawdopodobienistwo, o ktérym mowa,
jest na ogdl suma pewnego szeregu, ale dzieki symetriom, mozna je czasami
znajdowa¢ elementarnymi Srodkami.

Rozwazmy symetryczne bladzenie losowe po szescianie. Czastka startuje
z ustalonego wierzchotka startowego s (zob. rys. 3a). W kolejnych jednostkach
czasu losowana jest jedna z trzech wychodzacyh z tego wierzchotka krawedzi,
przy czym kazdej z tych krawedzi odpowiada prawdopodobienstwo % Bladzenie
konczy si¢ wraz z dotarciem czastki do przeciwleglego wierzchotka m (meta).
Wierzchotki sze$cianu sa stanami (por. [9], s. 214).

a)

Rysunek 3.

Z symetrii (gdy chodzi o role wierzchotkéw na drodze od wezla s do m)
wynika, ze wierzcholki oznaczone liczbg 1 na rys. 3b) tworza ten sam ,stan”
bladzenia. Z kazdego z nich wychodza dwie krawedzie do wierzchotka 2 i jedna
do wierzchotka 0. Analogicznie ten sam ,stan” tworza wierzcholki oznaczone
liczba 2. Dzieki symetriom zbiér oémiu stanéw redukuje sie do czteroelemen-
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towego zbioru S = {0,1,2,3}. Macierz Q prawdopodobiefistw przejs¢ jest tu
postaci

o ow O
OwW O =
O OoOwn o
—_we- 0 O

Niech wp = [1,0,0,0,]. Tréjka (S, wp, @) jest algebraiczng prezentacja grafu
stochastycznego z rys. 4. Czas bladzenie po szeécianie jest czasem bladzenia po
tym grafie (odmierzanym liczba krawedzi trasy bladzenia).

win

AN
o 3]
A,

Wi
wi

Rysunek 4.

W analogiczny sposéb redukuje sie liczbe stanéw w przypadku symetrycz-
nego bladzenia po figurze z rys. 5a), jesli bladzenie rozpoczyna sie w wierz-
chotku s i konczy wraz z dotarciem czastki do wezla m.

Rysunek 5.

Z symetrii, gdy chodzi o role danego wezla na drodze od startu s do mety
m w rozwazanym bladzeniu, wynika, ze wezly oznaczone na rys. 5b) ta samg
liczba sa réwnowazne.

4.2. Symeiryczne btqdzenie po wieloscianie foremnym z dwoma ustalonymi wierzcho-
tkami jako weztami brzegowymi

Ustalmy dwa wierzcholki a i b wielo§cianu foremnego jako wezly brzegowe
(mety) i rozwazmy symetryczne blgdzenie losowe po tym wieloicianie. W kaz-
dym wierzchotku wpiszmy prawdopodobienstwo, z jakim bladzaca czastka trafi
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do mety a. Dla kazdego wierzcholka j wieloScianu jest
P(j~b)=1-P(j~ a).

Rysunek 6 prezentuje plaski obraz czworoécianu foremnego z dwoma usta-
lonymi wierzcholkami a i b jako metami. Z symetrii wynika, ze z kazdego wierz-
cholka réznego od mety, prawdopodobienistwo, z jakim w bladzeniu symetrycz-
nym po tej bryle czastka dotrze do wierzcholka a, jest réwne %

Rysunek 6.

Rozwazmy symetryczne bladzenie losowe po sze$cianie z dwiema ustalo-
nymi metami a i b. W kazdym z wierzchotkéw wpisano prawdopodobienstwo
dotarcia z tego wezla do mety a. Wpisane w wierzchotkach liczby (prawdopo-
dobienistwa) znaleziono w oparciu o symetrie.

Rysunek 7.

W przypadku opisanym na rys. 7a) mamy

solf1pl 1) 2
3 2 2/ 3

W przypadku z rys. 7b) jest

1
p=gll+(1-2)+(1-2), eyl x=§.
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W sytuacji, ktérg prezentuje rys. 7¢) mamy:

u=3ly+y+(1-2z),
y=3l+(1-2)+1],
azatemz =3 =3%iy=2.

Rysunek 8 przedstawia plaski obraz dwunastoscianu foremnego z dwoma
ustalonymi wierzchotkami a i b jako metami.

Rysunek 8.

Liczby % (jako prawdopodobienstwa) wpisane w niektérych wierzcholtkach
wynikaja z symetrii. Ponadto z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym
(i z symetrii) wynika, ze:

%(v+1+%),
=j(u+w+v),
v+z+1),
=iw+w+(1-2z).

u
v
w
T
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Mamy wiec uklad réwnan

_ 3
Ju—-v=3,
2v—u—w=0,
_1
w—-v—-z=3,

4 - 2w =1,

z ktérego wynika, ze
2 g 24 .2 ;oo 20
U=3g 1 V=73, W=33, 1 T= 3-

43. Klasyczne zadanie o ruinie gracza a symetrie

W tzw. klasycznym zadaniu o ruinie gracza (por. [25], s. 134 oraz [9], s. 40)
mowa jest o nastepujacej grze losowej. Gracz G, ma a ztotéwek, gracz G ma ich
b. Wynik rzutu moneta rozstrzyga, ktéry z graczy przekazuje zlotéwke przeciw-
nikowi. Rzut moneta i przekazywanie zlotéwki przeciwnikowi powtarzane jest
tak dlugo, az kapital jednego z graczy zmaleje do zera. Méwimy wtedy o ru-
inie gracza. Prawdopodobienistwo, ze gracz G, zostanie zrujnowany oznaczmy
przez h(a). Stan kapitalu gracza G, po kolejnym rzucie monety przedstawmy
jako punkt na prostej. Przebieg zmian stanu kapitalu gracza G, interpretu-
‘jemy jako bladzenie losowe po osi calkowito-liczbowej. Mozliwe stany tworza
zbiér S = {0,1,2,...,a - 1,a,a+1,...,a + b}. Jest to bladzenie symetryczne
(przejécie z dowolnego stanu & do stanu k — 1 jest tak samo prawdopodobne
jak przejscie do stanu k.+ 1dla 0 < k < a +b). Jest

h(k)=%[h(k—1)+h(k+1)] i hO)=1 i h(a+b)=0.

Funkcja h jest wiec ciagiem arytmetycznym (h(0), h(1), h(2),..., h(a+b)), gdzie

h(k) =1- A5 dlak=0,1,...,a+b. Jest zatem
a b

h(a)=1- = .

(a) a+b a+bd

Z symetrii wynika, ze prawdopodobienistwo ruiny gracza G, jest réwne

a

h(b) = a+b

Zalézmy, ze o przegranej i wygranej zlotéwce przez gracza G, decyduje
wynik préby dj_,. Jesli zakonczy sig¢ ona sukcesem, to gracz G, wygrywa zlo-
téwke od gracza Gy, jesli porazka — to gracz G, traci zlotéwke przekazujac ja
graczowi Gy. Niech h*(a) oznacza prawdopodobiefistwo ruiny gracza G, w opi-
sanej grze. Liczba v = 1—u jest prawdopodobienstwem, z jakim w jednej prébie
zlotéwke wygra gracz Gy. Jeli u # v, to (por. [25), s. 134-135)
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1- ()

h“(a) S Tw.

Z symetrii wynika, ze prawdopodobienistwo ruiny gracza G, jest réwne:

1- (%)
h¥(b) = —E“) .
1- (;)a+b
Nietrudno sprawdzié, ze ten sam wynik uzyskamy obliczajac prawdopodobien-
stwo ruiny gracza G, ze wzoru

h*(b) = 1 — h*(a),

ktéry wynika z twierdzenia o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego.

5. Symetrie w schematach urnowych a dedukcja i rachunki w modelach
probabilistycznych tych schematow

5.1. Bijekcja jako podstawa symetrii w kombinatoryce

Symbol (}) oznacza liczbe k-elementowych podzbioréw zbioru n-elemen-
towego. Znana w kombinatoryce tozsamo$é (i) = (,”,) wynika z symetrii,
istotg ktérych jest fakt, ze kazdemu k-elementowemu podzbiorowi wybranemu
ze zbioru n-elementowego odpowiada wzajemnie jednoznacznie jeden podzbiér
(n — k)-elementowy (jest nim zbiér pozostalych elementéw) i na odwrét. Mowa
tu o pewnej bijekcji, ktéra ustala réwnoliczno$é: zbioru k-elementowych kom-
binacji i zbioru (n — k)-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego.

Oto egzemplifikacja tej, opartej na symetrii, argumentacji adresowanej do szkoly.

Dwie ki6dki ki1 i k2 sa zamykane na szyfr. Na kazdej jest 10 przyciskéw ponu-
merowanych od 0 do 9. Aby otworzy¢ klédke k; nalezy nacisnaé 4 przyciski. Aby
otworzy¢ klddke k2 trzeba nacisnaé 6 przyciskéw. W obu przypadkach numery przy-
ciskéw otwierajacych klédke stanowia szyfr znany tylko wlascicielowi klédki. Aby
rozstrzygnac, w przypadku ktorej klddki jest mniejsze prawdopodobieristwo trafienia
na kombinacje stanowiaca szyfr (przy dobieraniu przyciskéw ,na chybil trafit”), wy-
starczy rozstrzygnaé, ktéra z liczb (%) i () jest wigksza. Kazde cztery naciénigte
przyciski (stanowia one czteroelementowsa kombinacje zbioru {0, 1,2, ...,9}) okreslaja
jednoznacznie zbiér szeSciu przyciskéw nienacisnigtych (tj. szeScielementowa kombi-
nacje tego zbioru) i na odwrét. Ta bijekcja uzasadnia réwnoéé (%) = ().

Czasami w zapisie P(A), w miejsce litery A oznaczajacej zdarzenie, wpisu-
jemy stowny opis tego zdarzenia.

W przypadku n-krotnego powtarzania préby dj_, jest:

P(doktadnie k sukceséw) = P(dokladnie n — k porazek),

P(co najwyzej k sukceséw) = P(co najmniej n — k porazek).
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n

Réwnosé (7) = (,",) jest podstawa symetrii, z ktérych wynika, ze w n-krotnym
1
powtarzaniu préby dZ_; zachodzi (dla k = 0,1,...,n) réwnos¢:

P(dokladnie k sukceséw) = P(dokladnie k porazek).

5.2. Bijekcja jako podstawa izomorfizmu przestrzeni probabilistycznych

Rozwazmy do$wiadczenia losowe:
d;: losowanie dwu kul z urny Uj.o,
dz: losowanie trzech kul z urny Us.o,
ds: losowanie k kul z urny U,, gdzie k < s,
dy: losowanie s — k kul z urny U,.
Niech (2, p;) oznacza model probabilistyczny do§wiadczenia d; (j = 1,2, 3,4).
Wynik: w§réd dwu wylosowanych kul jest j biatych i k czarnych oznaczmy
przez wjxk. Jest wiec Q) = {was0, Wix1,wos2} i

6

3 . 1
pl(wz.o) = ﬁ 1 Pl(wlu) = ‘1—0 1 Pl(whz) = E

Przez Wj., oznaczmy wynik do$wiadczenia dz: wSréd trzech wylosowanych
kul bedzie j bialych i k czarnych. Mamy wiec Q@ = {@3x0,@2+1,W1s2}-
Jedli z urny Us.g wylosujemy dwie kule, to trzy kule pozostale w urnie
tez sa wylosowane. Wylosowanie trzech kul bialych z urny Us.. jest zatem tak
samo prawdopodobne jak wylosowanie dwu kul czarnych z tej urny, czyli

(por. [24], s. 32-33).

. 1
P2(T3x0) = P1(wox2) = 0

Analogicznie jest

_ 6 . _ 3
p2(@241) = pr(win) = o ! P2(@1e2) = p1(waeo) = T
Przestrzenie probabilistyczne (21, p1) 1 (Q2, p2) s3 izomorficzne. Bijekcja, ktéra
ustala ten izomorfizm, jest funkcja g : Q; — Q3 okres$lona wzorem:

g(w]'.k) = U(S—j)t(2—k) dla ] = 0, 1,21 k= 0, 1,2 i _] + k = 2.

Niech w bedzie wynikiem doéwiadczenia d3. Jest wiec w kombinacja k-ele-
mentowa zbioru S = {1,2,3,...,s}, tj. zbioru numeréw kul w urnie U,. Zbiér
kul pozostalych w urnie jest wynikiem do$wiadczenia d;. Przez @ oznaczmy
zbiér S\ w. Jedli (©2;,p;) jest modelem probabilistycznym do$wiadczenia d;
(j = 3,4), to funkcja g ze zbioru Q3 na zbiér Q4, okreslona wzorem

gw)=S\w dla we Q3

jest bijekcja zachowujaca prawdopodobieristwo (oba modele s klasycznymi
przestrzeniami probabilistycznymi). Modele probabilistyczne tych do§wiadczen
s3 izomorficznymi przestrzeniami probabilistycznymi.
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5.3. Bijekcja jako podstawa symetrii we wnioskowaniach dotyczqeych prawdopodobie-
fistwa

WyjdZzmy od typowego zadania z rachunku prawdopodobienistwa:
e Po potasowaniu 13 kart pikowych karty zostang roztozone w rzedzie. Obliczy¢
prawdopodobiefstwo, ze as trafi na wczesdniejsze miejsce niz walet (zdarzenie A).

W zadaniu chodzi o obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A w mo-
delu probabilistycznym rozkladania w rzedzie 13 pikéw. Tym modelem jest
klasyczna przestrzen probabilistyczna (2, p), gdzie Q jest zbiorem permutacji
zbioru 13 kart pikowych. W klasycznej przestrzeni probabilistycznej jest P(A)
ilorazem liczby wynikéw rozkladania, ktére sprzyjaja zdarzeniu A (as jest wcze-
$niejszym wyrazem permutacji niz walet) i liczby 13! (tj. liczby wszystkich
permutacji). Mamy zatem

P(A) = 1211411110100 211111 111(124+11410+..4+2+41) _ 2oz
- 13! - 11!.12-13 - 1213 2°

Ale ten sam wynik mozna uzyskaé natychmiast, korzystajac z symetrii. Uka-
zemy jej istote w konteksScie ogélniejszego zadania:

e Z urny U, losujemy s razy bez zwracania kule. Niech j, k € {1,2,...,s}ij # k.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia:

A = {kula o numerze j zostanie wylosowana wczesniej niz kula o numerze k}.

W rozwigzywaniu obu zadan chodzi o stosowanie kombinatoryki do oblicza-
nia prawdopodobieristwa klasycznego. Tymczasem rozwigzanie zadania wynika
natychmiast z pewnych symetrii. WprowadZzmy do rozwazan zdarzenie
B = {kula o numerze k zostanie wylosowana wcze$niej niz kula o numerze j}.
Model losowania jest klasyczna przestrzenia probabilistyczna. Wynika to z pew-
nych symetrii. Niech w bedzie wynikiem sprzyjajacym zdarzeniu A. Jest wiec
w permutacja zbioru {1,2,..., s} i taka, ze liczba j jest wyrazem wczeéniejszym
niz liczba k. Niech ciag @, powstaje z ciagu w przez zamiane rolami liczb j i k
(ciag @ jest tzw. transpozycjg t;x permutacji w, por. [21], s. 47). Ciag @ jest
wynikiem sprzyjajacym zdarzeniu B. Funkcja h(w) = @ jest bijekcja ze zbioru
A na zbiér B (h(A) = B), ktéra zachowuje prawdopodobieristwo. Ten fakt jest
podstawa, symetrii, z ktérych wynika, ze P(A) = P(B). Zdarzenia A i B sa
przeciwne, a wigc P(4) = P(B) = 1.

W zadaniu z kartami bijekcja h zamienia rolami dwie karty: asa i waleta,
w rzedzie 13 roztozonych kart.

Jedli X jest zmienng losowa w przestrzeni probabilistycznej (€2, p), to przez
Qx oznaczamy zbidr jej wartosci, a wiec zbiér X (Q2). Jesli z; € Qx, to przez
{X=z;} oznaczamy zdarzenie: {zmienna losowa X przyjmie wartos¢ z;}, a
wiec zbiér {w € Q : X(w) = z;}. Prawdopodobiefistwo zdarzenia {X=z;}
oznaczamy przez P(X=z;).

Rozwazmy urne U,. Niech k < s. Rozwazmy dwa do$wiadczenia losowe:
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d¥,: k-krotne losowanie ze zwracaniem kuli z urny U,
d¥,: k-krotne losowanie bez zwracania kuli z urny U,.

Kazdemu wynikowi losowania przypiszmy sume numeréw wylosowanych kul.
Taka suma (méwimy o niej przed losowaniem) jest zmienna losowa w modelu
probabilistycznym rozwazanego losowania. W obu przypadkach ten model jest
klasyczna przestrzenia probabilistyczng (por. [25], s. 257). W przypadku do-
éwiadczenia d¥, te zmienna losowa oznaczmy przez X, w przypadku doéwiad-
czenia df, — przez Y.

e Wynik losowania d¥, jest k-wyrazowa wariacja zbioru S = {1,2,...,s}. Jest
Qx = {k,k+1,k+2,...,k-5s—1,k-s}. Rozwazmy dwa zdarzenia: {X=k + j}
i{X=k-s—j}dlaj=0,1,2,...,ks—k, tj. takich j, dla ktérych k+ j € Qx.
Niech w bedzie wynikiem sprzyjajacym zdarzeniu {X=k + j}. Jest wiec w =
(al,ag,...,ak) igqg€Sia;+az+...+ar=k+j. Niech@w = (bl,bQ,...,bk),
gdzieby =s—a;+1dlal € {1,2,...,k}. Jest

bi+bo+...+bpk=k-s—(k+j)+k=k-s5—7,

a zatem ciag W sprzyja zdarzeniu {X=k-s—j}. Dla j =0,1,2,...,k-s—k,
funkcja hi,(w) = @ jest bijekcja ze zbioru wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu
{X=k + j} na zbiér wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu {X=ks — j}. Bijek-
cja hi, ustala ich réwnolicznosé. Z faktu, ze zbiory te sa zdarzeniami w kla-
sycznej przestrzeni probabilistycznej wynika, iz ich prawdopodobienistwa sg
réwne. Wspomniana bijekcja jest podstawa symetrii, z ktérych wynika, ze dla
J=0,1,2,... ks — k (tj. takich 7, ze k + j € x) zachodzi

P(X =k +j) = P(X = ks — j).

e Wynik do$wiadczenia dfz jest k-wyrazowa wariacja bez powtdrzen zbioru S.
Mamy tu:

mz'nQy=1+2+...+k=1_12~_'¢.k=k:t2k2 ;
mazlly =s+(s—1)+(s—-2)+...+(s—k+1)= [s+(s—2k+1)]-k _ 2k3_2k2+k
a wiec

b

k+k? k+k? k + k2 2ks —k® +k
Qy = 1 ey ———————— ).
Y { 9 ) 2 +1, 2 + 21 ) 2 }
W do$wiadczeniu dfz kule o numerach 1,2,...,k zostana wylosowane z takim
samym prawdopodobienstwem, jak kule o numerach s,s—1,5s—2,...,s—k+1,

a wiec

P(Y:#-k)zP(Y:W-k),
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czyli

2 _ 12
p(v-ttR) _p (v BocFk)

Wykazemy, ze dla kazdego j = 0,1,2,...,k - s — k2, tj. takiego j, dla ktérego
k4k 4§ € Qy, zachodzi réwnosé:

2 1.2
P(Y=k+k +j)=P(Y=2ks k +k_j)'

2 2

Niech w bedzie wynikiem sprzyjajacym zdarzeniu {Y=-"—1;,E- +3}. Jest wiec
w=(c1,¢2,...,¢k),gdziec; € Sici # cpdlal #mici+co+...+cp = H5"—2+j.
Niech @ = (dy,ds,...,d;), gdziedi =s—¢g+1dlale {1,2,.. .,k}. Jest

k+ k2 2ks —k?+k
d1+d2+...+dk=k-s—( + +j)+k=s—+_‘

2 Js

a zatem cigg W sprzyja zdarzeniu {Y:W -7}

Dla kazdego j = 0,1,2,...,k-s — k2, funkcja h';z (w) = T jest bijekcja ze zbioru
wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu {Y=1°i2"3 + j} na zbiér wynikéw sprzyja-
jacych zdarzeniu {Y:w — j}. Bijekcja hiz stanowi podstawe symetrii,
z ktérych wynika, ze dla kazdego j = 0,1,2,...,ks — k? (tj. takiego j, ze
ﬁ;"—z + j € Qy) zachodzi réwnos¢:

2 12
P(Y:k';k +j>=P(Y=2ks 2lc +k—j>.

W obu wnioskowaniach pojawia si¢ bijekcja okreslona przez ,,przenumero-
wanie kul”, tj. odwzorowanie, ktére kazdej kuli o numerze j z urny U, przypisuje
kule 0 numerze s—j (j = 1,2,...,s).

5.4. ,Jesli wylosowane kule majq wtasnos$¢ c, to pozostate w urnie majq wtasnosé
(3* i wynikajqce z tego faktu symetrie

e 7 losowaniem dwu kul z urny Us,; zwiazmy dwa zdarzenia:

A = {obie wylosowane kule beda tego samego koloru},

B = {kazda z wylosowanych kul bedzie innego koloru}.
Roéwnosé P(A) = P(B) wynika z symetrii, istota ktérych jest to, ze ilekroé dwie
wylosowane kule sa tego samego koloru, to dwie pozostale w urnie (a wigc takze
wylosowane) sa réznych koloréw i na odwrét (zob. rys. 9, odcinek przedstawia
tu dwie wylosowane kule).
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OO(j/OO—OO\(:OO o O
é). e O e O o—e O e

Rysunek 9.

Takze z symetrii (teraz chodzi o symetrie roli koloru kul) wynika, ze w przy-
padku urny Uj.3 jest réwniez P(A) = P(B).

o Z réwnoczesnym losowaniem n kul z urny U(z,_1)«1 zWiagZmy zdarzenia:
Ap = {wszystkie wylosowane kule beda biale},
B, = {wéréd n wylosowanych kul bedzie kula czarna}.

Po wylosowaniu n kul z urny U(2,_1)«1, W tej urnie pozostaje n kul. Sg to
takze kule wylosowane. JeSli wynik réwnoczesnego losowania n kul sprzyja
zdarzeniu A, to pozostale w urnie kule stanowia takze wynik losowania n kul
z urny U(zn_1)«1 i ten wynik sprzyja zdarzeniu By,. Jest i na odwrét. Z symetrii
wynika, ze P(A,) = P(B,). Zdarzenia A,, i By, sa przeciwne i réwnocze$nie
jednakowo prawdopodobne, a wiec P(4,) = P(B,) = 3.

W ostatnim losowaniu zbiér 2n kul zostaje losowo rozbity na dwa réwno-
liczne podzbiory. Jest tak samo prawdopodobne, ze czarna kula trafi do jednego
z tych podzbioréw, jak i ze trafi do drugiego. Jest to inne, takze oparte na sy-
metriach, uzasadnienie faktu, ze P(A,) = P(B,).

e Z dwukrotnym losowaniem bez zwracania kuli z urny Up., (n > 1) zwigzmy
zdarzenia:

A = {w obu losowaniach trafimy na kule tego samego koloru},

B = {wylosowane kule beda réznych koloréw}.

Whiosek, ze P(A) = =% i P(B) = 525, mozna uzyska¢ wprost z pewnych
symetrii. Je§li pierwsza wylosowana kula jest

— biala, to wéréd 2n — 1 pozostalych kul jest n — 1 bialych i n czarnych,

— czarna, to wéréd 2n — 1 pozostalych kul jest n — 1 czarnych i n bialych.
Te dwa przypadki sg symetryczne. Niezaleznie od tego, jaki kolor ma pierwsza
wylosowana kula, wéréd 2n—1 kul pozostalych jest n—1 kul tego samego koloru.
Prawdopodobienstwo, ze obie wylosowane kule beda tego samego koloru jest
zatem réowne %, prawdopodobienstwo, ze kula wylosowana za drugim razem

bedzie innego koloru niz kula wylosowana za pierwszym razem jest réwne 5.

¢ Opisane wyzej zdarzenia A i B rozwazmy teraz w kontekscie dwukrotnego lo-
sowania ze zwracaniem kuli z urny U,,.,. Niezaleznie od koloru kuli wylosowanej
za pierwszym razem w urnie mamy n kul tego samego koloru co kolor juz wylo-
sowanej kuli i n kul innego koloru. Na podstawie symetrii prawdopodobienistwo
tego, ze za drugim razem wylosujemy kule tego samego koloru co za pierwszym
razem jest wigc réwne 5- i jest ono réwne prawdopodobienistwu tego, ze w kaz-
dym losowaniu trafimy na kule innego koloru, czyli ze P(A) = P(B) = 1.
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5.5. Zestaw urn jako niezmiennik przebarwiania a pewne symetrie

Niech Z = [Upyxcys Ubgregs - - - s Ub,sc,] 0zZnacza zestaw urn z kulami bialtymi
i czarnymi. Kolejnoé¢, w jakiej te urny rozpatrujemy w zestawie, nie ma znacze-
nia i pewne urny w zestawie mogga by¢ identyczne3. Tak wiec Z = [Upuc, Ucas)
jest zestawem dwu urn, w jednej jest b kul bialtych i ¢ czarnych, w jednej ¢ bia-
tych i b czarnych. Pewien zestaw pieciu urn przedstawia rys. 10.

cee CQee cee [ 2 X J [ 2N BN J
O 0O O 0O O OO OO0e cewe
U4t2 U4n2 U4'2 U2¢4 Uln-5

Rysunek 10.

Przez przebarwianie urny (przebarwianie zestawu urn) rozumiemy dalej
procedure f, ktéra kazda kule bialg w urnie (kazda kule bialg w kazdej urnie
zestawu urn) zamienia na czarng i kazda kule czarng — na bialg. Jest wiec
f przeksztalceniem urny w urne, badZ zestawu urn w zestaw urn. Mamy np.
f(Usxe) = Ucab, f([Usa2,Usa1]) = [U2ss, Urd)-

Przez dz_,uy—r oznaczamy dalej nastepujace do§wiadczenie losowe: naj-
pierw losujemy urne z zestawu Z, dajac kazdej z urn réwne szanse, a nastepnie
— nie zagladajac do wylosowanej urny — losujemy zen kule. Ze schematem
urnowym dz_,y_k zZwigZzemy zdarzenia:

B, = {wylosowana kula bedzie biata}, C; = {wylosowana kula bedzie czarna}.

e Niech Z = [Upuc, Ucxs]- Z do$wiadczeniem losowym dz_,y_x zwigzmy takze
zdarzenia:

B = {na poczatku zostanie wylosowana urna Uy..},

C = {na poczatku zostanie wylosowana urna Uc¢.;}.

Z twierdzenia o prawdopodobienistwie calkowitym wynika, ze:

P(C1) = P(B) - P(C1|B) + P(C) - P(C1|C) = } - g + L - 52 = L.
Zdarzenia B, i C) sa przeciwne, a zatem P(B) =1-P(C;) =1-3 = 1.

Whiosek, ze P(B;) = P(Cy) = %, wynika wprost z symetrii. Przebarwianie
f odwzorowuje dany zestaw urn w ten sam zestaw (f(Z) = Z) i kazda z urn ma
w losowaniu réwne szanse, a zatem nie ma podstaw, aby wylosowanie kuli bialej
uwazaé¢ za mniej (lub bardziej) prawdopodobne niz wylosowanie kuli czarne;.

Przebarwianie f, ktére przeksztalca urne (zestaw urn) w te sama urne
(w ten sam zestaw urn), przypomina izometrie jako szczegélne przeksztalcenie
w geometrii, dajace podstawy do wnioskowan przez symetrie.

W przypadku urn Us.; i Uy.s, zdarzenia B, C;, B i C oraz ich prawdo-
podobienistwa w interpretacji geometrycznej prezentuje rys. 11. Pionowe linie

3Jako obiekt matematyczny tak rozumiany zestaw urn jest kombinacja ze zwracaniem
pewnego zbioru urn.



Symelrie a proces matematyzacji, rachunki i dedukcja w rachunku prawdopodobiefistwa 155

podzialu kwadratu o polu 1 odpowiadaja losowaniu urny, poziome — losowaniu
kuli z tej urny. W tej interpretacji P(C}) jest polem zakreskowanego sektora,
P(B,) jest polem bialego sektora. Jest P(B;) = P(Ch).

Rysunek 11.

e Niech Z = [Ug—i)a1,Uis=2)s2 -+ s Ure(s—1))- Z do$wiadczeniem losowym
dz_u—~k zwiazmy zdarzenia B;, Cy oraz zdarzenia:

D; = {na poczatku zostanie wylosowana urna Ug,_jy,j}, i =1,2,...,5s — L.
Jest P(D;) = = i P(C1|Dj;) = % Z twierdzenia o prawdopodobienstwie
calkowitym wynika, ze

P(Cy) = ZP(D - P(C1|Dj) 1Zj s(s — 1)2 2333_—11) %
J=1

Jest P(B1) = 1~ P(C1), a wigc P(By) = P(C1) = 1.

W przypadku s =4 zdarzenia zwiazane z doswiadczeniem losowym dz_,y -
i ich prawdopodobienstwa (takze warunkowe) w interpretacji geometrycznej
prezentuje rysunek 12. Pionowe linie podzialu kwadratu o polu 1 odpowiadaja
losowaniu urny, poziome — losowaniu kuli z wylosowanej urny. W tej geome-
trycznej interpretacji P(C;) jest polem zakreskowanego sektora, P(B;) za§ —
polem bialego sektora. Réwno$é P(B;) = P(C;) wynika zatem z réwnosci pél
tych sektoréw. Geometryczna interpretacja przestrzeni probabilistycznej jako
modelu omawianego tu schematu urnowego pozwala ujawniaé kolejny aspekt
symetrii (réwnos¢ pél) jako podstawy wnioskowan probabilistycznych.
Réwnoéé P(B;) = P(C)) wynika wprost z symetrii, ktérych istota jest to, ze:
— w losowaniu urny kazda z urn ma takie same szanse,
— przebarwianie zestawu urn nie zmienia tego zestawu (f(Z) = 2).

Wydaje sie, ze réwnoéé f(Z) = Z jest warunkiem nie tylko wystarczajacym,

ale i koniecznym na to, aby (zwigzane z do$wiadczeniem dz_,py_,«) zdarzenia
B, i C; byly jednakowo prawdopodobne. Wykazemy, ze tak nie jest.
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P(B,|D;)
V| — P(BiIDy)
P(B:\|D;) —~
7 —— P(C1|D)
P(C1|D)) — %7 — P(GiIDy)
D1 D2 D3
Rysunek 12.

W rozmieszczeniu kul w urnach na rys. 10 nie ma wspomnianych symetrii
(przebarwianie f zmienia zestaw urn). W przypadku tego zestawu Z i doswiad-
czenia dz_,y—k jest réwniez P(B;) = P(C1). Pewne asymetrie tego rozkladu
kul zdaja sie sugerowac, ze powinno by¢ inacze;j.

Uge2 Ugu2 Ugu2 U244 Ures

Rysunek 13.

e Mamy fif;—ll kul bialych i 1(32;11 czarnych, ktére rozmieszczono w s — 1
urnach tak, ze w kazdej urnie jest s kul. Jest Z = {Us,ucy, Ubgacys-- -+ Ub,_15c,_1)
ibj-i-Cj =sdlaj=1,2,...,s=1iby+b+...+bs_1=c1+c2+... +cs-1.
Rozwazmy do$wiadczenie losowe dz_,y— . R6wnosé¢ P(B;) = P(C;) wynika
z pewnych symetrii, ktére mozna ,przelozy¢” na symetrie geometryczne. Kwa-
drat o polu 1 podzielmy najpierw pionowymi liniami na s — 1 réwnych slupkéw.
Kazdy reprezentuje urne. Stupek odpowiadajacy urnie Up.. podzielmy liniag po-
ziomg na czeSci: bialg i zakreskowana (czarng), proporcjonalnie do liczb kul
bialych i czarnych w tej urnie. Zdarzenie C; jest w tej interpretacji zbiorem
zakreskowanych oczek, zdarzenie B, jest zbiorem biatych oczek (por. rys. 13,
ktoéry odpowiada zestawowi urn z rys. 10).

Pole sektora bialego jest w tej interpretacji prawdopodobienstwem wyloso-
wania kuli bialej, pole zakreskowanego sektora — prawdopodobienistwem wylo-
sowania kuli czarnej. Réwnoéé prawdopodobienstw tych zdarzen wynika z réw-
no$ci pdl tych sektoréw.
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Zauwazmy, ze zestaw Z, o jakim mowa, ma nastepujace wlasnoéci:
— w kazdej z urn zestawu Z jest jednakowa liczba kul,
— we wszystkich urnach jest lacznie tyle samo kul bialych co i czarnych.

Te wlasnosci zestawu urn (skladaja sie one na nowy typ symetrii) wystarczaja
do réwnoéci prawdopodobieristw zdarzen By i C;.

Jesli Z jest zestawem n urn z kulami bialtymi i czarnymii w kazdej z urn jest
taka sama laczna liczba kul, to prawdopodobieristwo wylosowania kuli czarnej
w do$wiadczeniu losowym dz_,u— jest ilorazem lacznej liczby kul czarnych we
wszystkich urnach i tacznej liczby kul we wszystkich urnach (por. [25], s. 131).
Prawdopodobienistwo wylosowania kuli czarnej w opisanym do$wiadczeniu jest
prawdopodobieristwem wylosowania kuli czarnej z urny, ktéra powstaje z sy-
pania do jednego pojemnika zawartoéci wszystkich urn zestawu Z (por. [18])%.

Jesli liczby wszystkich kul w kazdej z urn sa jednakowe i liczba wszystkich
kul bialych jest réwna liczbie wszystkich kul czarnych, to — majac na uwa-
dze geometryczna interpretacje przestrzeni probabilistycznej — jednostkowy
kwadrat zostaje podzielony na n réwnych stupkéw, a kazdy z nich na s réw-
nych oczek (s jest liczba wszystkich kul w kazdej urnie). Kwadrat jednostkowy
zostaje zatem podzielony na n x s przystajacych oczek. Liczby oczek bialych
i czarnych s3 réwne, a zatem sektor bialy i sektor czarny maja réwne pola.

o Niech Z = [U(y—1)e1,Us—2)s2, - - -, Uru(s-1)]. Z kazdej urny zestawu Z losu-
jemy k kul, ktére nastepnie wkladamy do pojemnika. Z tak powstalej urny

k(s—1 . . , .
U,f‘; ) losujemy n razy ze zwracaniem kule. Rozwazmy zdarzenia:

B; = {wylosowana za j-tym razem kula bedzie biala},

C; = {wylosowana za j-tym razem kula bedzie czarna} (j = 1,2,...,n).
W przypadku k = s jest P(B;) = P(C;) = ;. Wezmy dowolne k < s. Z sy-
metrii wynika, ze P(B;) = P(C:). Nie ma bowiem powodéw, aby twierdzié,
ze wylosowanie kuli bialej z urny Uﬂ';_l) jest bardziej (lub mniej) prawdopo-
dobne niz wylosowanie kuli czarnej. Podstawa decyzji o uznawaniu zdarzen B,
i C1 za jednakowo prawdopodobne jest i to, ze f(Z) = Z. Kule losujemy ze
zwracaniem, a zatem P(B;) = P(C;) dlaj =1,2,...,n.

Wprowadzmy do rozwazan zwigzanych ze zdarzeniami B; i C; prawdopodobieni-
stwo warunkowe. Wydaje si¢ oczywiste, ze informacja, jaki kolor ma kula wylosowana
za j-tym razem, nie wplywa na prawdopodobienstwa zdarzen B;4 i Cj41, a wiec ze
np. P(Bj4+1|B;) = P(Bj+1) = }. Kule losujemy bowiem ze zwracaniem, z tej samej
urny. Wydaje sie zatem, ze zdarzenia B;41 i Bj, a takze zdarzenia Bj,, i Cj, a takze
Cj+1 1 Cj, a réwniez zdarzenia Cj41 1 Bj, sa stochastycznie niezalezne. Tymczasem
jest inaczej. Zdarzenia B; 41 i B; (a takze kazde dwa pozostale z wyzej wymienionych)
sa zalezne. Mamy tu przyklad niewlasciwego kojarzenia stochastycznej niezaleznosci
ze schematem losowania ze zwracaniem.

4Ten fakt mozna odkryé dzieki geometrycznej interpretacji przestrzeni probabilistyczne;.
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6. Zmienna losowa i symetrie

6.1. Rozktady i momenty pewnych zmiennych losowych a symetrie

Niech X bedzie zmienng losowa w przestrzeni probabilistycznej (12, Z, P).
Jesli zbiér Qx wartosci zmiennej losowej X jest co najwyzej przeliczalny, to
rozklad zmiennej losowej X (jako prawdopodobiefistwo generowane na prostej
przez zmienng losowg X, por. [25] s. 210) jest okreSlony jednoznacznie przez
funkcje px : x — R okreslong wzorem px(z;) = P(X=z;) dla z; € Qx.

W [6] przytacza si¢ nastepujace zadanie o krzestach:

1. Przy okragtym stole, przy ktérym stoi s krzeset, losowo zasiadto ¢ < s 0séb.
WSsréd nich pan Jan. Jaka jest oczekiwana liczba p wolnych miejsc miedzy panem
Janem a jego sasiadem?®

Odpowiedz p = #5¢ uzyskano w drodze prostego rozumowania opartego
na symetriach. Symetrie, o ktérych mowa, uznano za synonim losowo$ci. Sama
losowo$¢ utozsamiana jest z rozkladem klasycznym.

W [25] (s. 177-178) znajduje sie nastepujace zadanie: -

2. W grze uczestniczy czterech graczy: G1,G2,Gs i G4. Kazdy wptaca z ztotéwek
za wstep do gry. Gracz G, tasuje karty petnej talii (52 karty) i wyktada po jednej
tak dtugo, az wytozy asa. Reszte kart przekazuje graczowi G3, ktéry wyktada po
jednej karcie tak dtugo, az wylozy asa. Pozostate karty przekazuje graczowi G3,
ktéry wyktada po jednej karcie tak dtugo, az wytozy asa. Reszte kart przekazuje
graczowi G4, ktéry wyktada po jednej karcie tak dtugo, az wytozy asa. Kazdy
wygrywa tyle ztotéwek, ile wyltozy kart. Czy mozna ustali¢ kwote z, aby opisana
gra byta sprawiedliwa dla kazdego z graczy? Jaka odpowiedz podsuwa Ci intuicja?

Problemy, o ktérych mowa w tych zadaniach, s3 w istocie identyczne. Wszy-
stkie mozna interpretowaé w kontekscie losowego rozmieszczenia k kul na s po-
numerowanych miejscach. Dla kazdej z kul losuje sie miejsce, na ktére ona trafi
(kazdemu z miejsc dajac za kazdym razem réwne szanse), przy czym wyloso-
wane miejsce nie bierze udzialu w nastepnym losowaniu.

Rozwazmy w tym konteksScie kolejne zadanie:

3. Z urny Upse, przy czym b 2> 2 i ¢ 2 2, bedzie losowana bez zwracania kula tak
dtugo, az zostanie wylosowana kula czarna. Liczba wyciagnietych kul (méwimy o
niej przed losowaniem) jest zmienng losowa T'. Znalez¢ jej warto$¢ oczekiwang.

Jest E(T) = ;%1- + 1. To rozwiazanie mozna uzyskaé bez znajomosci roz-
ktadu zmiennej losowej T. Podstawa wnioskowania mogg by¢ pewne symetrie.
Niech b + ¢ = s. Rozwazmy ciag s miejsc ponumerowanych od 1 do s.
Mozna przyjaé, ze losowanie trwa az do opréznienia urny i ze kula wylosowana

5w cytowanym tekscie zmieniono niektére oznaczenia
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za j-tym razem trafia na j-te miejsce (j = 1,2,...,s).

Niech X; oznacza liczbe bialych kul wylosowanych do momentu uzyskania
czarnej kuli po raz pierwszy. Jest wiec X; liczbg poczatkowych miejsc ,zaje-
tych” przez kule biale oraz T'= X; + 1.

Niech X, bedzie liczba kul bialych wylosowanych po uzyskaniu kuli czarnej
po raz pierwszy, ale przed uzyskaniem kuli czarnej po raz drugi. I ogélnie: przez
X oznaczmy liczbe kul biatych lezacych pomiedzy (j—1)-sza a j-ta z kolei kula
czarng. Przez X 41 oznaczmy liczbe kul biatych znajdujacych sie na koncu. Jest
X1+ Xo+...4+ X 41 =0, awiec

EXi+Xo+...+Xcq1) =0

Kazda ze zmiennych losowych X;, X,,...,X.41 ma ten sam zbiér wartosci.
Z symetrii wynika, ze rozklady zmiennych losowych X1, Xs,..., X.4+1 sa iden-
tyczne, a zatem (c+ 1) - E(X;) = b, czyli E(X,;) = ;%, a wiec

b

Osoby, o ktérych mowa w zadaniu 1., interpretujmy jako kule czarne. Pro-
cedure opisang w zadaniu 1. mozna interpretowaé jako losowanie bez zwracania
kuli z urny U,_c)«c, Przy czym kolejno wylosowang kule kladziemy na kolejne
z s ponumerowanych miejsc (tym razem te miejsca ustawione sa w krag). Pan
Jan moze by¢ w tej interpretacji czarng kula wylosowanga za pierwszym razem.

W przypadku drugiego zadania jest s = 52 i ¢ = 4. Zmienna losowa X; + 1
jest wygrang gracza G;. Gra jest sprawiedliwa dla gracza G jeli jego oplata za
udzial w grze jest réwna wartosci oczekiwanej jego wygranej. Skoro E(X; + 1)
nie zalezy od j, to odpowiedz na postawione w drugim zadaniu pytanie jest
pozytywna.

6.2. Symelrie rozktadu zmiennej losowej a jej warto$¢ oczekiwana

Zalézmy, ze zbiér Qx wartoéci zmiennej losowej X jest skoriczony. Niech
px(z;) = P(X=z;) dla z; € Qx. Interpretujmy liczbe px (z;) jako mase sku-
piong na osi liczbowej w punkcie z;. W tej fizycznej interpretacji rozktad zmien-
nej losowej jest rozkladem jednostkowej masy na osi liczbowej, E(X) za$ jest
srodkiem ciezkosci owego ukladu mas.

Jezeli zbidr N x, jako zbiér punktéw na osi liczbowej, ma $rodek symetrii
w punkcie m i

Ve;cax Jzcax |m= MTZ" A px(z;) = px(zk)|,
to punkt m nazywamy srodkiem symetrii funkcji px. Prosta £ = m jest osig
symetrii wykresu funkcji px. W interpretacji fizycznej rozkladu px taki punkt
m jest §rodkiem ciezkosci, a wiec m = E(X).
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e Niech X bedzie sumga liczb oczek uzyskanych w rzucie s kostkami. Jest Qx =
{s,s+1,s+2,...,s-6}. JeSli wynik rzutu s kostkami sprzyja zdarzeniu {X =3},
to po odwrdceniu kostek uzyskujemy wynik sprzyjajacy zdarzeniu {X=7s —j}
i na odwrét. Przeksztalcenie g, o jakim tu mowa, jest bijekcja, ktéra zachowuje
prawdopodobieristwo. Jest g({X=3}) = {X=7s — j} dla kazdego j € Qx, a
wiec P(X=j) = P(X=7s—j). Rozklad zmiennej losowej X posiada wiec érodek

symetrii®, a zatem E(X) = 2486 =1 .5,

e Rysunek 14 prezentuje klasyfikacje zbioru wynikéw rzutu dwiema kostkami
ze wzgledu na liczbe lacznie wyrzuconych oczek. Jest to zarazem prezentacja
ukladu zupelnego zdarzen generowanego przez zmienng losowa X w przypadku
s = 2. Rysunek ten jest kolejnym $rodkiem argumentacji, ze rozklad px ma
$rodek symetrii w punkcie 7. Jest wiec E(X) = 7.

B
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Rysunek 14.

e Suma liczb oczek na kamieniu wylosowanym z zestawu 28 kamieni domina, jest
zmienna losowg Z. Rysunek 15 prezentuje klasyfikacje zbioru kamieni domina
ze wzgledu na sume oczek, a zarazem rozklad zmiennej losowej Z. Rozktad pz
ma $rodek symetrii w punkcie 6, a zatem E(Z) =

L1
0 O | | :
CLICICIACTIE L TN ETS
mmmmmmmmmm
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Rysunek 15.

Niech h bedzie przeksztalceniem, w ktérym kazde pole z liczba j oczek na
kamieniu zostaje zamienione na pole z liczba oczek 6 — 5 ( =0,1,2,3,4,5,6).
Przez A; oznaczmy zbiér tych kamieni domina, na ktérych jest lacznie j oczek
( =0,1,2,...,12). Dla kazdego j = 0,1,2,3,5,6 funkcja h jest bijekcja ze

6Rozumowania oparto na fakcie, ze sumy liczb oczek na przeciwlegtych ciankach kostki
s3 réwne 7. Nalezy tu wspomnie¢ o krytyce tej argumentacji przez H. Freudenthala w [11].
Rozklad zmiennej losowej ma takze §rodek symetrii w przypadku, gdy liczby oczek na kostce
sa rozmieszczone inaczej (por. [26], s. 233-234).
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zbioru A; na zbiér Ajz-; zachowujaca prawdopodobienstwo. Wynika stad, ze
P(Z=j) = P(Z=12-j)dlaj =0,1,2,3,4,5,6, a wiec rozklad pz ma Srodek
symetrii. Z symetrii wynika zatem, ze E(Z) = 6.

e Z urny U,., losujmy réwnoczeénie n kul. Liczba kul czarnych wéréd wyloso-
wanych, jesli o niej méwi¢ na poczatku, jest zmienng losowa W,. Z symetrii,
ktérych istota sa réwne liczby kul biatych i czarnych, wynika ze

PW,=35)=PW,=n—-j) dla j=0,1,2,...,n

Rozklad zmiennej losowej W, ma wiec $rodek symetrii. Jest nim punkt 7 na
osi (por. rys. 16, ktéry odpowiada n = 2), a zatem E(W,) = §

[ ROX.

P(W»=0) P(W:=2)
P(Wa=1)

Rysunek 16.

e Niech u € (0,1). Funkcja ps:{0,1,2,...,n} = (0,1) okreslona wzorem

ps(k) = (:)uk(l —u)" % dlak=0,1,2,...n,

jest rozkladem prawdobodobieﬁstwa. na zbiorze {0,1,2,...,n}. Nazywa si¢ ja
rozkladem dwumienowym. Jesli dj_, jest préba Bernoulliego, to funkcja ps
jest rozkladem zmiennej losowej S, ktéra wynikowi schematu Bernoulliego o n
prébach przypisuje liczbe sukceséw. Z symetrii wzoru (}) = (,”,) wynika, ze
w przypadkugdy u =1—-u = % jest

ps(k) =ps(n—k) dlake {0,1,2,...,n},
a zatem gdy u = 2 , to rozklad dwumianowy ps ma $rodek symetrii w punkcie

= U2 Jest wige

1
E(S) 27 gdyu_§

¢ Rozwazmy k-krotne losowanie ze zwracaniem kuli z urny U;. Zmienna losowa,
X przypisuje wynikowi tego losowania sume numeréw wylosowanych kul. Jest

Ox ={k,k+1,k+2,...,k-s}.

Korzystajac z symetrii wykazali$émy, ze
P(X=k+j)=P(X=k-s—j)dlak+j€eQx,tj.dlaj=0,1,2,...,k-s—k.
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Rozklad zmiennej losowej X ma wiec Srodek symetrii w punkcie "—sz"—", a zatem

k+k-s k-(s+1)
2 2

E(X) =

e Niech Y oznacza sume numeréw kul wylosowanych w k-krotnym losowaniu
2

bez zwracania kuli z urny U, (k < 8). Wykazali$my, Ze dla ﬁzk— +j € Qy, to

jest dla j =0,1,...,k-s — k? zachodzi

2 12
P(Y:k-;k +j)=P(Y=2ks 2k +k_],)

Rozklad py ma zatem $rodek symetrii. Jest nim érednia arytmetyczna naj-
mniejszej i najwiekszej wartosci zmiennej losowej Y. Z symetrii rozkladu py
wynika, ze

ki2k’ + 2ka—2k’.tk _ k(s + 1)
2 -2
Zauwazmy, ze E(X) = E(Y) dlak < s.

E(Y)=

7. Sprawiedliwo$¢ gry losowej a symetrie

71.  Gra losowa z udziatem 7 graczy i jej sprawiedliwo$é

Zal6imy, ze dyskretna (ziarnista) przestrzen probabilistyczna (Q,p) jest
modelem do$wiadczenia losowego d oraz, ze zbiér {4, As,...,A,} jest ukla-
dem zupelnym zdarzen w tej przestrzeni. W grze z udzialem n graczy G,G-,
...,Gn przeprowadza si¢ doSwiadczenie losowe d i jesli zakoriczy sie ono wy-
nikiem sprzyjajacym zdarzeniu A; (jesli zajdzie zdarzenie A4;), to zwycieza
gracz G; (j = 1,2,...,n). Tego typu gre losowa nazywamy sprawiedliwg, jesli
P(A;) = % dla j = 1,2,...,n. Sprawiedliwo$¢ gry oznacza zatem, ze dla kaz-
dego z graczy prawdopodobiefistwo jego zwyciestwa jest jednakowe (potocznie
méwimy, ze szanse graczy sa réwne).

7;2. Gra losowa z udziatem dwu graczy, w kiérej czeka sie na pierwszy sukces

Powtarzanie préby dj_; tak dlugo, az zakonczy si¢ sukcesem, nazywamy
oczekiwaniem na pierwszy sukces ([25], s. 255) i oznaczamy przez d}. Przez
0,-11 oznaczamy ciag n-wyrazowy, ktérego ostatni wyraz jest réwny 1, a
wszystkie wczesniejsze sg réwne 0. Niech 0,31 =w, dlan =1,2,..., Q) =
{w1,w2,ws, ...} oraz p1(wn) = (1 —u)* ludlan = 1,2,3,.... Para (,p1)
jest przestrzenia probabilistyczng. Jest ona modelem-do$wiadczenia d}. Ciag
wy, prezentuje wynik sukces pojawi si¢ po raz pierwszy w n-tej prébie.
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Niech g¥ oznacza gre losowa, w ktérej dwaj gracze G; i G2 powtarzajg na
przemian prébe dy_, i zwycieza ten, kto pierwszy uzyska sukces. Przeprowa-
dzone w tej grze do$wiadczenie losowe jest oczekiwaniem na pierwszy sukces.
Zaléimy ze gracz G, pierwszy wykonuje prébe. W regulaminie gry mowa jest
o dwu zdarzeniach przeciwnych zwiazanych z do§wiadczeniem df:

A, = {sukces pojawi sie po raz pierwszy na nieparzystym etapie},

A, = {sukces pojawi si¢ po raz pierwszy na parzystym etapie}.

Zajscie zdarzenia A; oznacza zwyciestwo gracza G; (j = 1,2). W modelu pro-
babilistycznym oczekiwania na pierwszy sukces jest

1 1—-u

Pl ==y ' P =15aoy

(por. [25], s. 247).

Jest P(A;) > P(A;) dla kazdego u € (0,1). Gra g3 nie jest sprawiedliwa i nie
da sie jej uczynié sprawiedliwg poprzez dobér parametru u.
73. Graf stochastyczny jeko $rodek argumentacji

Oto inne uzasadnienie ostatniego faktu. Przebieg gry g% interpretujmy jako
bladzenie losowe pionka po grafie stochastycznym z rys. 17b.

[ 1-u
Ve w VY u
B--G_@-0  m-e_ o
: o 1-u
a) b)

Rysunek 17.

Ten graf jest plansza do omawianej gry losowej. Na poczatku stawiamy
pionek w wezle s. Po kolejnej prébie przesuwamy éw pionek wzdluz krawedzi
z przypisang liczba u, ilekroé préba zakonczy sie sukcesem, a wzdluz krawedzi
z przypisang liczbg 1 — u, ilekroé préba zakonczy sie porazka. Gracz G 4 zwy-
cieza, gdy pionek dotrze do wezla a. Zwyciestwo gracza G g jest réwnoznaczne
z dotarciem pionka do wezla b. Wezly a i b to wezly brzegowe grafu. Oznaczmy
przez = prawdopodobienistwo dotarcia btadzacego pionka z wezla s do wezla a.
Jestz=u+(1-u)? -z, awiec z= iz Réwnanie

u 1

1—(1-u)? 2

nie ma pierwiastka na przedziale (0,1), a wiec nie istnieje takie u, przy ktérym
gra g3 byltaby sprawiedliwa. Powiemy, ze tej gry g5 nie da si¢ usproawiedliwic
poprzez dobdr liczby wu.
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Wprowadzmy do opisanej gry g3 runde wstepna, ktéra polega na losowaniu
za pomoca monety gracza, ktéry uzyska prawo pierwszenstwa we wlasciwej
grze. Zal6zmy, ze jeSli wypadnie orzel, to pierwszy wykonuje prébe gracz Gy,
jesli wypadnie reszka — to gracz G3. Oznaczmy te nowga gre przez *g%. Graf
stochastyczny z rys. 18 jest plansza do gry *g¥. Jest to graf symetryczny’. Istota
symetrii jest teraz to, ze gdy na grafie bedacym plansza do gry *¢% zamienimy
worta” na ,reszke” i ,reszke” na ,orla” oraz zamienimy rolami wezly a i b,
to otrzymamy znéw graf stochastyczny, ktéry jest plansza do gry *g¥. Z tych
(stochastycznych) symetrii wynika, ze gra * g% jest sprawiedliwa.

Rysunek 18.

7.4. Sprawiedliwos¢ gry i symelrie jako podstawa argumentacji

Dwaj gracze G4 i Gp rzucaja na przemian moneta i zwycieza ten, kto
pierwszy wyrzuci reszke. Plansza do tej gry jest graf z rys. 17a. Préba jest
teraz rzut moneta, sukcesem — wyrzucenie reszki, u = % Zalézmy, ze pierw-
szy rzuca moneta gracz G4. Rysunek 19a) prezentuje kolejna argumentacje
oparta na geometrycznej interpretacji przestrzeni probabilistycznej. Pole bia-
tego sektora jest prawdopodobienstwem, ze w takiej grze g¥ zwyciezy gracz G4,
pole zakreskowanego sektora jest prawdopodobienstwem, ze zwyciezy gracz Gp.
Prawdopodobiefistwo, ze zwyciezy gracz G4 jest réwne %

Wprowadzmy do gry runde wstepna. Rzut moneta rozstrzyga, ktéry z gra-
czy uzyska prawo do pierwszego rzutu. Zalézmy, ze jeSli wypadnie orzel, to
pierwszy rzuca w grze gracz G, jesli reszka — to gracz G 4. Jest to nowa gra,
ktéra oznaczmy przez *gj. Rozwazmy dwa zdarzenia:

A*={zwyciezy gracz G4}, B*={zwyciezy graczGp}.

Sektor zlozony z bialych oczek na rys. 19b) przedstawia zdarzenie A*, jego
pole jest prawdopodobiefistwem tego zdarzenia. Sektor zlozony z zakreskowa-
nych oczek przedstawia zdarzenie B*, jego pole jest prawdopodobiefistwem

7Ma on $rodek symetrii, ale nie ta geometryczna wilasciwosé grafu jest tu istotna. Cho-
dzi tu o symetrie stochastyczne, ktére zostaja zachowane takze i wtedy, gdy graf z rys. 18
narysujemy inaczej, burzac owa geometryczng symetrie.
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tego zdarzenia. Z symetrii wynika, ze pola tych sektoréw sa réwne, a wigc
P(A*) = P(B*). Ta nowa gra jest sprawiedliwa.

] ] ,///
b)

reszka (zaczyna G 4)

orzel (zaczyna Gpg)

Rysunek 19.

8. (Czekanie na serie sukcesdw i porazek oraz wtasnosci tych serii wynikajce
z pewnych symetrii

8.1 Serie sukceséw i porazek. Serie ortdw i reszek

Niech u bedzie dowolng liczba rzeczywista z przedziatu (0,1), df_, za$§
préba Bernoulliego. Wynik m-krotnego powtarzania préby dj_,, tj. m-wyra-
zowa wariacje zbioru {0,1}, nazywamy serig sukceséw i porazek. Liczbe m
nazywamy dugoscig serii. Zapis 00011 oznacza pieciowyrazowa wariacje zbioru
{0,1}. Przedstawia ona wynik pieciokrotnego powtérzenia préby dg_,, czyli
serie sukceséw i porazek o dlugosci 5.

Serie sukceséw i porazek oznaczamy malymi literami a, b, ¢ itd. Dlugosé
serii a oznaczmy przez |a|. Jest np. |001]| = 3, |00011| = 5.

Niech J bedzie funkcja, ktéra kazdej wariacji zbioru {0, 1} przypisuje liczbe
jej wyrazéw réwnych 1. Jedli w = (a1, a2,a3,...,a,) i w € {0,1}", to

JWw)=a1+az+...+an.

Niech g*(j) = 1 —j dla j € {0,1}. Jedli @ = (a1,a2,as,-...,an) jest serig
sukceséw i porazek oraz b = (¢9*(a1),¢*(az2),g9*(as),-..,g*(am)), to b jest tez
serig sukceséw i porazek. Nazywamy ja seri¢ dualng do serii a i oznaczamy
przez @. Jeéli b =@, to a = b (serie a i b mozemy nazywaé seriami dualnyms).
Niech w € {0,1}". Jedli k < n to:
— podciag k-kolejnych poczatkowych wyrazéw wariacji w nazywamy jej po-
czgtkiem o dlugosci k,
— podciag k-kolejnych koficowych wyrazéw wariacji w nazywamy jej koricdwkg
o dtugosci k.
Méwimy ze seria a o dlugosci k zawiera si¢ w serii b o dlugosci m (gdzie
k < m) i zapisujemy a C b, jeSli ciag a jest zarazem podciagiem k kolejnych
wyrazéw ciagu b. Seria 001 zawiera si¢ w serii 10010. Seria 1010 nie zawiera si¢
w serii 11001101.
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Ciag n-wyrazowy postaci 000...01 oznaczamy przez 0,1. Jest to szczegélna
seria sukceséw i porazek o dlugosci n + 1. Analogicznie rozumiemy oznaczenia:
1,0, 10, i 01,.

Jesli u = %, to prébe d§_, moiemy utozsamiaé z rzutem moneta, wy-
rzucenie reszki uznajac za sukces. Seri¢ sukceséw i porazek nazywamy w tym
przypadku serig reszek i ortéw. Seria reszek i orléw o dlugosci m jest kazdy
wynik m-krotnego rzutu moneta. Zapis ooorr oznacza pieciowyrazowa waria-
cje zbioru {o,r}, a wiec wynik pigciokrotnego rzutu moneta, czyli seri¢ reszek
i ortéw o dlugosci 5. Zapis orrr oznacza serie reszek i ortéw o dlugosci 4.

Na zbiorze {o,r} okreslmy funkcje g nastepujaco:

_fo, gdyz=r,
g(?)—{r’ gdy £ = o.

Serie a = (a1,02,03,...,am), gdzie a; € {o,r} dla j =1,2,3,....miag =
(g(a1), g(a2), g(as),--.,g(an)) sa seriami dualnymi. Seria @ powstaje przez za-
miane w serii a wszystkich ,ortéw” na ,reszki” i wszystkich ,reszek” na ,orly”.

8.2. Przestrzen probabilishyczna jako model czekania na serie sukcesdw i porazek.
Czas czekania na serie sukcesdw i porazek

Niech a bedzie ustalona seria sukceséw i porazek o dtugo$ci m. Powtarzanie
préby di_; tak dlugo, az wyniki m ostatnich préb utworza serie a, nazywamy
czekaniem na serig a i oznaczamy przez ds. Niech v =1 — u.

Czekanie na serie a jest doSwiadczeniem losowym o losowej liczbie etapéw.
Wynik do$wiadczenia losowego d¥ (zdarzenie elementarne) jest ciggiem o wy-
razach ze zbioru {0, 1}, co najmniej m-wyrazowym i takim, ze jego koncéwka
o dlugosci m jest serig a i zaden podciag m kolejnych wczesniejszych wyrazéw
nie tworzy serii a. Oznaczmy przez {1, zbiér wszystkich wynikéw czekania na
seri¢ a. Niech

pi(w) = u! @ . yl¥l=I@)  dla kazdego w € N,

gdzie |w| oznacza dlugo$é wariacji w, tj. liczbe jej wyrazéw. Funkcja p¥ jest
rozkladem prawdopodobienistwa na zbiorze €,, a wiec para (R, p%) jest prze-
strzenia probabilistyczna. Jesli u = 1, to p(w) = (})!! dla w € Q,.

Wyrézniajac stany czekania po kolejnych prébach, dos§wiadczenie df staje
sie jednorodnym laficuchem Markowa. Mozna zatem interpretowal przebieg
doswiadczenia d¥ jako bladzenie losowe po grafie stochastycznym Engla. Dla
dos$wiadczenia d%,, taki graf prezentuje rys. 20
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u
v u
(o~
Rysunek 20.

Funkcja T, okreslona na zbiorze Q, wzorem
T,(w) = |w| dla weQ,

jest zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej (4, p,). Nazywamy ja cza-
sem czekania na seri¢ a. Czas czekania na seri¢ a jest:

e liczba préb wykonanych w do$wiadczeniu d? a zarazem

e czasem bladzenia po grafie stochastycznym do§wiadczenia d¥, a odmierzanym
dlugoscig trasy bladzenia.

Z definicji E(T,) jest suma pewnego szeregu. W przypadku niektérych serii
mozna obliczyé¢ E(T,) bez odwolywania sie do rozkladu zmiennej losowej Ty,
a wiec z pominieciem definicji. Srodkiem argumentacji moze byé graf stocha-
styczny a takze pewne symetrie.

e Do serii sukceséw i porazek wlaczamy takze dwie serie dlugosci 1, tj. poje-
‘dyncze wyniki préby Bernoulliego df_, . Przez d} (d}) oznaczamy powtarzanie
préby az do uzyskania sukcesu (porazki). Doswiadczenie d} jest oczekiwaniem
na pierwszy sukces (por. [25], s. 246). Jesli T; oznacza czas trwania doswiad-
czenia losowego dj dla j = 0,1, to E(T1) = 1 (zob. [25), s. 255). Z symetrii
wynika, ze

1 1

ETo) = 1-uv v

¢ Nietrudno zauwazyé, ze Ty = To + 11, a zatem

Z symetrii wynika, ze
’ 1

1—-wu’

Jest wiec E(Tp;) = E(Tho) dla kazdego u € (0,1).

o Warto$¢ oczekiwana czasu czekania na serie a jest funkcja parametru u. Jesli
E(T,) = h(u), to z symetrii wynika, ze E(Tz) = h(1 — u).

Dla kazdego u € (0,1) przestrzenie probabilistyczne ()00, p100) Oraz
(Q001, Poo1) sa izomorficzne (por. [19], s. 76). Z tego izomorfizmu wynika, ze roz-
ktady zmiennych losowych Tyo0 i Too1 53 identyczne, a wiec E(T100) = E{(To01)-
Jest E(T100) = WllTqu i E(Too) = ;(-1—12-)-5, a zatem z symetrii wynika, ze

E(TIO) =
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1
(1 —u)u?’

Niech 1, oznacza serie n sukceséw, 0, za§ — serie n porazek. Jest

E(Ton) = E(Tio) =

BT = ey

Z symetrii wynika zatem, ze

1-(1-u)"
ETo.) =~ —aymu
o Jesli u = %, to rozklady zmiennych losowych T, i T; sa identyczne. Wynika
to z izomorfizmu przestrzeni probabilistycznych (Q4,ps) 1 (3, pz)- Jedli a jest
serig reszek i orléw, to E(T,) = E(T3). Jedli u = 1, to E(Ti00) = 8 (zob.
[25], str. 305-307). Z faktu, ze serie 100 i 011 s3 dualne, wynika, iz E(T¢0) =
E(Ton) =8,gdy u= 3.

83. Przestrzen probabilistyczna jake model czekania na jedng z wielu ustalonych serii
sukcesdw i poraiek i jej pewne wtasnotci

Niech a i b beda ustalonymi seriami sukceséw i porazek. Zalézmy, ze |a| = k
i || = m oraz, ze w przypadku k # m seria krétsza nie zawiera sie w serii
dluziszej. Powtarzanie préby dg_, tak dlugo az:
— wyniki k ostatnich préb utworza serie a, albo
— wyniki m ostatnich préb utworzg serie b,
nazywamy czekaniem na jedng z dwdch serii a lub b i oznaczamy przez di_,.
Niech | = min{k,m}. Wynik doSwiadczenia d?_, jest ciagiem o wyrazach
ze zbioru {0,1}, co najmniej I-wyrazowym i takim, ze albo koncéwka o dhu-
gosci k jest seria a, albo koncéwka o dlugosci m jest serig b i Zaden podciag
k kolejnych wyrazéw wczeéniejszych nie tworzy serii a i zaden podciag m ko-
lejnych wyrazéw wczesniejszych nie tworzy serii b. Zbidér wszystkich wynikéw
doswiadczenia losowego d_, oznaczamy przez (,_;. Niech

Pa_y(w) = ul @ylwl=J(wh) giq kazdego w € Q,4_p.

Funkcja p%_, jest rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze 2,_;, a wiec para

(Qe—b,p%_,) jest przestrzenia probabilistyczna. W przypadku, gdy a i b sa

seriami reszek i ortéw (u = §) jest: p¥_,(w) = (%)l“’| dlaw € Q,_p.
Rozwazmy zdarzenia:

A = {doswiadczenie d*_, zakoiiczy si¢ serig a (seria a pojawi si¢ wczesniej)}.

B = {doswiadczenie d%_, zakoriczy si¢ serig b (seria b pojawi si¢ wczesniej)}.
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Zdarzenia A i B oznaczamy odpowiednio przez {a < b} i {b < a}, a ich praw-
dopodobiefistwa — przez P(a < b) i P(b < a). Zdarzenia {a < b} 1 {b < a} sa
na ogd! nieskoriczonymi (przeliczalnymi) podzbiorami zbioru ,_3, a zatem ich
prawdopodobiefistwa sg sumami pewnych szeregéw liczbowych. W przypadku
niektérych serii a i b te prawdopodobiefistwa mozna znalezé z pominieciem
teorii szeregéw. W rachunkach mozna wykorzystywaé symetrie.

Jesli P(a < b) = P(b < a) = 1, to serie a i b nazywamy jednakowo dobrymi
i oznaczamy a = b. Jesli P(a < b) > P(b < a), to serie a nazywamy lepszg od
serii b i zapisujemy a > b.

8.k. Wtasnodci serii sukceséw i porazek wynikajqce 2 symelrii

Niech d}_, bedzie czekaniem na jedna z serii @ i b sukceséw i porazek.
Prawdopodobienistwo zdarzenia {a<b} jest funkcja parametru u okreslong na
przedziale (0,1).

e Niech P(a<b) = f(u). Zdarzenia {a<b} i {b<a} sa przeciwne, a zatem
P(b<a) =1— f(u).

Jest P(111<011) = »3, a zatem P(011<111) = 1 —u3.

Jest P(100<001) = u + (1 — u)u, a wiec P(001<100) =1 — [u + (1 —uw)u] =
(1-u)2

o Jesli P(a=b) = f(u), to P(@<b) = f(1 —u).

Jest P(11<00) = %3(;—1‘)“')‘—2, a zatem
— z symetrii wynika, ze P(00<11) = gl-—;‘_%'f—_(-“ul_v"ﬁ,

— z twierdzenia o prawdopodobienstwie zdarzen przeciwnych wynika, ze

P(00<11) = 1 — P(11<00) = 1 — 0zel.

Jesli P(11 < 00) = f(u), to: P(00 < 11) =1— f(u) i P(00 < 11) = f(1 — u),
czylil — f(u) = f(1 — u).

Wyrézniajac stany, w jakich moze sie znalezé czekanie po kolejnej prébie,
doswiadczenie dj_, staje sie jednorodnym laricuchem Markowa. Przebieg cze-

kania mozemy interpretowaé jako bladzenie losowe po grafie stochastycznym
tego czekania.

o Rysunek 21 prezentuje graf stochastyczny doswiadczenia djyg_100- Zajicie
zdarzenia {100<000} jest réwnowazne z trafieniem bladzacej po grafie czastki
do wezla (mety) , a to z kolei jest réwnowazne z dotarciem tej czastki do
wezla . Zajscie zdarzenia {000<100} jest réwnowazne z dotarciem bladzacej
czastki do wezla .
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Rysunek 21.

Z grafu wynika zatem, ze

P(000 < 100) =v3 i P(100 < 000) =u+v-u+v? - u=1-12>
Z symetrii wynika zatem, ze w przypadku do§wiadczenia d};;_o;; jest

P(111 < 011) = u® oraz P(011 < 111) = 1 — u®.

e W przypadku serii a = 01,_; i b = 1,, zdarzeniu {1, < 01,_,} sprzyja tylko
jeden wynik czekania d_,. Jest nim ciag 1,, a zatem

P(ln < 01p_1) =y, _,—1,(1n) =u™ i P(0ln_y < 1) =1 —u™
Z symetrii wynika, ze w przypadku doSwiadczenia dj_ _,o_, jest:
P(0,<10,—1) =v™ i P(10,_;<0,) =1—".

e Rozwazmy zdarzenia {10000 < 00001} i {00001 < 10000}, zwigzane z do-
$wiadczeniem dYy00—g0001 - 1l€kroé sukces pojawi si¢ nie pézniej niz w czwartej
probie, to zajicie zdarzenia {00001 < 10000} nie jest juz mozliwe. Aby po suk-
cesie uzyskanym nie pdzniej niz w czwartej prébie mozna bylo doczekaé sie
serii 00001, kolejne cztery proby musialyby zakonczy¢ sie porazka i nastepna
sukcesem. Ale w takiej sytuacji po czterech porazkach uzyskanych pod rzad (po
sukcesie) doswiadczenie d¥go00—o0001 kOTiczy sie, bo wyniki pieciu ostatnich préb
utworzyly serie 10000. Jest wiec P(10000<00001) réwne prawdopodobiefistwu
uzyskania sukcesu nie p6zniej niz w czwartej prébie po raz pierwszy, czyli
u-(1—ut)

P(10000 < 00001) =u+v-u+v?-u+vd -u= e =1-v%



Symetrie a proces matematyzacji, rachunki i dedukcja w rachunku prawdopodobienstwa 171

e Zdarzenia {10000 < 00001} i {00001 < 10000} sa przeciwne, a zatem
P(00001 < 10000) = 1 — P(10000 < 00001) = 1 — (1 — v*) = v*.

W nieskoriczonej przestrzeni probabilistycznej (£210000-00001, P10000—00001) zda-
rzenia {10000 < 00001} i {00001 < 10000} sa nieskonczonymi podzbiorami
zbioru §30000—00001, & Wiec ich prawdopodobienstwa sa sumami pewnych sze-
regéw. Poprzez przejécie do skorniczonej przestrzeni probabilistycznej znalezli-
$émy prawdopodobienstwa zdarzei {10000 < 00001} i {00001 < 10000} bez
odwolywania sie do teorii szeregéw.

¢ Ogdlnie, w przypadku serii a = 10, i b = 0,1 oraz dodwiadczenia d¥_, mamy:
P(10, < 0,1) =1—9v""1 i P(0,1<10,) =v""L.
Z symetrii wynika, ze
P01, <1,0)=1-u""! oraz P(1,0 <01,) =u""1.

Rozstrzyganie, dla jakich u z przedzialu (0,1) powyzsze serie a i b sa jedna-
kowo dobre, sprowadza si¢ do rozwiazywania pewnych réwnan. Poszukiwanie takich
u, przy ktérych a > b lub b > a, prowadzi do rozwiazywania pewnych nieréwnosci.
Problematyka ilustruje tym samym realizacje idei fuzjonizmu ([26], s. 39) na zajeciach
z rachunku prawdopodobienistwa.

85. C(zas czekanianajednq z wielu serii sukceséw i porazek i jego warto$¢ oczekiwana

Niech T,_ bedzie czasem trwania doswiadczenia d%_, odmierzanym liczba
préob wykonanych w tym do$wiadczeniu. Jest wiec T,_ zmienna losowa w prze-
strzeni probabilistycznej (,-s,p%_;) i

To-b(w) =|w} dla we Q.

Jedli doswiadczenie d%_, interpretowaé jako bladzenie losowe po grafie stocha-
stycznym, to T,_; jest czasem bladzenia po tym grafie (czasem odmierzanym
dlugoscia trasy bladzenia). Na ogét E(T,_) jest suma pewnego szeregu. Graf
stochastyczny i symetrie sa w niektérych przypadkach narzedziami znajdowa-
nia E(T,-s) bez odwolywania si¢ do teorii szeregéw (a wiec z pominieciem
definicji wartosci oczekiwanej).

Zmienna losowa Tip_11 jest czasem trwania do$wiadczenia df,_,;. Jego
przebieg mozna rozbi¢ na dwa etapy: pierwszy etap jest oczekiwaniem na pierw-
szy sukces, a wiec jego czas trwania jest zmienng losowg T7. Po uzyskaniu
pierwszego sukcesu kolejna préba koficzy czekanie na jedna z serii 10 lub 11.
Mamy wiec T19-11 = T} + 1, a zatem

14+u
o

1
E(Tlo—ll) = E(T1 + 1) = E(Tl) +1= ; +1=



172 Adam Ptocki

¢ Jest E(T,_p) funkcja parametru u. Niech E(T,—3) = e(u). Z symetrii wynika,
ze E(Ty_;) = e(1 — u). Z faktu, ze E(Tio-11) = * wynika, ze

1+(1-w) _2-u

E(To1-00) = e —1-a

o Jesli u =1 (jesli a i b sa seriami reszek i ortéw), to E(Ta—s) = E(T;5_3).

e Rozwazmy trzy serie sukceséw i porazek:

c=(c1,€2,.--,¢k), a=(c1,¢2,...,¢k,0) 1 b= (c1,c2,...,Ck,1).
Zmienna losowa T,_p jest czasem trwania doSwiadczenia losowego d%_,, na
przebieg ktérego sklada sie¢ czekanie na serie ¢ i pojedyncza préba, ktéra roz-
strzyga jaka serig koriczy sie czekanie. Jest wiec To—p = T+ 1, czyli E(T,_p) =
E(T.) + 1.

Wczesniej rozstrzygnelismy, ze E(Ti00) = E(Too1) = Wﬁf’ Z powyz-
szych rozwazan wynika, ze

1 1+ u(l —u)?
E(T1000-1001) = E(T100) +1 = w1 =)y +1= u(l—u)?
Z symetrii wynika, ze
1 14 (1 - u)u?
E(Tor11-o110) = E 1= 1= :
(Tor11-0110) (Ton) + - wu? + (1 — wyu?

8.6. Symetrie grafu stochastycznego i wynikajqce z nich wnioski

Niech préba bedzie rzut moneta, a i b za$ seriami reszek i ortéw. Czekanie na
jedng z tych dwu serii, jako czekanie na serie sukceséw i porazek w przypadku,
gdy u = §, oznaczamy krétko przez d,_s. Na grafie stochastycznym doswiad-
czenia d,_p, wpisujmy obok krawedzi wynik rzutu moneta, ktéry odpowiada
przejéciu wzdtuz tej krawedzi (zamiast — jak dotad — jego prawdopodobien-
stwa). ‘

Niech a bedzie seria reszek i orléw. Jesli b = @, to graf stochastyczny
do$wiadczenia d,_; ma te wlasno$¢, ze po zamianie kazdej litery o na r i kazdej
litery r na o powstaly graf jest réwniez grafem do$wiadczenia d, . Z symetrii,
o ktérych mowa, wynika, ze P(a<b) = P(b<a), a wiec ze a ~ b.

Z symetrii grafu doswiadczenia dyor~rro (rys. 22) wynika, ze oor =~ rro.

Kazde dwie serie dualne a i a reszek i orléw sa jednakowo dobre, poniewaz
graf stochastyczny doswiadczenia d,—; jest symetryczny.

Zamiana orla na reszke i reszki na orla prowadzi do tego samego grafu
podobnie jak operacja ,przebarwiania” prowadzila od zestawu urn do tego
samego zestawu. Mamy tu zatem do czynienia z pewnymi analogiami.
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,
T
©——lo]—— o] ——[eer]

O

(2]
Rysunek 22.

Dla kazdych dwu serii a i b reszek i orléw (niekoniecznie réwnych dltugosci)
rozpatrywanych w kontekscie dos§wiadczenia d,—; jest

P(a<b)=P(a<b).

Z powyzszej réwnosci (jej podstawg sa symetrie) wynika, ze:

o jesli kazdy z graczy zamieni swojg serie na serie dualng, to ich szanse w grze
Penney’a (por. [25], s. 312) nie ulegna zmianie,

ejesliax b, toaxb,

ejeflia>btoa>b.
Symetrie grafu jako planszy do gry Penney’a, sg czesto blednie pojmowane
jako symetrie geometryczne.

9. Symetryczno$¢ pewnych relacji jako stochastyczny paradoks

Niech Z* bedzie rodzing wszystkich zdarzen w przestrzeni probabilistycznej
(2, Z, P), ktérych prawdopodobiefistwo P jest dodatnie. Okreslmy w zbiorze
Z* trzy relacje:

/B /A<= P(A|B) > P(A)dlaA,B€ Z,

N\: B\ A<= P(A|B) < P(A)dlaA,Be€ Z,

~:B~ A P(A|B)=P(A)dla A,Be€ Z.

Nier6wno$¢ P(A|B) > P(A) (analogicznie P(A|B) < P(A)) orzeka, ze
informacja iz zaszlo zdarzenie B zwigksza (zmniejsza) prawdopodobieristwo
zdarzenia A. Wydaje sie oczywiste, ze relacje /i \, sg antysymetryczne.

Réwno$é %(,!%g—fl = P(A) jest symetryczna ze wzgledu na zdarzenia A i B.

P(ANB

Symetryczna jest nieréwno$é _(PWZ > P(A). Wynika stad, ze
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— jesli P(A|B) > P(A), to P(B|A) > P(B) (relacja  jest symetryczna);
— jesli P(A|B) < P(A), to P(B|A) < P(B) (relacja \, jest symetryczna);
— jesli P(A|B) = P(A), to P(B|A) = P(B) (relacja ~ jest symetryczna).

10. Btedne kojarzenie réwnosci prawdopodobiefistwa z symetriami i nieréwno-
$ci — z asymetriami

Symetrie moga sugerowaé bledne wnioski na temat prawdopodobienstwa.

W przypadku gdy u = % kazde dwie serie sukceséw i porazek o dlugosci
k wydaja sie by¢ jednakowo dobre, sa bowiem jednakowo prawdopodobnymi
wynikami k-krotnego rzutu monetg. Jest to bledny wniosek. Wystarczy rozwa-
zy¢ serie 01 i 11. W przypadku v =  jest P(01<11) = 2 j P(11<01) = L.

W przypadku serii roo i oor mozna moéwié¢ o jeszcze innych symetriach.
Jedna seria jest niejako ”lustrzanym odbiciem” drugiej. Z tych symetrii zdaje sie
wynikac, ze oor=sroo. Mowa tu niejako o wniosku ,serie te sg jednakowo dobre,
bo sa symetryczne”. Ta argumentacja jest jednak bledna, bo P(roo<oor) = 2
(zob. [24], str. 222) O wlasnosciach serii reszek i ortéw, pozornie wynikajacych
z symetrii, wspomina sie w pracy [19].

W grze losuje si¢ dwie kule z urny Us.; i jesli obie wylosowane kule sa tego
samego koloru (zdarzenie A), to zwycieza gracz G 4, jesli kazda z wylosowanych
kul ma inny kolor (zdarzenie B), to zwycieza gracz Gp. Jest P(B) = 2- P(A)
(zob. rys. 23a), a wiec gra nie jest sprawiedliwa.

Na pytanie, jaka kule dolozy¢, aby gra byla sprawiedliwa (aby P(A) =
P(B)), pada natychmiast odpowiedz, ze trzeba dolozyé czarna kule. Taka od-
powiedz zdaja sie uzasadnia¢ symetrie wprowadzone w zbiorze kul (tyle samo
kul bialych co i czarnych). Odpowied? jest bledna. Z rysunku 23b) uzyskujemy
natychmiast uzasadnienie faktu, ze P(A) = -;— # % = P(B). Symetrie Zle sa tu
kojarzone z réownoscig prawdopodobienstwa. Wlasciwa odpowiedZ brzmi: na-
lezy dotozy¢ trzecia kule bialg. Mimo wyraznych asymetrii urny Us.; zdarzenia
A i B sa teraz jednakowo prawdopodobne (zob. rys. 23c).

a)

Rysunek 23.
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1. Zakoficzenie

Symetrie, jak pokazano w pracy, pozwalaja racjonalizowaé¢ matematyczna
dzialalno$é redukujac czasami skomplikowane rachunki do prostych wniosko-
wan. W niektérych przypadkach symetrie moga staé si¢ podstawa blednych
wnioskowan dotyczacych prawdopodobienstwa. Przyklady takich blednych
wnioskowan opartych na symetriach podano w rozdziale 18 pracy [26]. Wy-
krywanie i uzasadnianie na gruncie rachunku prawdopodobiefistwa wnioskéw
sugerowanych przez symetrie i analogie jest specyficzng forma aktywno$ci ma-
tematycznej. Praca poswiecona jest tej formie twérczosci matematycznej.
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