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Abstract. The article deals with analysis of two examples of simple stocha-
stic games. There is mainly examined probability of win of individual
players G4 and Gs. Regarding these probabilities the stochastic games
are consequently devided into fair and unfair.

Wydaje sie rzecza naturalna, ze wszyscy ludzie od urodzenia lubia grac

(w rézne gry) i oczywistym jest takze to, ze malo kto cieszy sie, gdy przegrywa.

Istnieje ogromna liczba gier, ktére wymyslit czlowiek w celach rozrywkowych.

“Niektére z tych gier s3 sprawiedliwe (tzn. gracze maja réwne szanse na zwy-

cigstwo), w innych szanse graczy na zwycigstwo nie sa réwne. Analizg kilku
przykladéw takich gier bedziemy zajmowaé sie w tej pracy.

Przyklad 1. W urnie s3 dwie kule, czarna i biala. Dwaj gracze G4 i Gp
losujg na przemian zawsze jedna kule, ktéra po wylosowaniu wraca do urny.
W ten sposéb uzyskuja oni wspélna seri¢ wynikéw ¢ — czarna, b — biala. Gracz
G 4 losuje pierwszy. Zwycieza ten z graczy, ktéry pierwszy wylosuje k—ta kule
czarng w serii, gdzie k jest liczbg naturalng ustalona na poczatku gry. Ta gra
losowa. inspiruje nastepujace pytania:

Czy jest to gra sprawiedliwa?
Jakie sa szanse na zwyciestwo gracza G 4, a jakie gracza Gg?
Jaki jest wplyw parametru k na szanse kazdego z graczy?

Ll S A

W jaki sposéb mozna przedstawiong gre zmienié tak, aby byla ona spra-
wiedliwa?

Z do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze zwigzmy nastepujace
zdarzenia
Ay = {k-ty raz czarna kula zostanie wylosowana przez gracza G4},
By = {k-ty raz czarna kula zostanie wylosowana przez gracza Gg},
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Rozpatrzmy najpierw sytuacje gdy k = 1. W tym przypadku zwycieza ten
gracz, ktéry pierwszy wylosuje czarna kule. Poniewaz gracz G4 losuje jako
pierwszy a prawdopodobienstwo wylosowania czarnej kuli jest réwne %, zatem:

(1—%)-P(A1)=P<Bl) i P(A)+P(By) =1,

skad wynika, ze

2 1 1
P(A1)= g, P(Bl)=§ oraz |P(A1)—P(Bl)|= §
Prawdopodobieristwo zwyciestwa gracza G 4, ktéry rozpoczyna, jest dwu-
krotnie wieksze niz prawdopodobienstwo zwyciestwa jego przeciwnika w grze,
tj. gracza Gp.

W przypadku k = 2 sytuacja jest bardziej zlozona. Z twierdzenia o praw-
dopodobieristwie catkowitym wynika, ze:

P(Az) = P(A2|A1) - P(A1) + P(A2|B1) - P(By).

Wiemy, ze P(4;) = 2 i P(B;) = }. Z niezaleznosci kolejnych losowan wynika,
ze P(A3|A;) = 1, poniewaz z prawdopodobiefistwem 2 gracz G4 wylosuje
czarng kule jako pierwszy. W tej sytuacji do losowania kuli z urny przystepuje
gracz Gp (w ,drugiej serii” gracze jakby zamienili si¢ miejscami). W analo-
giczny sposéb uzyskamy, ze P(Az|B;) = % Po podstawieniu do powyzszego

wzoru na P(A;3) dostajemy, ze

1_4
379
skad juz w oczywisty sposéb wynika, ze P(B;) = 3.

2

1
P(d2) =33

L2
3

W przypadku k = 2 w lepszej sytuacji jest gracz Gp, ale — calkowicie
zgodnie z nasza intuicja — gra jest ,sprawiedliwsza” (Scislej: jest ,mniej nie-
sprawiedliwa”), poniewaz

1
| P(A2) — P(B2) | = %
Analogiczne wnioski mozna uzyskaé¢ w przypadku k = 3. Mamy
14 13 1
P(4;) = bY& P(Bs) = 7 Voraz | P(A3) — P(Bs) | = 97"

Na podstawie rozwazan dla k = 1,2, 3 mozemy sformulowaé hipoteze co do
postaci rozwigzania dla dowolnego naturalnego k. Dla kazdego k nieparzystego
gra jest korzystniejsza dla gracza G 4, natomiast dla k parzystego gra jest ko-
rzystniejsza dla jego partnera. Wraz ze wzrostem k zmniejszajg sie szanse tego
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gracza, ktory losuje pierwszy, a to oznacza, ze gra staje sie ,sprawiedliwsza”
(bo ,mniej niesprawiedliwa”).

Niech k bedzie dowolng liczbg naturalna. Rozwazmy najpierw k nieparzy-
ste, tj. k = 2n + 1. Obliczajac P(Azn4+1) dostajemy rekurencyjnie pomocnicza
tabele, ktéra zawiera wszystkie mozliwoéci wylosowania (2n + 1)-szej czarnej
kuli:

(2n — 1)-sza (2n)-ta (2n + 1)-sza
czarng kule czarng kule czarng kule | prawdopodobienstwo
wylosuje gracz | wylosuje gracz | wylosuje gracz zdarzenia
GA GA GA P(Agn_]_) . % . %
Ga Gp Ga P(Ayn-1)-2-2
Gs Ga Ga P(Bn-1)-%-1
Gs Gs Ga P(Ban-1)-%- %
Tabela 1.

Z tabeli 1. wynika, ze:

P(Az2n41) =
=. P(Azn-1) - % . % + P(A2n-1) - % : g
+ P(B2n-1) - % : % + P(Bzn-1) - % : %
= %'P(Azn—l) + g - P(A3n-1)
F5 (1= P(Azno)) + 2 - (1= P(A30r))
_ %  P(Agn_1) + g.

Z faktu, ze P(A;) = 2, wynika, ze
ooy < L[ (L (1 (12, 0),4),4) ],
2n+1—9---9 9 9379 9+9 +§
1
2

1
(1 T 32n+1) )

1 1 1
P(Bgn+1) = 5 (1 - W) oraz P(A2n+1) - P(Bzﬂ+1) = W

a zatem
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W przypadku, gdy k = 2n+1, gra jest korzystniejsza dla gracza G 4 i praw-
dopodobienstwo jego zwyciestwa jest o 5,5_1 wigksze niz prawdopodobiefistwo
zwycigstwa gracza Gg.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy k jest liczba parzysta, tj. gdy k£ = 2n.
Analogicznie jak w poprzednim przypadku znajdziemy P(Aj,) rekurencyjnie
wykorzystujac tabele:

(2n - 2)-ga (2n — 1)-sza (2n)-ta
czarng kule czarng kule czarng kule prawdopodobienstwo
wylosuje gracz | wylosuje gracz | wylosuje gracz zdarzenia
Ga Ga Ga P(Azn—3)-%-1%
Ga Gs Ga P(A3n_2)-2-2
GB GA GA P(Bgn_z) . % . -:1;
Gs Gs Ga P(Bzn-2)-%-2
Tabela 2.

Z tabeli 2. wynika, ze:

11 2 2
P(AZn) = P(A2n—2) : 5 ° 5 + P(A2n—2) : § : 5
2 1 1 2
+P(B2n2)" 3 3+ P(B2n-2)- 3°3
1 4
=3 - P(A2n-2) + 9 P(Azn-2)
) 2
+5 (1= P(A2n2) + 5 - (1= P(A2n2))
1 4
= 5 . P(A2H—2) + §-

Z faktu, ze P(A2) = §, wynika, iz
1 1 1 1 4 4 4 4 4
PlAgng2) = = | (= (= (5242} +3) 42} | 4+2
(Azn+2) 9[ (9 (9 (9 9+9)+9)+9) ]+9
1 1
-3 (-m)
a stad juz latwo wyliczamy, ze

1

1 1
P(BZn) = § (1 + 32—n) oraz | P(AZn) - P(an) I: 32_11
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W przypadku, gdy k& = 2n, gra jest — przeciwnie niz to bylo poprzednio
- korzystna dla gracza Gp i prawdopodobiefistwo, ze gracz Gp zwyciezy, jest
o 5%; wigksze niz prawdopodobiefistwo, ze zwyciezy gracz G 4.

Pozostalo jeszcze znalezé odpowiedz na pytanie, jak zmienié regulamin gry,
aby byla ona sprawiedliwa (pytanie 4.). Mozemy to uczyni¢ na kilka sposobdw:

1. Mozna najpierw losowaé gracza, ktéry bedzie losowal kule jako pierwszy.
Mamy na my$li losowanie, w ktérym obaj gracze maja réwne szanse. Tym
samym wprowadzamy do gry runde wstepna. Jest to naturalna metoda
uczynienia gry sprawiedliwa. Latwo wykazaé, ze jedli kazdy z graczy G4
i Gp moze z prawdopodobienstwem % zostaé graczem, ktéry rozpoczyna,
to gra jest sprawiedliwa dla dowolnego naturalnego k.

2. Mozna zmieni¢ prawdopodobienstwo wylosowania czarnej kuli, zmienia-
jac liczby kul bialych i czarnych w urnie.

Zalézmy, ze prawdopodobienstwo wylosowania czarnej kuli z urny wynosi
u, gdzie u € (0,1). Zbadajmy, czy istnieje takie u w przedziale (0,1), aby
gra byla sprawiedliwa? W tym przypadku

PA)=u+(1-w) u+(1-u)' ut+(1-w) ut...= 7 (lu—u)z'.
Rozwigzaniem réwnania iy Y = 1 jest u = 0, a to oznacza, ze w urnie

nie ma czarnych kul, co pozostaje w sprzecznoéci z regulaminem opisanej
gry. Nietrudno zauwazyé, ze jesli u maleje (w urnie wzrasta liczba kul bia-
tych), to gra staje sie coraz bardziej ,sprawiedliwsza”. Nie mozna jednak
dobra¢ skladu urny, aby obaj gracze mieli réwne szanse na zwyciestwo.

3. Mozna dokladaé kule do urny i réwnocze$nie zmieni¢ zasady losowania
nastepujaco: je§li zostanie wylosowana biala kula, to nie wraca ona do
urny (przez to nie bedzie zachowany postulat niezaleznosci kolejnych lo-
sowail). Sytuacje te szczegétowo oméwimy w kolejnym przykladzie.

Przyklad 2. W urnie sg dwie kule biale i dwie czarne. Dwaj gracze G4
i Gp losuja na przemian zawsze jedna kule. Jesli wylosowana kula jest biala,
to wklada sie ja z powrotem do urny, jesli wylosowana kula jest czarna, to nie
zwraca si¢ jej do urny. Gracz G 4 losuje pierwszy. Zwycieza ten z graczy, ktéry
pierwszy wylosuje druga czarng kule z urny. Dla kazdego z graczy znajdZimy
prawdopodobienistwo jego zwyciestwa w takiej grze losowej. Zapytajmy takze,
czy dokladajac do urny kule mozna mozna sprawic, ze gra bedzie sprawiedliwa.

Prawdopopdobieristwo wylosowania z urny pierwszej kuli czarnej jest réwne
. Z przykladu 1. wiadomo, ze gracz G 4 wylosuje pierwszg czarng kule z praw-

1
2
dopodobienistwem %, gracz G p za$ z prawdopodobieristwem %
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Prawdopodobienistwo wylosowania drugiej czarnej kuli jest réwne % (w ur-
nie zostala jedna czarna kula i dwie biale). Gracz, ktéry jako pierwszy stoi
przed szansg wylosowania drugiej czarnej kuli, moze te kule wylosowaé z praw-
dopodobienistwem u, ktére wyznaczymy z nastepujacej réwnosci:

(1—%)-u=(1—u).

Wynika stad, ze u = % al—-u= % Z twierdzenia o prawdopodobieristwie
catkowitym wynika, ze

P(A;) = P(Az|Ay) - P(A1) + P(A2|B,) - P(By).
Wiemy, ze P(4;) = %, P(B1) = }, P(A;]A)) = 2i P(A2|By) = 3, a wigc

2 2 31 7
=2. 242 22 504666
P(Ay) =23 +5 -5 = 1 ~0.4666
Z powyzszych faktéw wynika, ze P(B;) = & ~ 0.5333. Gra losowa nie jest
wiec sprawiedliwa.

Uogélnimy sytuacje z przykladu 2. na przypadek urny, w ktérej sa dwie
kule czarne i n kul bialych. Rozstrzygnijmy, czy mozna znaleZé takie n, aby
omawiana gra byla sprawiedliwa?

Obliczmy najpierw P(A;). Prawdopodobienistwo wylosowania pierwszej ku-
li czarnej wynosi ;25. Liczby P(A,) i P(B) spelniaja nastepujacy uklad wa-
runkéw:

(1—;?;—2)-P(A1)=P(Bl) i P(A) + P(By) =1,

a zatem
n+2 n

mya | PB) =575
1

Prawdopodobieristwo wylosowania drugiej czarnej kuli jest réwne R

Gracz, ktéry jako pierwszy stoi przed szansg wylosowania drugiej czarnej kuli,
moze ja wylosowaé z prawdopodobieistwem u, ktére spelnia warunek:

P(4) =

1
1- cu=(1-
( n+1)u (1-w),
czyli
w= n+1 { leu= n
T on+1 T 2n+1’
a zatem

P(A;) = P(A2|A1) - P(A1) + P(A3|By) - P(By).
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Wiadomo, ze

n+2 n n n+1
=— =— AslA))=——, P(A3|B;)=—,
PlA)=5"% PBI=5—"7 & ) =577 PAB) =577
n n+2 n+1 n 2n2 + 3n
P(A;) = . . =—— ,
2n+1 2n+2 2n+1 2n+2 4n?+4+6n+2
a zatem on? 43 5
n° + 3In +
P(B:) = iz ront 2

Zauwazmy, ze P(A;) < P(B;) dla kazdego n. Gra jest zawsze korzystniejsza
dla gracza Gp, i wraz ze wzrostem n staje sie ,sprawiedliwsza”. Mozemy, na
przyktad, poszukiwaé takiego najmniejszego n, aby

P(Bz) - P(Az) < 0.01,

czyli najmniejszego naturalnego n spelniajacego nieréwnosé

2
——F < 0.01.
Mm2+6n+2
Rozwiazaniem jest n = 7. Je§li w wyzej opisanej grze kula jest losowana
z urny, w ktérej sa dwie kule czarne i 7 bialych, to szanse na zwyciestwo graczy
G 4 1 Gp réznia sie mniej niz o 1%.
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