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Résumé. On donne la généralisation de la notion de suites monotones en
moyenne considerée par F. Leja dans [3]. On démontre que les suites
monotones en moyenne généralisées sont convergentes.

1. Introduction

F. Leja dans sa note [3] a étudié la convergence des suites monotones en
moyenne au sens arithmétique, géométrique et harmonique. Dans la présente
note, on généralise les résultats de [3] en considérant les moyennes quasi-arith-
métiques et quasi-arithmétiques pondérées. F. Leja dans [3] a posé la définition
suivante :

DEFINITION 1
On dit qu’une suite {a,} est décroissante en moyenne
1° au sens arithmétique si

1
An4-2 < §(an+an+1)7 nENl = {172a-~-}a
2° au sens géométrique si a,, > 0 et

An+2 S VanQn41, n e Nh
3° au sens harmonique si a,, > 0 et

20,0541
Ant2 < nontl n e Nl.
+ s
Qp + Gnt1

La définition de la croissance en moyenne est analogue.
o T4y — 2xy : .
’ Pt.nsque = 2 Ty 2 oty quels que soient bic,y.> 0 donc toute suite
décroissante en moyenne au sens harmonique est décroissante en moyenne au
sens géométrique et toute suite décroissante au sens géometrique est décroissan-
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te au sens arithmétique. Les réciproques sont fausses. Par exemple, la suite
donnée par
Gn + Ap41

2
décroit en moyenne au sens arithmétique et elle ne décroit pas en moyenne
au sens géométrique car a1 > /Gpdny1 pour tout n € Ny et ag = 1,5 >

Jaas = V2.

Dans [3] on trouve le théoreme.

ar =1, ax=2, apj2=

THEOREME 1
Toute suite monotone en moyenne tend vers une limite finie ou infinie.

2. Suites monotones en moyenne quasi-arithmétique

Soit I un intervalle non dégénéré de R (borné ou non borné, fermé, ouvert ou
semi-ouvert, mais non réduit & un point). Soit f: I — R une fonction strictement
monotone et continue. J. Aczél et J. Dhombres dans [1] ont donné la définition :

DEFINITION 2
On appelle moyenne quasi-arithmétique (associée & f) de deux nombres x et y
de I I'expression

1 (f@)+ ()
e 1 (1410,
Si

p— _ z+ .
f(x) =z, I CR alors M(x,y) = 5;
f(x) =Inz, I C(0,400) donc M(x,y) = \/Ty;

f(m):%7OglcRdoncM(x,y):j%; L
f(x)=¢€** a+#0, I CR donc M(z,y) = ln%,
La dérniere moyenne est nommée moyenne exponentielle.
En appliquant la moyenne quasi-arithmétique on propose la définition sui-

vante :

DEFINITION 3
On dit qu’une suite {ay, } est décroissante en moyenne au sens quasi-arthmétique
(associée & f) si a, €I et

Qnq2 < M(ana an+1)
quel que soit n € Ny.
La définition de la croissance en moyenne au sens quasi-arithmétique est

analogue.
On va démontrer le théoreme.
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THEOREME 2
Soit f: T — R une fonction strictement monotone et continue et telle que f~!
est conveze (concave) dans I. Toute suite décroissante (croissante) en moyenne
au sens quasi-arithmétique est décroissante (croissante) en moyenne au sens
arithmétique.

Démonstration. Supposons f ! convexe dans I. On a

-1 —1
Moy — 1 (F@HIY @) 1)ty
2 2 2
quels que soient z,y € I. D’ou et de 'inégalité
An+2 SM(a7l7a7l+1)7 n € Ny,
on obtient
An4-2 S %a ne Nl-

Si f~! est concave dans I le raisonnement est analogue.

De méme on obtient :

THEOREME 3
Soit f:1 — R une fonction strictement monotone et continue et telle que f~!
est convexe (concave) dans I. Toute suite croissante (décroissante) en moyenne
au sens arithmétique est croissante (décroissante) en moyenne au sens quasi-
arithmétique.

L’exemple donné avant montre qu’en général les réciproques sont fausses.
Notons que si la fonction f vérifie I’égalité de Jensen :

f(x+y) @)+ ),

5 5 ; z,y€el
on a ’équivalence. Mais ce cas est trivial car I’égalité de Jensen et la monotonie
stricte de f implique que f(x) = ax + b avec a,b € R, a # 0 et la moyenne
quasi-arithmétique associée a f nous donne la moyenne arithmétique.

Passons maintenant a la convergence des suites monotones en moyenne au
sens quasi-arithmétique.

THEOREME 4

Soit f:1 — R une fonction strictement monotone et continue. Toute suite
monotone en moyenne au sens quasi-arithmétique tend vers une limite (finie
ou infinie).



184 Zbigniew Powgzka, Eugeniusz Wachnicki

Démonstration. Supposons f croissante dans I et soit {a,, } une suite décrois-
sante en moyenne au sens quasi-arithmétique et considérons la suite {b,, } définie
par b, = f(a,), n € Ny. On voit que a,, = f~1(b,) et

f(an) + f(an-‘rl)) _ f—l (bn + bn+1

Up+42 = f_l(bn-'rQ) < f_l ( B) B)

>, ’I’LENl.

La croissance de f implique que byyo < % pour n € Ni. D’ou et du

théoreme 1 de Leja on obtient la convergence de la suite {b,,}. Puisque f est
continue dans I donc la suite {a, } est convergente. La démonstration dans les
autres cas est analogue.

REMARQUE 1

Puisque les notions de croissance de la suite en moyenne considérées dans cette
note sont analogues a celles de décroissance nous ne donnons dans la suite que
des définitions de la décroissance.

3. Suites monotones en moyenne par rapporta la somme des indices.
Dans [3] on trouve :

DEFINITION 4
Soit p un nombre entier, p > 2. On dit qu’une suite {a,} est décroissante en
moyenne (au sens artithmétique) par rapport a la somme de p indices si

1
WU S (@O @y oo )s = (s iz pip) e [l = g it g
quels que soient des nombres entiers positifs u1, p2, . .., fip.

THEOREME 5
Toute suite monotone au sens de la définition 4 est convergente (vers une limite
finie ou infinie).

On peut généraliser la notion de suites monotones donnée par la définition
4 comme le suit.

DEFINITION 5

Soit f: I — R une fonction strictement monotone est continue. Soit p un nombre
entier z, p > 2. On dit qu’'une suite {a,} est décroissante (au sens quasi-
arithmétique) par rapport & la somme de p indices si a,, € T et

flaw) + flap,) +-~-+f(aup)>
p

aj,| §f1<

quels que soient des nombres positifs entiers ui, p2, . .., fip.
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En appliquant le raisonnement fait dans la démonstration du théoreme 4
on obtient le théoréeme suivant :

THEOREME 6
Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 5 est convergente.

L. Suites monotones en moyenne pondérée.

F. Leja en [3] a consideré la monotonie en moyenne pondérée des suites a
savoir :

DEFINITION 6
On dit qu’une suite {a, } est décroissante en moyenne avec le poids 6,0 < 6 < 1,
si

ani2 < 0ap + (1 —0)ani1, n € Nj. (1)

On y trouve le théoreme :

THEOREME 7
Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 6 tend vers une
limite.

On va généraliser la monotonie en moyenne avec le poids en deux direc-
tions. D’abord nous donnerons la définition de la moyenne quasi-arithmétique
pondérée ([2]).

DEFINITION 7
Soit f:I — R une fonction strictement monotone et continue. Soit § € (0,1).
Posons

My(z,y) = [~ (0f(2) + (1 = 0)f(y))

pour z et y de I. L’expression My(x,y) est dite moyenne quasi-arithmétique
pondérée.

Dans la suite admettons la définition suivante :

DEFINITION 8
Soit § € (0,1). On dit qu'une suite {a,} est décroissante en moyenne au sens
quasi-arithmétique pondérée si a,, € I et

Ap+2 S Ma(an, an+1)
pour n € Nj.

Dans la méme fagon qu’avant on a
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THEOREME 8
Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 8 est convergente.

Il est possible de généraliser la définition 6 et le théoreme 7 en considérant
la moyenne quasi-arithmétique pondérée par rapport a p indices. Posons la
définition suivante :

DEFINITION 9

Soit p un nombre entier, p > 2 et soient 01, 0, ..., 0, des nombres de I'intervalle
(0,1) tels que 61 + 62+ -- -+ 6, = 1. On dit qu'une suite {a, } est décroissante
en moyenne (au sens arithmétique pondérée) par rapport a p indices si

| < b1y, +02a,, + -+ bpay, (2)
quels que soient des nombres entiers positifs u1, p2, . . ., fip,
On va démontrer le théoreme.

THEOREME 9
Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 9 est convergente.

Démonstration. Supposons {a,} décroissante en moyenne au sens de la
définition 9. On remarque que {a,} est bornée supérieurement. En effet, par
récurrence on démontre que

an < A=sup{ai,as,...,ap}, n € Nj.

Posons

a = liminf a, <limsupa, =
n—+00 n—-+o0

et supposons que « soit fini. Soit € > 0. Il existe m € N; tel que a,, < a + ¢,
Par (2) on a

Amp = Om 4 m + - +m
N ——

p fois
S 010,m + 92am + -+ apam

= am.

Et donc amp < a+¢.
PourneNyetn>mponan=km(p—1)+raveck,reNjetl<r<
m(p — 1). On voit que

Amp—1)+r = Am 4. +m +r
(p— 1) fois
< (1-6p)am + bpar,
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Wmp-1)+r =Am 4. 4+ m +mp—1)+r
N—
(p— 1) fois
(1= 6p)am + Opamp—1)+r
<1 —=6p)am+0,(1 —6p)am + Of)a,.
(1- Qz)am + F)gar,

IN

et en général
om(p—1)+r < (1= 05 )am + Ofar,  k€Ny.

Il en résulte que

limsupa, =8 < an < a+e.

n—-—+o0o

Puisque € a été choisi arbitrairement donc o = 3, ce qui prouve que {a,}
converge vers une limite finie. Dans le cas a = —oo le raisonnement analogue
prouve que § = —o0.

Maintenant posons la définition suivante :

DEFINITION 10
On dit qu’une suite {a, } est décroissante en moyenne pondérée (au sens quasi-
arithmétique) par rapport a p indices si a,, € I et

aj < FHOf (ap,) + 02 f(au,) + -+ 0, f(an,)) 3)
quels que soient des nombres entiers positifs u1, pt2, . .., fp.

En posant b, = f(an) et en appliquant le théoréme 9 par le méme raisonne-
ment comme dans la démonstration du théoréme 4 on a le théoréme suivant :

THEOREME 10
Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 10 tend vers une
limite.

5. Certaine modification de la monotonie en moyenne pondérée des suites

F. Leja a considéré dans [3] encore une autre sorte de la monotonie en
moyenne des suites en remplagant la condition (1) par la suivante :

Ay < 95+Vau + 0,0, v € Ny (4)
ou QZ +v €t 0, sont des nombres positifs quelconques satisfaisant a I'égalité
O + 074, = 1.

On y trouve le théoreme suivant.
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THEOREME 11
Toute suite monotone au sens de la condition (4) tend vers une limite pourvu
que le produit

v L phtr Cplk=1)p+v
0, - Oty D

tende vers zéro quels que soient p et v lorsque k — 400.

Soit p un nombre entier, p > 2. Remplagons maintenant la condition (2)
par la suivante :

am §0m|a/—t1 +""Faﬁﬁal—t;ﬂ Nlaﬂ%“'aﬂ’pENla (5)
ol F)I’Lll, ceey F)ﬁfl sont des nombres positifs quelconques satisfaisant a I’'égalité
B gl oL R
elul + 9|M| + 1+ 9|M| 1. (6)
Posons
_ php CplvlFee o p(k=D)|v|4pp
M = Oy oty Okttt (™)

ou |v| = py + pg + -+ pp-1.
On va démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 12
Toute suite monotone en moyenne au sens de la condition (5) (avec (6)) est
convergente pourvu que limg_, oo A, = 0.

Démonstration. Supposons que la suite {a,} vérifie la condition (5). Par
récurrence on a

an < A <sup{ai,asz,...,ap} pour n € Njy.
Alors {a,} est bornée supérieurement. Posons

«a = liminf a,, <limsupa, =
n—-+o0o n—-4oo

et supposons « fini. Soit € > 0. Il existe m € Ny tel que a,, < a + . Pour
neNyetn>mponan=km(p—1)+raveck,reNjetl<r<m(p-—1).
D’apres (5), (6) et (7) on obtient
Am(p—1)4+r = Am 4+ -+ m +r
(p— 1) fois
< (1 - 9;1(p71)+7‘)a’m + 9;1(p71)+7‘a7“
=(1-MN)am + Mar,

Qom(p—1)+r = Am+ .-+ m +mp—-1)+r

(p— 1) fois
m(p—1)+r m(p—1)+r
= (1 - 92m(p—1)+7') am + 92m(p—1)+ra’m(1”*1)+7'

<
< (1 — )\g)am + Aaa,.
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et en général
Akm(p—1)+r < (1 - )\k)am + Arar, k € Nip.
Faisons tendre k vers 'infinie. Par supposition A\, — 0 et donc

B = limsup a,, = imsup agmp—1)+r < am < @ +€.
n—-+00 k— 400
Puisque € a été choisi arbitrairement donc aw = (3. Si & = —o0, le raisonnement
est similaire.

En appliquant la méthode de la démonstration du théoreme 4 on généralise
le résultat du théoreme 12 comme suit :

THEOREME 13
Soit f: I — R une fonction strictement monotone et continue. Soit p un nombre
entier > 2. Toute suite {a,} satisfaisant a la condition a, € I, n € Ny et

aj < FHON flap) + -+ 017 fla,))

tend vers une limite ot Gfﬁl,..

vérifiant la condition (6) ainsi que la condition limg_, 400 Ay = 0, o0 Ag est
donnée par (7).

.,OIIZ’I sont des nombres positifs quelconques

6. Surle probléme de F. Leja

F. Leja dans [3] a posé le probleme suivant :
Soient p et ¢ deux nombres entiers positifs quelconques fixes et {a,} suite
remplissant ou bien la condition

1 1
E(Gn-i-l ot angp) < E(anﬂa—&-l + ot Gndptq) (8)
pour n € Ny ou bien la condition
1 1
5(aﬂl+...+aﬂp)§a(a’yl +aV2+"'+qu) (9>
Ol [i1, 42, .. ., [tp €t V1,12, .., 14 sont des indices quelconques de N; mais tels

qu’on ait
prt+petotpp=vi+rvat -+ V.
Une telle suite tend vers une limite 7
F. Leja a remarqué ensuite que la réponse est positive dans le cas ou I'un

des nombres p et ¢ est équal & 1 et 'autre est supérieur a 1. Il est facile de
trouver un contrexemple qui montre que cette affirmation est fausse. En effet,
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en posant a, = (—2)" on voit que cette suite remplit la condition (8) pour
p =1 et ¢ = 2 si bien qu’elle ne converge pas. De plus, elle n’est ni bornée
supérieurement ni bornée inférieurement. Quand méme, le théoreme 5 nous
donne la réponse affirmativesip > 1et ¢ = 1.

Notons encore que la réponse est aussi négative dans le cas ol p et ¢ sont
des nombres pairs et la suite remplit la condition (8). Il suffit de considérer la
suite définie par a, = (—1)".
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