ADAM PLOCKI

tancuchy Markowa w aspekcie

dwuwymiarowego grafu stochastycznego
| stochastycznego grafu przeptywu

1. WPROWADZENIE

Radykalne reformy matematyki szkolnej opierajace jej nau-
czanie na bazie ogdlnych struktur i ogdlnych poje¢ scalaja-
cych roézne dziedziny matematyki nie wphynety zasadniczo na
trwajace od wiekdw tendencje do klasyfikacji matematyki nau-
czanej w szkole. Klasyfikacja ta przejawia sie w ukfadzie
podrecznikow, zwkaszcza w problematyce matematycznych za-
dan, a nawet w ukkadzie zbiordw zadan, w ktdrych grupuje sie
zadania nie tylko pod katem poszczegélnych dziakow matema-
tyki, ale takze poje¢ 1 twierdzen kazdego z dziakdw. Poszu-
kiwanie pomostow scalajacych w naturalny sposob rozmaite dzia-
y matematyki, a wiec pomostéw umozliwiajacych realizowanie
W nauczaniu matematyki idei integracji wewnetrznej, zwanej
ideg fuzjonizmu, stato sie jednym z probleméw dydaktyki ma-
tematyki . .

WejsScie do nauczania matematyki elementow probabilistyki
wniosto nowe okazje do realizacji tej idei, choC ten walor
problematyki probabilistycznej nie doczekat sie jeszcze wha-
§ciwego uznania w nauczaniu matematyki.



Matematyczna obrdobka zjawisk zwanych losowymi, proces
matematyzacji odkrywanych na ich tle relacji, a wiec analiza
opis 1 porzadkowanie tych zjawisk 1 towarzyszacych im stor
sunkow jakosciowych i1 1loSciowych Srodkami matematycznymi,
opieraja sie na pojeciach, strukturach 1 narzedziach rozmai-
tych dziedzin matematyki, od geometrii, poprzez teorie mno-
gosci, logike, arytmetyke, az po analize i algebre. Narzedzi
rozwigzywania wielu probleméw probabilistycznych stajg sie
pojecia 1 twierdzenia rozmaitych - zdawatoby sie odlegtych
w swoim charakterze od probabilistyki - dziatdw matematyki.

Zrodkem problematyki probabilistycznej a zarazem surow-
cem do matematycznej tworczosci mogg by¢ na lekcjach matema-
tyki gry losowe. Przeprowadzane w nich schematy doswiadczal-
ne sg najczesdciej znanymi w probabilistyce #afncuchami Marko-
wa. Matematyczna obrobka tych schematow, prowadzaca do kon-
strukcji modelu probabilistycznego, moze wnosi¢ do naucza-
nia probabilistyki nowe elementy inspirujgce rozmaite formy
matematycznych aktywnoSci, a rownoczeSnie moze wprowadzac
potrzebe wykorzystania poje¢ 1 metod typowych dla innych
dziatow matematyki.

Zroddem wielu form twérczosci matematycznej staje sie
problem konstrukcji modelu probabilistycznego dla spotkanego
na lekcji schematu dosSwiadczalnego. Dalsze rozwazania doty-
czyC¢ bedg tzw. ziarnistych dos$wiadczen losowych.

Modelem probabilistycznym ziarnistego dosSwiadczenia lo-
sowego nazywamy pare (W, p), gdzie W jest co najmniej dwu-



elementowym i co najwyzej przeliczalnym zbiorem, a p funkcjg
okreSlong na W i spetniajgcg uktad warunkow:
(rD p(w) ~ 0 dla kazdego we W,

(r2) J" .pw) = L.
we w

Zbior W nazywa sie przestrzenig zdarzen elementarnych,
albo przestrzenig wynikow, a jego elementy - zdarzeniami ele-
mentarnymi, albo wynikami. Elementy zbioru W interpretowane
sg jako wyniki dos$wiadczenia losowego.

Funkcje p nazywa sie rozk¥adem prawdopodobienstwa na zbio-
rze K, a jej warto$¢ dla elementu w z tego zbioru nazywa sie
prawdopodobienstwem wyniku w.

Niech X bedzie funkcjg ze zbioru W w zbidr liczb rzeczy-
wistych. W przypadku modelu probabilistycznego do$wiadczenia
losowego ziarnistego kazdg takg funkcjg nazywamy zmienng lo-
sowg. Rozktadem zmiennej losowej X nazywajmy funkcje px okre-
Slong na zbiorze X(W) wzorem:

¢d)) p(w) dla Xy £ X(W).

Jednym z typowych probleméw teorii probabilistycznej jest
budowanie regut okreslania modeli probabilistycznych dla wie-
loetapowych doswiadczen losowych na podstawie znajomoSci ta-
kich modeli dla poszczegdlnych etapdw. Przedmiotem niniej-
szej pracy jest propozycja pewnej metody konstrukcji modelu
probabilistycznego dla schematu dos$wiadczalnego zwanego #an-
cuchem Markowa,opartej na interpretacji przebiegu schematu

9



do$wiadczalnego b#adzeniem losowym po dwuwymiarowym grafie
stochastycznym. Obok idei wspOdrzednych narzedziem wykorzy-
stywanym do okreSlania rozkkaddw pewnych zmiennych losowych
staje sie w tej interpretacji rachunek algebraiczny. Dzieki
wspomnianej interpretacji, uznana za fragment wyzszej mate-
matyki, teoria *afncuchow Markowa staje sie dostepna dla ucz-
nia szkoty Sredniej, a zwigzane z #ancuchami Markowa proble-
my matematyczne dajg okazje do integrowania szkolnej matema-
tyki w naturalnych sytuacjach.

2. JEDNORODNY EANCUCH MARKOWA O s STANACH

Schemat doswiadczalny, zwany dancuchem Markowa, jest
wieloetapowym doswiadczeniem losowym. Kazdy etap jest doswiad-
czeniem o tym samym zbiorze wynikdw. Przyjmijmy, ze jest to

s-elementowy zbiér (s” 2). Dla uproszczenig ponumerujmy te

wyniki 1 odtad numer wyniku uznajmy za ostagéczny tego wyniku
kod. Przestrzel wynikéw kazdego etapu staje sie wiec zbiorem

W={1,2...s} . Czasami, z pewnych powodéw, wyniki bedzie-

my numerowaC liczbami 0,1,2,...a-1 (zob. punkt 9 niniejszej
pracy).

Zakozmy, ze kolejne etapy sg przeprowadzane w kolejnych
jednostkach czasu. Koniec n-tej jednostki czasu nazywajmy
chwilg n.

Najpierw, w zerowej jednostce czasu, przeprowadzany jest
etap wsteony. Jest nim doswiadczenie losowe o modelu proba-



bilistycznym (W,p°). Niech p°(j)C: p3 dla J£ W. Jest
wiec: PA> 0 dla jg k oraz ) Ip_ -1
J:
Kolejnymi etapami sg doSwiadczenia losowe przeprowadzane
weddug nastepujacej zasady:

Jesli etap (n-1)-szy zakonczyt sie wynikiem j, (n=1,2,

3 to etapem nastepnym jest doswiadczenie losowe o mode-
lu probablllstycznym W,p™), gdzie p~(k)™ 0 dla k,jJ€ W
oraz pJ(K) = 1 dla kazdego j£ W. Oznaczajmy dalej

pj(k) b?}ez p~k. Liczba p~k jest wiec prawdopodobienstwenm,
z jakim dany etap zakonczy sie wynikiem k, skoro etap poprze
dni zakonczyt sie wynikiem j (.k=I,2,...,s).

Istotg opisanego wyzej schematu dosSwiadczalnego, zwanego
jednorodnym *ancuchem Markowa, albo krocej #ancuchem Markowa
0 s stanach, jest to, ze model probabilistyczny dla etapu
przeprowadzanego w danej jednostce czasu zalezy tylko od wy-
nikow dosSwiadczenia losowego przeprowadzonego w poprzedniej
jednostce czasu.

Liczby Pjk tworzg macierz stopnia s. Niech [PJk] =«
Wyrazy macierzy Q sg nieujemne, a suma wyrazow kazdego jej
wiersza wynosi 1. Taka macierz nazywa sie macierzg stochas-
tyczng, albo macierzag przejscia.
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3. SYMULACJA PRZEBIEGU tANCUCHA MARKOWA BLADZENIEM
LOSOWYM PO DWUWYMIAROWYM GRAFIE STOCHASTYCZNYM

Interpretuymy (protokotujmy) przebieg 4ancucha Markowa
b¥gdzeniem losowym-czastki po specjalnym grafie. Na osi od-
cietych zaznaczmy elementy zbioru W, zwane dalej stanami.
0$S odcietych jest osig standw. Na osi rzednych, ktorg z pew-
nych powoddw skierujmy w do#, bedziemy odmierza¢ kolejne jed-
nostki czasu. 0$ rzednych jest osig czasu.

Punkt o wspotrzednych (-],-1) niech bedzie wezdem starto-
wym grafu, ktéry zaczynamy teraz opisywa¢. Oprocz weza star-
towego weztami graiu bedg wszystkie punkty o wspodrzednych
(j-n), gdzie j=1,2,...,s oraz n=0,1,2,3...

Krawedzi grafu, ktora daczy wezet startowy z wezdem (j,0)
przypiszmy liczbe p* (J=1,2,__ ,s). Pokaczmy nastepnie kazdy
z wezdow o wspotrzednych (1,n-1),(2,n-1),...,(s,n-1) z kazdym
z wezdow o wspotrzednych (1,n),(2,n),...,(s,m)n=1,2,3,...
Krawedzi, ktérej poczatkiem jest wezet (j,n-1) a koncem we-
zet (k,n) przypiszmy liczbe Pjk.

W ten sposob kazdej krawedzi, traktowanej jako odcinek
zorientowany, przypisana zostata liczba nieujemna; suma liczb
przypisanych wszystkim krawedziom o wspdlnym poczatku jest
rowna 1.

Graf, ktéry powstat w opisany wyzej sposdb, nazywa sie
dwuwymiarowym grafem stochastycznym.
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Liczby pjL.Pj,-..., nazywajmy prawdopodobienstwami wyj-
Scia z wez#a startowego. Liczby Pji.P-2>**e*jS nazywajmy
prawdopodobienstwami wyj$cia ze stanu j, albo prawdopodobien-
stwami wyjScia z wezta o odcietej j.

OdnieSmy do powyzszej interpretacji przyjeta w teorii
fancuchéw Markowa terminologie, jeSli n-ty etap dancucha Mar-
kowa zakonczyt sie wynikiem j, to méwi sie, ze pewien ukkad
fizyczny znalazt sie w chwili n w stanie j. Liczbe P
nazwiemy zatem prawdopodobienstwem przejScia ukdadu ~  ze
stanu j w danej chwili do stanu k w chwili nastepnej.

W konkretnych przyktadach bedziemy usuwa¢ z grafu wszyst-
kie te krawedzie, ktdrym odpowiada liczba (prawdopodobien-
stwa) 0 oraz te, ktdre wychodzg z wezka bedacego koncem tylko
krawedzi z zerowym prawdopodobienstwem. Na razie uwzgledniaj-
my wszystkie krawedzie grafu.

Postawmy pionek (bkadzaca czastke) w wezle startowym przed
rozpoczeciem przeprowadzania #*afncucha Markowa. JeSli etap
wstepny zakonczy sie wynikiem j, to pionek przesunmy wzdtuz
krawedzi prowadzgcej z wezta startowego do wezda (jJ,0). Te-
raz przeprowadzmy 1 etap. JesSli zakonczy sie on wynikiem Kk,
to pionek przesunmy wzdtuz krawedzi +3czacej wezet (J,0) z
wezdem (k,1), a wiec wzdduz krawedzi, ktoérej odpowiada licz-
ba Pjk* W przyjetej interpretacji przebiegu *ancucha Markowa
Pjk jest prawdopodobienstwem, z jakim bdgdzaca po grafie sto-
chastycznym czastka przemieszcza sie z wezta (j,n-1) do wezta
(k,n), gdzie j.,k=I,2,...,s oraz n=1,2,3,... Po kolejnych



etapach przesuwajmy pionek wzdtuz kolejnych (liczac je wzgle-
dem osi czasu) krawedzi wedtug powyzszych regut. Przebieg
fancucha Markowa zostaje w taki sposob protokotowany (Symu-
lowany) Dbiadzeniem losowym po dwuwymiarowym grafie stocha-
stycznym. Trasa, jakg pionek przebywa w trakcie przebiegu
fancucha Markowa, jest tego blgdzenia protokotem. Trasg jest
tu kazdy ciag krawedzi, z ktdrych poczatkiem pierwszej jest
wezet startowy, a koniec kazdej krawedzi pokrywa sie z po-
czatkiem nastepnej.

4. KONSTRUKCJA MODELU PROBABILISTYCZNEGO DLA tANCUCHA
MARKOWA O s STANACH 1 OGRANICZONYM CZASIE JEGO TRWANIA,
OPARTA NA SYMULACJI JEGO PRZEBIEGU BLADZENIEM LOSOWYM PO
DWUWYMIAROWYM GRAFIE STOCHASTYCZNYM

Ograniczmy liczbe etapdw, a wiec czas trwania 4afcucha
Markowa do liczby naturalnej t (t” 1), nie liczac etapu
wstepnego. Punkty (1,t},(2,t),...,(s,t) sq wowczas wezkami.
Dotarcie do nich oznacza koniec bdadzenia czastki. Te szcze-
golne wezty nazywajmy metami albo wezdami pochkaniajacymi.

Konstrukcja modelu probabilistycznego dla danego schema-
tu dodwiadczalnego moze sta¢ sie zroddem rozmaitych form
tworczosci matematycznej.. Konstrukcja ta rozpoczyna sie od
ustalenia sposobu patrzenia na przebieg 1 wynik schematu oraz
konwencji kodowania tego wyniku. Ten etap drogi od doswiad-
14



czenia losowego do odpowiadajacego mu modelu probabilistycz-
nego dotyczy konstrukcji zbioru W, zwanego przestrzenig zda-
rzen elementarnych albo przestrzenig wynikow.

Wynikiem wieloetapowego doswiadczenia losowego jest na
ogot ciagg wynikow poszczegolnych etapow. Przestrzen wynikow
wieloetapowego do$wiadczenia losowego staje sie wowczas pro-
duktem (iloczynem) kartezjanskim przestrzeni wynikow poszcze-
golnych etapow. Ta konwencja kodowania wynikow wieloetapowe-
go doswiadczenia losowego prowadzi do rejestrowania przebiegu
i wyniku 4ancucha Markowa ciggiem standw, w jakich znajduje
sie ukdad w kolejnych chwilach, liczac od chwili zerowej.
Oznaczmy przez przestrzen wynikow #ancucha Markowa o ogra-
niczonym do liczby naturalnej t czasie jego trwania. Zbior
. jest wowczas rodzing wszystkich (t+l)-wyrazowych wariacji
zbioru W (zbioru stanow).

YHO»I1»2t.. »tv _£~22 <5 70,1,2,... &

Wezmy pod uwage interpretacje przebiegu 4ancucha Markowa
b¥gdzeniem losowym po dwuwymiarowym grafie. Wynik (zdarzenie
elementarne) jest (t+l)-wyrazowym ciggiem stanéw. Ciag sta-
now jest z kolei kodem trasy na dwuwymiarowym grafie stochas-
tycznym. Zatem trasa na grafie moze byC interpretowana jako
wynik, a wiec jako zdarzenie elementarne. Zbidr traktuj-
my jako zbidr wszystkich tras na dwuwymiarowym grafie sto-
chastycznym .

Przyporzadkujmy kazdej trasie iloczyn prawdopodobienstw
(liczb) przypisanych kolejnym krawedziom tej* trasy. Jak nie-
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trudno zauwazy¢ kazdej trasie, a wiec kazdemu elementowi zbio-
ru przyporzadkowana zostaje liczba nieujemna. Poniewaz Ssu-
ma liczb przypisanych wszystkim krawedziom o wspdlnym poczat-
ku wynosi 1, zatem suma liczb przypisanych wszystkim trasom
wynosi 1. Przypisany w powyzszy sposob danej trasie iloczyn
nazywajmy prawdopodobienstwem, z jakim czaskta bkadzi tg tra-
sg. Powyzszg prostg regukg okreSlilismy na zbiorze W funkcje,
ktora jest z definicji rozkdadem prawdopodobienstwa. Ozna-
czajmy ten rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze tras przez
P-

Niech P bedzie funkcjg okreslong na zbiorze S wszystkich
podzbiordw zbioru wzorenm:

(pr) p(w) gdy A ={w}t
p(w) gdy A jest co naj-
wE A mni1ej _dwuelementowym
podzZobiorem zbioru WA

Funkcja P jest prawdopodobienstwem na S.

5. ROZKLAD STANOW W CHWILI n

Niech Xn bedzie wynikiem n-tego etapu 4ancucha Markowa o

s stanach. XR jest zatem stanem, w jakim znajduje sie ukdad
w chwili n (n=0,1,2,...,t). Symulujac przebieg tan-

cucha Karkowa b¥gdzeniem losowym po dwuwymiarowym grafie
stochastycznym ukdad 2. w chwili n znajdzie sie w stanie Kk



wtedy 1 tylko wtedy, gdy btgdzaca czastka dotrze do wezia
(k,n).

Przez oznaczajmy zdarzenie: n-ty etap faicucha
Markowa zakonczy sie wynikiem k (W chwili n ukdad JE. znajdzie
sie w stanie k). Prawdopodobienstwo tego zdarzenia oznaczajmy
przez pE. Liczba pE£ Jest wiec prawdopodobienstwem, z jakim
b¥adzaca po dwuwymiarowym grafie stochastycznym czastka do-
trze do wezka (k,n).

Z przyjetych ostatnio oznaczen wynika, ze pE = P(XR=k)
dla n-1,2,...,t. Z oznaczen przyjetych w definicji #4ancucha
Markowa wynika, ze p® * p(xg=k).

Rozwazmy wektor

(wr) wn = [pj.py,._ .p71 dla n=0,1,2... ¢

Wektor w_ jest pewnym przedstawieniem funkcji pYn,
zwanej rozktadem zmiennej losowej Xn. Wektor wn nazywajmy
rozk¥adem stanow w chwili n.

6. LANCUCH MARKOWA 1 ROZKLAD STANOW W CHWILI n W ASPEKCIE
STOCHASTYCZNEGO GRAFU PRZEPLYWU

W [a] zaproponowano prosty algorytm do wyznaczania praw-
dopodobienstw dotarcia do pewnych wez#dw grafu stochastyczne-
go w przypadku, gdy wszystkie jego krawedzie majg przypisane
prawdopodobienstwa bedace liczbami wymiernymi. Przedstawiong
tan i1dee stochastycznego grafu przeptywu, zwang ideg abaku,
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albo liczydka probabilistycznego, odniesmy teraz do dwuwy-
miarowego grafu stochastycznego, a wiec do innego typu grafu
stochastycznego (W [4] rozpatruje sie grafy bez uwzgledniania
czasu, jako parametru).

Rozwazmy dalej dwuwymiarowy graf stochastyczny odpowiada-
jacy dancuchowi Markowa o s stanach, o parametrach p*.p®,
I macierzy stochastycznej [Pjk] oraz o ograniczonym do liczby
naturalnej t czasie jego trwania.

0%l gy Py = Déﬁ . Jest wiec: . _.n. =rn

) dla kazd i=1.2 e
oraz y-.n, =r a kazdego j=I,2,...,s.
k=i K %1

Nlegh p

W my$l regut abaku wezet startowy "dadujemy”, stawiajac
w nim 4gcznie TqT* pionkow, ktére nastepnie rozprowadzone
zostajg wzdduz krawedzi grafu w ilosciach proporcjonalnych
do licznikéw udamkéw bedacych prawdopodobienstwami wyjscia z
kolejnych wezkow grafu. JeSli do wezda (j,n) trafito wowczas
1 pionkow, to prawdopodobienstwo dotarcia do tego wezda
jest ilorazem liczb 1 1 rgr* (n=1,2,...,0) .

Przeanalizujmy idee abaku w odniesieniu do rozwazanego
tu dwuwymiarowego graftw stochastycznego od strony teoretycz-
nej.

Ustalmy * zbiorze dowolng trase. Oznaczmy ja przez w.
Spdjrzmy na przebieg 4ancucha Markowa pod katem tego, czy
b¥gdzaca w trakcie jego przebiegu czastka przebywa trase w

* Wprowadzony w tej_pracy dwuwymiarowy graf stochastycz-
?y nie posiada ani_ petli, ant cykli 1 tym rozni sie od gra-
ow omawianych w [4] .
18



(sukces), czy nie (porazka). W ten sposéb na przebieg +ancu-
cha Markowa patrzymy jak na probe Ber?fulliego. Prawdopodo-
bienstwem sukcesu jest iloczyn liczb przypisanych kolejnym
krawedziom trasy w. Oznaczmy ten iloczyn przez p(w).

Na rozprowadzanie pionkow spdjrzmy jak na rQr*-krot-
ne powtorzenie przebiegu dancucha Markowa. Zgodnie z ostatnig
umowg co do interpretacji rezultatu #ancucha Markowa (sukces-
-porazka) Tgr™-krotnie jego powtorzenie jest schematem
Bernoulliego o rQr* probach i o prawdopodobienstwie sukcesu
w pojedynczej probie rownym p(w).

Niech bedzie liczbg tych spo$rod rOr* powtoérzen,
w trakcie ktorych bladzaca czastka przemierzata wspomniang
trase w. SérOrt% jest zmienng losowg o0 rozktadzie binomialnym
(dwumianowym) o parametrach rgTX i p(w). Warto$¢ oczeki-
wana tej zmiennej losowej jest zatem réowna rgrp(w).

Jak nietrudno zauwazyC *iczba pionkow, ktore zgodnie z
regukg abaku przemieszczajg sie wzdtuz trasy w wynosi rQrtp(w).
Idea abaku sprowadza sie wiec do wyznaczania (prostym sposo-
bem) oczekiwanych liczb sukceséw w pewnych schematach Ber-
noul liego.

Liczba Tgrtp(w) jest oczekiwang liczbag do$wiadczen kon-
czacych sie wynikéw w. Jest to wiec liczba tych sposrdd
rQr+ do$wiadczen, ktére w sy%uacji teoretycznej (wyidealizo-
wanej) konczyC sie powinny wynikiem w. Stosunek liczb
rordp(w) i rQrt, czyli p(w) jest teoretyczng czestoscig wy-
niku w. Jedno z podejs¢ do prawdopodobienstwa zdarzenia trak-
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tuje to prawdopodobienstwo jako czesto$¢ teoretyczng tego
zdarzenia w wielu powtdrzeniach do$wiadczenia, z ktorym zda-
rzenie to jest zwigzane. W podejSciu tym uwypukla sie czestos-
ciowy, czyli statystyczny aspekt prawdopodobienstwa, przypi-
sujac temu aspektowi wazny udziat w ksztaktowaniu pojecia
prawdopodobienstwa. Abak probabilistyczny jest zatem algo-
rytmem pozwalajgcym prostymi Srodkami wyznaczaC teoretyczne
czestosci, a wiec prawdopodobienstwa pewnych zdarzen (wyni-
kow).

Oznaczmy przez 1* [liczbe pionkéw, ktore zgodnie z re-
gukami abaku dotrg do wezda (j,n) w trakcie rozprowadzania
ich po dwuwymiarowym grafie stochastycznym odpowiadajgcym
fancuchowi Markowa o s stanach i o ograniczonym do liczby
naturalnej t czasie jego trwania (n=0,1,2,...,t j=1,2, ,s).
Rozwazmy wektor

Niech p" bedzie prawdopodobienstwem dotarcia z wezda star-
towego do wezta ,(j,n). Jest p3 = P(X =J). Niech

Nietrudno zauwaZy¢, Ze wektor wp powstaje przez unormo-
wanie wektora V.
Zauwazmy, Ze

Wezmy dowolne n ze zbioru {#,2...t} . Zgodnie z umowg I£
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jest dla k=1,2,...,s liczbg pionkdw, ktore docierajg do
wezda (k,n). Oznaczmy przez K:j zbidr tych pionkow, ktore w
trakcie "dziatania" abaku, czyli w trakcie przemieszczania ich
zgodnie z regutg abaku, docierajg do wezda (k,n) poprzez we-
zet (j,n-1). Kj jest zatem zbiorem tych pionkéw, ktore docie-
rajg do wezka (k,n) bezposSrednio z wezdka (J,n-1). Liczba tych
pionkdw wynosi p17?-1.

Mamy wiec rownosc:

& -t vr\
z ktorej wynika, ze

V =VI1Q dla n=1*%2...

Z ¥acznosSci  mnozenia macierzy 1 z rownosci (2) wynika,
ze

©)] vi=vQ Qn dla n=1,2,...

Zastosowanie powyzszego algorytmu zilustrujmy prostym
przyk¥adem. Dane sg dwa pudetka U 1 V. W pudetku V sg 3 kule
ponumerowane liczbami 1,2,3. Obok znajduje sie urna z takimiz
trzema kulami. Losujemy kule z urny. Jesli wylosowana kula
ma numer j, to kule numer j z pudetka V przekkadamy do pudet-
ka U <=1,2,3). Wlosowang z umy kule zwracany do umy 1 zndw losujery
z niej kule. JesSli ma ona numer k, to kule numer k przek¥adamy
z pudetka, w ktorym sie do tej pory znajdowata,do drugiego z
pudetek. Tak postepujemy az pudedko V zostanie oprdéznione. Ko-
lejne etapy sg tu w istocie losowaniami kuli z tej samej urny.

21



Mamy tu oo czynienia z doswiadczeniem losowym o losowej licz-
bie etapow. Zakozmy jednak, ze na przebieg tego schematu pa-
trzymy pod katem liczby kul w pudetku V po kolejnych losowa-
niach kuli z umy. Przyjmijmy, ze kolejne losowania przepro-
wadzane sg w kolejnych jednostkach czasu. Liczbg kul w pudet-
ku V po n-tej jednostce czasu (po n-tym etapie) interpretujmy
jako stan, w jakim znajduje sie to pudetko (a wiec pewien u-
kkad fizyczny). JeSli w danej chwili pudetko V zostato oproz-
nione, to pozostaje ono puste w kazdej chwili nastepnej. Mo-
zliwe stany tworzg w tym przypadku zbior {0,1,2,3} . Niech
Pjk oznacza prawdopodobienstwo, z jakim w chwili n w pudetku

V bedzie k kul, skoro w chwili n-1 byko ich tam j (j,k=0,1,2,3),
Macierz [Pjk] mozna okresli¢ bez trodu za pomocg fragmentu
dwuwymiarowego grafu stochastycznego odpowiadajacego przedzia-
fowi czasowemu [n-1,n] (zob. rys.l, na ktorym brak krawedzi,
ktorym odpowiada zerowe prawdopodobienstwo).

» ———— Jnozlive etay!
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Rysunek 2 przedstawia fragment dwuwymiarowego grafu sto-
chastycznego pozwalajacego protokotowaé przebieg zmian liczby
kul w pudetku V po kolejnych jednostkach czasu.

Wezmy n=4. Jest wowczas:

v0 * [0,0,0,3] = [0,0,0,81],

a wiec
wQ = [0,0,0,1];
W s [0.0.B1.0],
a zatem
wt = [o,0,1,0].,
72 =71Q = °>4g1] 3 [0,54,0,27],
a wiec

“2 = [P T*t]*
V3 = v2Q = ["-54,0,]-54 + 1*27,0] = [18,0,63,0],
a zatem
“3 E [f,0,7,0].

v4 =730 = [184 .63,0,"-&3] = [I8,42,0,21],
a wiec

Jesli Xp oznacza liczbe kul w pudetku V w chwili n, to
wektor wn okreSla rozk¥ad zmiennej losowej XR. Wzor (2) po-
zwala wyznacza¢ w prosty sposdb prawdopodobienstwa, z jakimi
w danej chwili liczba kul w pudetku V bedzie rowna 0,1,2,3.
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Liczba kul w pudetku V na poczatku byfa tu ustalona.
Etap wstepny byt w istocie zdeterminowany. Dwuwymiarowy graf
stochastyczny, po usunieciu zen pewnych krawedzi (tych, kto-
rymi w trakcie symulacji przebiegu zmian liczby kul w pudet-
ku V btadzeniem losowym, blgdzaca czastka nie bedzie sie
przemieszczaC) umozliwiat wyznaczanie wektorow el
rownie prostymi rachunkami, opartymi na regule mnozenia i do-
dawania (pierwsza dotyczy, prawdopodobienstwa bdadzenia kon-
kretng trasa, druga - prawdopodobiefstwa dotarcia do konkret-
nego wezda na grafie stochastycznym).
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Rozwazmy nieco ogOlniejszy schemat i podobne, zwigzane
z nim problemy, rozwigzywanie ktorych za pomocg samego tyl-
ko grafu stochastycznego (bez udowodnionego wyzej algorytmu
(2)) okazuje sie zbyt kiopotliwe.

Zakozmy, ze losowanie kuli z urny i przemieszczanie kuli
z pudetka do pudetka poprzedzone zostaje etapem wstepnym.
Polega on na losowaniu liczby tych sposrod 3 wszystkich kul
(lezacych poza wspomnianymi pustymi pudetkami U i V), ktore
trafig na poczatek do pudetka V, a ktore do pudetka U. Mozna
tu dobieraC rozmaite generatory rozkdadu prawdopodobienstwa
na zbiorze {o0,1,2,3} ustalajace dla kazdej z liczb tego
zbioru prawdopodobienstwo, z jakim po etapie wstepnym taka
bedzie liczba kul w pudetku V.

Zakozmy, ze dla kazdej z kul o numerach 1,2 i 3 losuje
sie za pomocg monety, do ktorego pudetka trafia ta kula na
poczatku. Zmienna losowa Xg,|bedaca liczbg kul w pudetku V
na poczatku, ma wowczas rozkkad Bernoulliego o parametrach
3 1 i 8 zatem

Pj = PCX0-J) <j><7>3  dla
Wowczas:

W tej sytuacji z wezka startowego wypuszczanych zostaje
8*3n pionkow, gdy interesuje nas wektor wn. Jest wiec wow-
czas :

70 = [3n,3*3n,3+3n,3nJ.
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Macierz Q pozostaje bez zmian, wszak bez zmian pozostat re-
gulamin przemieszczania kul z pudetka do pudetka od etapu
pierwszego poczynajac. Wektory w”.Wj .Wj 1td. mozna wyznaczaé
stosunkowo prosto za pomocg rachunku algebraicznego (mowa tu
0 wzorze (2)).

7. DWUWYMIAROWY GRAF STOCHASTYCZNY JAKO NARZEOZIE
WERYFIKACJI CZY SCHEMAT DOSWIADCZALNY JEST tANCUCHEM
MARKOWA

Fakt, ze na fragmencie dwuwymiarowego grafu stochastycz-
nego odpowiadajacym przedziatowi czasowemu [n-l1,n] kazdej
krawedzi przypisane jest doktadnie,jedno prawdopodobienstwo
oznacza, ze model probabilistyczny dla n-tego etapu zalezy
tylko od wyniku etapu (n-1)-szego. Jesli wynikiem etapu
(n-1)-szego jest j, to model probabilistyczny dla n-tego etapu
okreslony jest zespotem krawedzi grafu wychodzacych z wezta
0 wspotrzednych (liczba przypisana krawedzi 43czacej
ten wezet z wezkem o wspétrzednych (k,n) jest prawdopodobien-
stwem, z jakim etap n-ty zakonczy sie wynikiem k (j ,k=1,2,. .9)).

JeSli kazdej krawedzi grafu odpowiada dokkadnie jedno
prawdopodobienstwo, to opisano takim grafem przebieg #ancucha
Markowa-. Dwuwymiarowy grpf stochastyczny jest wiec pewnym
Srodkiem weryfikacji, czy dany schemat do$wiadczalny (wie-
loetapowe doswiadczenie losowe) jest 4ancuchem Markowa, czy
tez nie.
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Gdyby préba opisu przebiegu wieloetapowego doswiadcze-
nia losowego dwuwymiarowym grafem stochastycznym doprowadzi-
fa do sytuacji, ze pewnej krawedzi odpowiadajg dwa rdézne praw-
dopodobienstwa w zaleznoSci od "rodowodu™ tej krawedzi, to
jest w zaleznoSci od tego, ktory wezet jest poczatkiem pop-
rzednich krawedzi trasy zawierajacej owg krawedz, to zgodnie
z definicja taki schemat doswiadczalny nie jest ¥afcuchem
Markowa.

Rozwazmy nastepujacy schemat do$wiadczalny: W urnie znaj-
dujg sie 2 kule o numerze 0 1 3 kule o numerze 1. Losowanie
kuli z tej urny jest etapem wstepnym, przeprowadzanym w ze-
rowej jednostce czasu. JeSli wylosowana kula ma numer j, to -
odbozywszy jg na bok - do urny wkdadamy kule numer 1-j
(J=0,1). Teraz, w kolejnej, pierwszej jednostce czasu losu-
jemy kule z tej nowej urny. I podobnie postepujemy po kazdym
losowaniu. Kolejny etap jest zatem losowaniem kuli z urny po-
wstatej z urny uzywanej poprzednio poprzez zamiane wylosowa-
nej kult o numerze k na kule o numerze 1-k (k=0,1).

Aby pokazaC, ze powyzszy schemat dosSwiadczalny nie jest
fancuchem Markowa, skorzystamy z idei symulacji przebiegu
wieloetapowego do$wiadczenia losowego bkadzeniem losowym po
dwuwymiarowym grafie stochastycznym.

Numer wylosowanej w n-tej jednostce czasu kuli interpre-
tujmy jako stan, w ktérym znalazt sie pewien ukdad fizyczny
(np. reka, w ktorej ta kula sie znajduje) w chwili n (n=0,1,
2,...). Prdba opisu przebiegu zmian standw w kolejnych chwi-
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lach prowadzi do grafu, na ktorym istnieje krawedZ o dwu
réznych prawdopodobienstwach (zob. rys.3). Jest taka krawedZ
faczaca vezet o wspotrzednych (1,1) z wezkem o wspotrzednych
(1,2). Krawedzi tej odpowiada prawdopodobienstwo y - jesli
poczatkiem poprzedniej krawedzi byt wezet o wspodrzednych
(1,0), za$ prawdopodobienstwo ~ - jesSli poczatkiem krawedzi
poprzedniej byt wezek o wspdtrzednych (0,0). Ten "rodowdd™
wspomnianej wyzej krawedzi zaznaczono na rysunku 3 przedsta-
wiajac te krawedz jako czeSC wspdlng dwu réznych tras na
grafie.

Fragment grafu oplsu1qcego przebieg schematu doswiadczalnego.

Obo w?z ow grafu zrajdu e 5| stinek urny, z ktorej losuje
na"nastepn Linle cig I przerywana,od-

pOW|adance dwu | roznym trasom prowadzacy m do wezda %1 2) . uka-
awa_rozne ''rodoiwody" krawedzi +apz cej w ze+
we;z em (1,2), tj. rozne poczqtkl poprze nlch rawedzi .
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Opisany wyzej fakt oznacza, ze prawdopodobienstwo wyniku
1 drugiego etapu, skoro pierwszy etap zakonczyt sie wynikiem
1, wynosi ™ jesli rowniez etap wstepny zakonczyk sie wynikiem
1. JeSli natomiast etap wstepny zakonczyt sie wynikiem 0 a
etap pierwszy wynikiem 1, to prawdopodobienstwo wyniku 1 dru-
giego etapu wynosi ~ (wynik etapu kodujemy tu numerem wylo-
sowanej na tym etapie kult). Model probabilistyczny dla dru-
giego etapu zalezy wiec me tylko od wyniku etapu pierwsze-
go, ale takze od wyniku etapu wstepnego. Schemat doswiadczal-
ny, o jakim tu mowa, nie jest zatem 4ancuchem Markowa.

WSrod waloréw dydaktycznych powyzszej graficznej repre-
zentacji przebiegu #ancucha Markowa podkresli¢ nalezy przy-
stepnoS¢ opartej na grafie 1 idei wspotrzednych metodzie
sprawdzania, czy wieloetapowe do$wiadczenie losowe jest, czy
tez nie jest fancuchem Markowa.

8. URNOWY MODEL tANCUCHA MARKOWA 0 s STANACH

Oane jest s+l urn U,U1,U2,...,Ug, w ktorych znajduja
sie kule o numerach 1,2,...,s. Liczby poszczegdlnych kul w
kazdej z urn sg znane. Niech p9 bedzie prawdopodobienstwem
wylosowania kuli o numerze j, z urny U, a p"k niech bedzie
prawdopodobienstwem wylosowania kuli numer k z urny W
(g.k=1,2,...,5). Liczby p™k tworza macierz stopnia s. Jej
J-ty wiersz okreslony jest poprzez skkad urny U
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Etapem wstepnym jest losowanie kuli z urny U. JeSli wy-
losowana na tym etapie kula ma numer j, to etapem nastepnym
jest losowanie kuli z urny 1\ 1 ogolnie: jeSli etap (n-1)-
-szy zakonczy sie wylosowaniem kuli numer j, to jnastepnym,
n-tym etapem jest losowanie kuli z urny U*. Po kazdym loso-
waniu kula wraca do urny.

Numer wylosowanej (i trzymanej w ddoni) kuli po etapie
n-tym interpretujmy jako stan, w ktdrym znajduje sie w chwili
n pewien ukkad fizyczny s (np. ta wkasnie dion).

Oznaczmy przez Xn numer kuli wylosowanej na etapie n-tym
zgodnie z opisanym tu schematem losowania. Niech P(Xn=k) = p"
dla k=1,2,...,s, n=0,1,2)... Rozk#ad zmiennej losowej XR daje
sie okreSli¢ wektorem wn = [pJiP-j, ee=,PgJ ®

Opisany wyzej schemat doSwiadczalny jest prostym mode-
lem #ancucha Markowa o s stanach.

Jak pokazemy dalej,wektory wn mozna znajdowaC rachunkiem
algebraicznym za pomocg wektora Wq 1 macierzy [PjJe

9. KLASYCZNE ZADANIE O RUINIE W ASPEKCIE URNOWEGO MODELU
FANCUCHA  MARKOWA

Jednym z bardziej znanych w literaturze probabilistycznej
probleméw jest tzw. klasypzne zadanie o ruinie gracza (zob.
[9 s.131, 192 i1 353). Owaj gracze,ktérych dla uproszczenia
dalszych opiséw nazywajmy Ablem i Kainem, startujg do gry z
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pewnym kapitatem. Zakdzmy, Zze Abel ma na poczatku k zkotdwek,
a Kain m-k zdotowek (1*. k~.m). W kolejnych jednostkach cza-
su przeprowadzana jest prdoba Bernoulliego. Niech dodatnia i
mniejsza od jeden liczba wymierna p bedzie prawdopodobien-
stwem sukcesu w tej probie. JesSli proba zakofczy sie sukce-
sem, to Abel wygrywa zdotowke od Kaina. Gdy prdba zakonczy
sie porazkg - Abel przegrywa zdotowke przekazujac ja Kaino-
wi. Gra toczy sie dopOty, dopoki ktéry$ z graczy nie straci
wszystkich zdotowek, czyli dopoki ktoryS z graczy nie zosta-
nie zrujnowany. Klasyczne zadanie o ruinie dotyczy problemu
prawdopodobienstwa ruiny kazdego z graczy w takiej grze.

Niech Xn bedzie stanem kapitatu (liczbg zdotdwek) Abla po
n-tej probie. Przy przyjetym zatozeniu mozna mowi¢ o Xn
jako o kapitale Abla w chwili n.

Oznaczmy przez pR prawdopodobienstwo, z jakim zmienna
losowa Xn przyjmie wartosC j. Jest wiec p? =;x (J) = P(Xn=j).

Zakozmy teraz, ze jeSli w danej chwili kapitat ktdrego$
z graczy zmalat do zera, to z prawdopodobienstwem 1 pozosta-
je on taki w kazdej chwili nastepnej. Przebieg zmian kapitatu
Abla po kolejnych jednostkach czasu (w kolejnych chwilach)
daje sie symulowaC opisanym wyzej schematem urnowym.

W urnie U jest tylko jedna kula o numerze k, w urnie
(g-=1,2...m1) sg tylko kule o numerach j-1 oraz j+l1, przy
czym jest ich tyle, ze prawdopodobienstwo wylosowania kuli
numer j-1 z urny  wynosi 1-p, zas$ kuli numer j+1 wynosi p.
Oprécz urn U1,U2...Un I sg jeszcze urny UQ i @n. W urnie
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UQ jest tylko kula o numerze 0, za$ w urnie Um tylko kula o
numerze m.

Liczby pf dla k=0,1,2,...,a oraz n=1,2,3,... mozna znaj-
dowaé za pomocg wzoru (2) ze str.21. Mamy w tym przypadku:

OdlaOi j=1im,

p dla 1 = j+l,
pjI = < 1-pdla 1l =j-1,
ldlaj=1=0 oraz J=1=m,

0 dla pozostatych j,l.

Klasyczne zadanie o ruinie, przy ograniczonym do liczby
naturalnej t czasie trwania gry, moze sta¢ sie zrdddem wielu
form matematycznych aktywno$ci 1 moze dostarczaé¢ surowca do
pewnej matematycznej tworczosci juz w klasach starszych szko-
ty podstawowej, a zwkaszcza w kursie probabilistyki przewi-
dzianym na szkoke Srednig. Chodzi tu o organizacje i wspie-
ranie mySlenia matematycznego zainspirowanego problemami, ja-
kie powstajg na tle gry Srodkami graficznymi (opis przebie-
gu zmian stanu kapitatu jednego z graczy za pomocg dwuwymia-
rowego grafu stochastycznego), o dekodowanie ukrytychlw gra-
fie informacji na temat mozliwych stanow kapitatu w poszcze-
golnych chwilach, uogélnianie zadania poprzez przyjecie, ze
kapitat poczatkowy obu graczy nie jest ustalony, ale ze wszy-
stkie ztotowki, jakipi tacznie dysponujg gracze na etapie
wstepnym rozdziela sie pomiedzy nich w sposéb losowy (rczmai-
te sposoby przeprowadzania tego podziatu prowadza do réznych
wektordw wg)
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Wzér (2), a takze wzor (3) pozwalajg w tej uogdlnionej wersji
zadania o ruinie rozwigzywa¢ problemy probabilistyczne Srod-
kami algebraicznymi. Wykorzystywanie do rozwigzywania rachun-
ku algebraicznego, a takze idei wspotrzednych, umozliwia rea-
lizacje idei fuzjonizmu na lekcjach rachunku prawdopodobien-
stwa .

10. ROZKELAD STANOW W CHWILI n

Powrdémy do (jednorodnego) #ancucha Markowa o s stanach.
Przez g oznaczylidmy prawdopodobienstwo, z jakim zmienna lo-
sowa Xn przyjmuje wartosC k (pE = P(Xn=k».

Zauwazmy, ze to prawdopodobienstwo jest sumg prawdopodo-
bienstw przypisanych wszystkim trasom przechodzacym przez we-
zet o wspotrzednych (k,n). W istocie jest ono sumg iloczynéw
przypisanych wszystkim trasom, ktorych wezdem koncowym jest
punkt o wspotrzednych (k,n). Do tego zbioru I£ tras na grafie
mozemy wiec sprowadzi¢ rozwazania. Wszystkie trasy zbioru I£
rozbijmy na klasy.

Niech bedzie zbiorem tych tras, ktore do wezda (k,n)
prowadzg przez wezet (j,n-1).

Jest:

(5?1 oraz Tjkn T:k 0 A2 Q= (L1 k=2, s),

33



PCX =K) p(w) = P(t" ),
weéLlp j-:ll JK

gdzie P jest prawdopodobienistwem okreSlonym na zbiorze tras
wzorem (pr) ze str.16.

P(Tjk) jest sumg prawdopodobienstw przypisanych wszystkim
trasom prowadzacym do wezda o wspodrzednych (k,n) poprzez
wezet o wspodrzednych (j,n-1).

Wszystkie te trasy majg wspolng krawedZ, ktdorej odpowiada
prawdopodobienstwo pk. Suma, o ktérej tu mowa, ma wiec wspol-
ny czynnik p"k> Wykgczmy go poza nawias. To co pozostaje w
nawiasie jest sumg prawdopodobienstw przypisanych wszystkim
trasom prowadzacym do wezda o wspotrzednych (j,n-1). Ta
ostatnia suma - to P(Xn_"=j), a wiec liczba pf'l

Mamy wiec:

p<TSk> m p<x,,-1“>0jk m "j"1
a zatem:
P<Xn=k) =1,P (Xn_1=p)pjk dla k=1,2...s,

czyhi

Pk =~ L p-1p?’1 dla k-1,2...s.
k =| 3

F
P(Xn=k), czyli pk jest iloczynem skalarnym wektora wnl 1
k-tej kolumny macierzy stochastycznej Q =£Pjk]’ co oznaczai
ze

() wp =wn_1-Q dla n=l,2,...,



badz uwzgledniajac wdasnosci rachunku algebraicznego -
ze:

5) wn =w0.Qn dla n=1,2,..

Macierz prawdopodobienstw przej$cia (krotko zwana takze
macierzg przej$cia) nie zalezata tu od czasu, a wiec od pa-
rametru n. Taki ¥afncuch Markowa nazywa sie jednorodnym. Mozna
rozwazaC taki schemat doswiadczalny, dla ktérego model pro-
babilistyczny danego etapu zalezy nie tylko od wyniku etapu
poprzedniego, ale takze od numeru tego etapu (a wiec od cza-
su, w ktorym 6w etap jest przeprowadzany). Taki *ancuch
Markowa nazwiemy niejednorodnym. Jak nietrudno zauwazy¢, ma-
cierz prawdopodobienstw przejécia zalezy wowczas od parame-
tru n. Jesli oznaczy¢ jg w. takim przypadku przez Q(n), to
wzor (4) przyjmuje postac

6)

prawdopodobienstwem, z
jakim etap n-ty zakonczy sie wynikiem k skoro etap poprzedni
zakonczyt sie wynikiem j (j,k*1,2,...,s, n«l1,2,3,...). Dowod
wzoru (6) jest analogiczny jak dowod wzoru (4).

11. LICZBY TRAS NA GRAFIE STOCHASTYCZNYM A RACHUNEK
ALGEBRAICZNY

r
Rozwazmy dwuwymiarowy graf stochastyczny opisujacy prze-
bieg jednorodnego 4ancucha Markowa o s stanach. Zainteresujmy
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sie teraz liczbg tras prowadzacych na grafie z wezka starto-
wego do wezddw lezacych na prostej y=n.

przejScia ze stanu j wdanej cwili do stanu k w chwili nasteprej.
Wprowadzmy nowg macierz R stopnia s. Niech
gdzie

Te macierz R wykorzystamy do wyznaczania liczby tras prowa-
dzacych do wezkdw o rzednej rownej n (n=1,2,3,...).

Niech r* dla n=1,2,.... oraz j=1,2,...,s oznacza liczbe
tras na dwuwymiarowym grafie stochastycznym, ktdre prowadza
do wezda o wspOtrzednych (j,n). Mamy tu na uwadze tylko te
trasy, ktérym zgodnie ze wspomniang wczesniej reguda mnoze-
nia odpowiadaja*dodatnie prawdopodobienstwa. Z grafu usuniete
zatem zostaly wszystkie te krawedzie, ktorym odpowiada zero-
we prawdopodobienstwo oraz te, ktdre wychodza z wezka beda-
cego koncem tylko takich krawedzi, ktérym przypisane jest
zerowe prawdopodobienstwo. W skonstruowanym dla dancucha
Markowa modelu probabilistycznym trasy na dwuwymiarowym gra-
"fie stochastycznym utozsamilismy z wynikami ¥aficucha Markowa
(ze zdarzeniami elementarnymi). Eliminujemy zatem teraz z roz-
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wazen te zdarzenia elementarne, ktorym funkcja zwana rozkia-
dem prawdopodobienstwa przypisuje wartoS¢ zero.

Wektor ~.r~ ... P oznaczajmy dalej przez un (Fl,2,...).
Pokazemy, ze dla n=1,2,3,... jJest

@) “n*Vi-n-

Dla n=1 mamy:

0, gdy r°=0 lub r-k=0,
I K

1, gay re=1 1 r”l,
a zatem r’r"k = 1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest mozliwe doj-
Scie do wezka o wspotrzednych Cj,0) 1 mozliwe wyjScie z nie-
go do wezka o wspOtrzednych (k,I), czyli gdy jest mozliwe
przejScie z wezka startowego poprzez wezet o wspotrzednych
(J,0) do wezka o wspdtrzednych (k,1). MozliwoSC wyjscia, czy
przejScia jest tu réwnoznaczna z niezerowaniem sie prawdopo-
dobienstwa odpowiadajacego przemieszczaniu sie bkgdzacej po
grafie czastki wzdhuz odpowiednich krawedzi.

J‘5~I . jest zatem liczba mozliwych przejsé z wezka
star{owego h]a grafie do wezka o wspétrzednych (k,I). Zgodnie
z przyjetym oznaczeniem suma ta jest k-tg wspodrzedng wekto-
ra w. Z drugiej strony suma ta jest iloczynem skalarnym wek-
tora Tlg 1 k-tej kolumny macierzy R, a zatem

R.

Zakbzmy teraz, ze n> 1.



Liczbe rk wyznaczmy za pomocg ilosci tras prowadzacych do
wezdow lezacych na prostej y=n-l oraz macierzy R.

-1 rk> 0 wtedy i1 tylko wtedy, gdy z wezda startowe-
go prowadzi co najmniej jedna trasa do wezda o wspdtrzednych
(j,n-D i gdy mozliwe jest przejScie ze stanu j w danej chwi-
Ii do stanu k w chwili nastepnej.

Gdy ™1 =1 1 rk=1, to r?"1* jest liczbg tras,
ktore prowadza do wezda o wspotrzednych (k,n) przez wezet
0 wspotrzednych (j,n-1). Gdy r.. =0, to iloczyn r-lr.. =0,
ale i liczba tras prowadzacych do wezda o wspodrzednych (k,n)
przez wezet o wspétrzednych (j,n-1) jest tez rowna zero.

’}§1.r.~ir jest wiec liczbg wszystkich tras prowadza-
CyChJ(:ZkI) Wézia‘]ié wspotrzednych (k,n). Suma ta jest k-tg wspot-
rzedng wektora 'U . Ale suma ta jest rowniez iloczynem skalar-
nym wektora Un_j 1 k-tej kolumny macierzy R, a wiec

@) mih = un_iIR. dla n=112,3. ..
Z (7) oraz z #acznoSci mnozenia macierzy wynika, ze
®) up = ¢QRn dla r=1,2,3...

12. STANY POCHLANIAJACE 1 ZREDUKOWANY DWUWYMIAROWY GRAF
STOCHASTYCZNY

Nazywajmy stan j pochdaniajacym (Jesli ukkad 2Lz praw-
dopodobienstwem 1 pozostaje w tym stanie w kazdej chwili na-

stepnej po chwili, w ktorej znalazt sie w nim po raz pierw-
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szy. JeSli stan J jest pogh*aniajacy, to
0 dla k/j,

<
y 1 dla k=jm

Na grafie z wezda o wspétrzednych (j,n+l) wychodzi tylko jed-
na krawedz o dodatnim prawdopodobienstwie. Jest nig krawedzZ
prowadzaca do wezda o wspotrzednych (j,n+l), a przypisane

jej prawdopodobienstwo jest rowne 1.

Stan j jest pochtaniajacy wtedy 1 tylko wtedy, gdy p”*l.
Macierz Q pozwala wiec wyrdzniaC stany pochdaniajace.

Kontynuowanie bigdzenia po pierwszym dotarciu czastki do
stanu pochkaniajacego moze sie wydawaC, zwkaszcza dla ucznia,
nieco sztuczne. Umowa przesuwania nadal pionka, mimo ze zo-
stat juz zrujnowany jeden z graczy w grze znanej z klasycz-
nego zadania o ruinie (gra w istocie zostata zakoriczona),
umozliwiata uzycie wzoru (7) do wyznaczania pewnych prawdo-
podobienstw.

Przyjmijmy teraz umowe, ze jesli stan j jest pochdania-
jacy, to pierwsze dotarcie bdadzacej czastki do wezda o od-
cietej j oznacza koniec bladzenia. JeSli nastgpido to w chwi
li n, to wezet o wspbtrzednych (j,n) staje sie metg. Graf dwu
wymiarowy, w Ktorym usunieto krawedzie wychodzace z takich
met, nazywajmy zredukowanym grafem stochastycznym.

Rozwazmy wszystkie wezdy grafu lezace na prostej y=n
(n> 1). Przed redukcjg wspomnianych wyzej krawedzi prawdo-
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podobienstwo dotarcia do wezka o wspotrzednych (k,n), gdzie
k-1,2,...,s, jest prawdopodobienstwem, z jakim w chwili n
uktad -L  znajduje sie w stanie k. Znajauje sie, to znaczy,
ze znalazt sie tam dokkadnie w chwili n, albo znalazt sie tam
w ktorej$ z chwil wczedniejszych i w tym stanie pozostat
(jesli byt to stan pochdaniajacy).

Po redukcji prawdopodobienstwo dotarcia do wezda o wspot-
rzednych (k,n) jest prawdopodobienstwem, z jakim ukdad
w chwilt n znajdzie sie w stanie k.

Rachunek algebraiczny moze byo takze narzedziem wyznacza-
nia liczby tras prowadzacych na grafie zredukowanym do wezkow
na prostej y=n.

Niech uQ = [rj,r°,...,r°].

Odpowiednikiem macierzy R jest w przypadku grafu zredu-
kowanego macierz Rz = > gdzie:

1, gdy Pjk> 0 1 gdy dla j=k p~/1,

0, gdy pjk =0 lub gdy p-k = 1 1 j=k.

Niech Zj oznacza dla j«I,2,...,s, liczbe tras prowadza-
cych na grafie zredukowanym do wezda o wspodrzednych (j,n).
Rozwazmy wektor 7n = [zJ.ZJ...Zg] dla n«1,2,3,

Jest:

©)) . 11 *°Vz-
(10) zn=?n_1Rz dla n> 1°
(11)

n "w " 7



13. KLASYCZNE ZADANIE O RUINIE W ASPEKCIE ZREDUKOWANEGO
DWUWYMIAROWEGO GRAFU STOCHASTYCZNEGO

Stany 0 i m w przypadku #ancucha Markowa, z jakim mamy
do czynienia w kontekScie klasycznego zadania o ruinie opi-
sanego w p.9, sg stanami pochkaniajacymi. Wetmy kO 1 m=S.
Rys.A przedstawia fragment dwuwymiarowego grafu stochastycz-
nego, a rys. 5 odpowiedni fragment grafu zredukowanego (przy-
jeto tam p=y).

Na grafie zredukowanym wszystkie trasy prowadzace do
wezda o wspétrzednych (j,n) sg w tym przypadku jednakowo praw-
dopodobne. I jest tak tylko w przypadku p=j 1 grafu zredu-
kowanego. Prawdopodobienstwo kazdej trasy prowadzacej na gra-
fie zredukowanym do wezka o wspodrzednych (j,n) wynosi (y)n.

Wyznaczanie prawdopodobienstwa dotarcia do wezda o wspot-
rzednych (j,n) w takim bigdzeniu losowym sprowadza sie do
wyznaczenia liczby tras prowadzacych do tego wezka. Liczby
tych tras mozna wyznaczaC za pomocg zwigzkow (9) 1 (10) i1 (10).
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Niech A* oznacza zdarzenie: w chwili t stan kapitatu Abla wy-
niesie j. Jest to w terminologii losowego b#gdzenia po grafie
zdarzenie: blaozaca czastka dotrze na grafie zredukowanym do wezda
0 wspdhrzednych (j,1).

JeSli przez Xn oznaczyé stan kapitatu Abla w chwili n,
to dla j/0 1 j™m

aj *

a wiec j-ta wspotrzedna wektora wn, czyli p* jest prawdopodo-
biedstwem zdarzenia Ag

DIaJ-OIubJ-mp (FQA‘?

Jesli 2t =0, to zdarzenle +j niemozliwe. Jesli zt\>0,
to P(A*) = z*"N)*.

Graf stochastyczny odpowiadajacy 4ancuchowi Markowa z
klasycznego zadania o0 ruinie gracza cechuje to, ze z kazdego
stanu mamy co najwyzej dwa wyjScia, badz-jesli graf jest
zredukowany-z kazdego stanu nie bedacego pochdaniajacym mamy
dok#adnie dwa wyjScia. Liczby tras prowadzacych do wezdéw na
prostej y=n mozna dla kolejnych naturalnych n znajdowaC bez-
poSrednio, korzystajac z idei konstrukcji kolejnych wierszy
trojkata Pascala. Wyjasnia to rys.6 odpowiadajacy zredukowa-
nemu grafowi stochastycznemu.

Niech wektory 7q,7j,7/2... bedg kolejnymi wierszami ma-
cierzy. W przypadku ostatniego #ancucha Markowa (a sytuacja
bedzie analogiczna, gdy z kazdego stanu sg mozliwe jedynie
dwa wyjscia) konstrukcja tej macierzy moze zostaC oparta na
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rys.6

idei konstrukcji trojkata Pascala. Rys.7 przedstawia fragment
tej macierzy oraz zawiera interpretacje jej linii oraz jedne-
go jej wyrazu. Ta forma prezentacji kombinatorycznych tresci

jest szczegolnym kodem pewnych informacji.

rys.7



W przypadku, gdy z poszczegolnych standw liczba ngIiwych
wyjSC jest wieksza od dwu, rachunek algebraiczny (oparty na
wzorach (9),(10) 1 (11)) jest wygodniejszy w uzyciu.

Graf oparty na idei wsporzednych jest zatem szczegélnym-
gdy chodzi o cele i interesy nauczania matematyki-Srodkiem
analizy 1 opisu pewnych schematéw do$wiadczalnych oraz na-
rzedziem rozstrzygania zwigzanych z nimi problemow probabi-
listycznych.

Fetysz klasycznych modeli probabilistycznych w wielu po-
dejSciach do szkolnej probabilistyki czyni ja w opinii nau-
czyciela 1 ucznia dziatem kombinatoryki, a zarazem wypacza
istote poje¢ probabilistycznych i1 zuboza problematyke proba-
bilistyczng o wiele matematycznych tresci.

Wprowadzenie dwuwymiarowego grafu stochastycznego do
szkolnego rachunku prawdopodobienstwa sugeruje sie w [$].
Niniejsze rozwazania s takze pewnym komentarzem do tamtej
propozycji.
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