ADAM PLOCKI

Nadzieja matematyczna
| proces jej ksztattowania
W' nauczaniu probabilistyki

1. KSZTALTOWANIE POJECIA MATEMATYCZNEGO W NAUCZANIU

Pojecia probabilistyczne nalezg do trudniejszych pojec
matematycznych. Wynika to miedzy innymi ze specyfiki ich
charakteru, a zwkaszcza ze specyfiki ich poddoza empirycznego,
ktore jest bardziej abstrakcyjne niz poddoze poje¢ geometrycz-
nych, czy arytmetycznych. Modele pojeC geometrycznych w kon-
kretnej rzeczywistosci, na ktorych opieramy i od ktorych za-
czynamy ksztaktowanie tych pojeC w nauczaniu szkolnym sg do-
tykalne, mozna je oglada¢, mozna nimi manipulowaC. Modele po-
jeé probabilistycznych nie majg tej natury.

Wprowadzenie nowego pojecia w danej teorii matematycznej
jest rownoznaczne z podaniem jego poprawnej definicji (wy-
jatek stanowig jedynie pojecia pierwotne danej teorii, dla
ktorych role "uwik¥anych definicji" petnig aksjomaty). Wpro-
wadzenie nowego pojecia w teoril matematycznej jest aktem
jednorazowym.

Inaczej jednak nalezy rozumie¢ wprowadzenie pojecia w

nauczaniu matematyki. W tym przypadku musi to byC proces du-
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gotrwaty. Formalna definicja moze by¢ owego procesu dqﬂiero
finakem. Mowimy tu o procesie ksztaktowania pojecia na dro-
dze nieformalnej. Mowi sie w tym kontekScie o tworzeniu sze-
rokiej bazy intuicyjnej dla danego pojecia. Waznym elementem
tego procesu staje sie jezyk. Chodzi o przystepne dla ucznia
opisywania i nazywanie pojec. W tym procesie ksztattowania
pojecia przechodzimy stopniowo od prawie potocznego jezyka

do jezyka matematyki.

Proces ksztattowania pojecia w tradycyjnym nauczaniu ma-
tematyki rozpoczynat sie w istocie od formalnej definicji,
ilustrowanej nastepnie serie odpowiednio dobranych zadan.
Taki sposob wprowadzania nowego pojecia przyjeto rowniez w
pierwszych koncepcjach nauczania rachunku prawdopodobienstwa
w szkole. Proces ksztattowania pojecia odbywa sie w takim
przypadku z dala od typowych dla matematyki aktywnosci inte-
lektualnych. Nie uwzglednia sie przy tym pewnych motywacji.
Problem kto i dlaczego dane pojecie matematyczne wprowadzit
(odkryt), komu 1 do czego moze ono stuzyC jako pewne narze-
dzie opisu, analizy i badania rzeczywistosci schodzi na mar-
gines (jesli sie go dotyka to jedynie w kontekScie nie zaw-
sze sensownych zadan ukazujacych pewne zastosowania praktycz-
ne).

W [7] wymienia sie dwie zasadnicze drogi wprowadzania
nowego pojecia i wkaczania go w zespdt innych, juz uczniowi
znanych poje¢ matematycznych, a mianowicie:
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"...1) wprowadzenie nowego pojecia przez definicje podang
przez nauczyciela lub podrecznik, zilustrowang odpowied-
nimi przykkadami, 2) wprowadzenie nowego pojecia przez
takg organizacje aktywnosci ucznia, ze on sam to pojecie
przy dyskretnej pomocy nauczyciela konstruuje i nastepnie
definiuje...".

Obu tym drogom przyznaje sie wazng role w rozwoju mate-
matycznej kultury. Wybor jednej z tych drég w nauczaniu za-
lezy od charakteru danego pojecia 1 od etapu nauczania. Ale
wybierajac jedng z tych drog nalezatoby przede wszystkim
uwzgledni¢ interesy ksztakcenia matematycznego. Chcemy nie
tyle uczy¢ matematyki,ile ksztakciC poprzez matematyke.
Chodzi wiec o wybor tej drogi, ktorej przebycie umozliwia
szeroko pojetg tworczoSC matematyczng. Kazda z powyzszych
drog charakteryzuje sie innymi formami matematycznej twor-
czosci i inne matematyczne aktywnoSci mogg byC jej udziakem.
W procesie ksztaktowania pojecia powinno chodzi¢ zaréwno o
uksztattowanie matematycznego pojecia, jak i (by¢ moze prze-
de wszystkim) o intelektualny wysitek i o matematyczng twor-
czo$C, ktore towarzyszac temu procesowi, moga mie¢ swoj
szczegolny udziat w ksztakceniu matematycznym.

Istotnymi elementami procesu ksztaktowania pojecia sa:

a) motywacje;

b) schematyzacja 1 matematyzacja, zanurzanie konkretnej

sytuacji, na tle ktorej zrodzita sie potrzeba wpro-
wadzenia nowego pojecia (jako pewnego narzedzia ba-
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dania rzeczywistosci), w Swiecie matematycznej abstrak-
cji, porzadkowanie Srodkami matematycznymi fragmentow
otaczajacej nas rzeczywistosci;

c) odkrywanie 1 formutowanie definicji;

d) weryfikacja-jej poprawnosci, formutowanie warunkow

koniecznych 1 wystarczajacych do poprawno$ci definicji;

e) uogélnianie definicji;

f) interpretowanie definicji i pojecia w roznych modelach;

rozpoznawanie 1 podawanie konkretnych modeli pojecia;

g) stosowanie definicji w zadaniach i w dowodzeniu twier-

dzen (stosowanie definicji we wnioskowaniach).

Jednym z trudniejszych w rachunku prawdopodobienstwa jest
pojecie wartoSci oczekiwanej zmiennej losowej, zwanej dawniej
nadzieja matematyczng. Pozostanmy przy tej (pieknej) nazwie.

Jezeli zmienna losowa ziarnista X jest okreSlona w mo-
delu probabilistycznym (£2,p), to jej rozkdadem nazywamy
funkcje px ze zbioru X(C2) w R okreslong wzorem:

X(cc )=x.

Wartoscig oczekiwang albo nadziejg matematyczng zmiennej
losowej X nazywamy liczbe:

c, gdy X(Q) = {c},

ze Ow szereg jest zbiezny i1 to bezwzglednie.



W definicjach wielu matematycznych pojeC uwidacznia sie
operatywny charakter matematyki. Definicje te uwypuklajg
cigg operacji, ktore trzeba wykona¢, aby dojs¢ do danego po-
jecia (aby je otrzyma€). Taki ma charakter definicja funkcji
okreSlajagca funkcje jako przyporzadkowanie. Taki jest cha-
rakter definicji catki oznaczonej Riemanna na przedziale wa
Sciwym z funkcji ograniczonej na tym przedziale.

Definicje wielu poje¢ sg jednak statyczne. Taka statycz-
no$¢ cechuje wkasnie definicje nadziei matematycznej zmienne
losowej. Nie ukazuje ona rodowodu pojecia ani nie sugeruje
jego rozmaitych interpretacji, czy zastosowan. Ukazywanie ro
dowodu pojecia, ukazywanie kto 1w jakim celu oraz w jakich
okolicznosciach odkryk to pojecie, dlaczego posta¢ jego de-
finicji jest taka,a nie iInna, komu 1 do czego pojecie to by-
{0 potrzebne 1 potrzebne bedzie - wszystko to nie jest zada-
niem matematycznej definicji.

Teoria matematyczna usuwa na margines zaréwno empiryczne
Zzrodka pojeC matematycznych, jak i droge, ktéra odkrywca
przeby, a ktora doprowadzida do ich definicji poprawnych w
sensie matematycznym. Jesli mowi sie w teorii matematycznej
0 zastosowaniach pojecia, to ma sie na uwadze jedynie jego
udziat w nastepnych ogniwach dedukacji (chodzi o oparte na
danej definicji dowodzenie twierdzen oraz o definiowanie ko-
lejnych poje¢ za pomocg pojeC wczesniej zdefiniowanych). Po-
za kregiem zainteresowania teorii matematycznej pozostaje za
tem cata baza intuicyjna (takze ewentualne zastosowania w

51



praktyce). Nie bez znaczenia sg tu stuszne obawy przed pewng
wulgaryzacja matematyki, ilekroé czysta dedukcja zostaje maco-
na odwotywaniem sie do empirii.

Mowigc o pojeciu matematycznym w kontekScie nauczania ma-
tematyki w szkole mamy na uwadze przede wszystkim te intuicyj-
ng baze. Samg definicje chcemy raczej traktowaC jako efekt
szeroko rozumianej tworczosci matematycznej. Definicja moze
by¢ przedmiotem matematycznego odkrycia na lekcji. Takie odkry-
wanie moze rownocze$nie ukazywaC dane pojecie jako nowe ma-
tematyczne narzedzie rozwigzywania konkretnych problemdw.

Ale takie spojrzenie na charakter 1 role procesu ksztat-
towania pojecia matematycznego wymaga doboru odpowiedniej pro-
blematyki, ktora dostarczytaby surowca do wspomnianej twor-
czoéci matematycznej i do matematycznego odkrycia. Chodzi o
poszukiwanie takich probleméw w otaczajacej nas rzeczywis-
tosci, ktdre inspirowatyby potrzebe wprowadzenia nowego po-
jecia, jako narzedzia rozwigzania tego problemu Srodkami ma-
tematycznymi, a ponadto rozwigzywanie ktorych (dostepnymi dla
ucznia $rodkami) prowadzidoby do odkrycia postaci definicji.
Ta droga ksztattowania pojecia k#adzie szczegdlny nacisk na
jego modele, sugerujac tym samym pewne zastosowania praktycz-
ne.

Genetyczny sposob ksztaktowania pojecia matematycznego w
nauczaniu stawia nas zatem przed:

a) doborem odpowiednich sytuacji problemowych, na tle kto-
rych rodza sie pytania 1 na tle ktorych formutuje sie za-
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dania (sformutowane nastepnie jako zadania matematyczne)
inspirujgce potrzebe wprowadzenia pojecia;

b) doborem matematycznych Srodkéw, ktorymi zadania te zostang

> rozwigzywane, a efektem rozwigzywania bedzie odkrycie po-
staci definicji;

c) wykorzystaniem tych sytuacji problemowych jako surowca do
matematycznej tworczosci (w szczegdlnoSci do oswajania
ucznia z metodologig matematyki).

Bogactwa matematycznych aktywno$ci na drodze od realnego
Swiata (ktorego dotyczy dana sytuacja problemowa) do $wiata
matematycznej abstrakcji® nie docenia sie we whasciwy sposob
w tradycyjnym nauczaniu, ktére dedukcje traktuje jako jedyna
forme matematycznych aktywnoSci, pomijajac inne, jak: sche-
matyzacja i matematyzacja (porzadkowanie fragmentéw rzeczy-
wistosci Srodkami matematycznymi), uzasadnianie na gruncie
matematyki pewnych empirycznych faktow (dane empiryczne jako
stadium my$lenia matematycznego), stawianie hipotez i ich we-
ryfikacja, odkrywanie analogii i izomorfizméw oraz wykorzy-
stywanie ich we wnioskowaniach itp.

W kontekScie procesu ksztattowania poje¢ w nauczaniu ma-
tematyki podkresla sie zasady prefiguracji, wariacji (me-
toda kilku modeli), zmiennoSci upogladowied itp ([1S]). Po-
jecia matematyczne w nauczaniu szkolnym powinny byé ukazywa-
ne w rozmaitych aspektach. Ma to szczeg6lne znaczenie, gdy
chodzi o wkasciwe rozumienie istoty poje¢ probabilistycznych,
ktore sta¢ sie powinny w nauczaniu rachunku prawdopodobiert-
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stwa syntezg wielu rozmaitych aspektow. Ta wieloaspektowosc
poje¢ umozliwia realizacje kolejnej zasady zwanej zasadg in-
tegracji (idea fuzjonizmu).

Niniejsza praca prezentuje pewng, opartg na idei naucza-
nia genetycznego, koncepcje ksztattowania pojecia nadziei
matematycznej w nauczaniu szkolnym, wykorzystujacg proces
odkrywania tego pojecia jako nowego narzedzia analizy 1 ba-
dania rzeczywistosci do inspirowania wielu form tworczosci
matematycznej .

2. PROBLEM GRY SPRAWIEDLIWEJ A POJECIE NADZIEI MATEMATYCZNEJ.
MOTYWACJE. STATYSTYCZNY ASPEKT NADZIEI MATEMATYCZNEJ

Problem, czym inspirowaC, jak rozpoczyna¢ i jak organizo-
wa¢ proces ksztattowania trudnych pojec probabilistycznych
nalezy do podstawowych w dydaktyce rachunku prawdopodobien-
stwa. Brak w tym wzgledzie dobrych wzorcow jest szczegolnie
odczuwalny. W pytaniu, jak organizowaC Ow proces zawiera Sie
takze problem udziatu tego procesu w ksztafceniu poprzez ma-
tematyke .

Inspiracjg do wprowadzenia pojecia nadziei matematycznej
na lekcji moze by¢é problem sprawiedliwoSci nastepujacej gry
lpsowei. Rekwizytem w grze jest moneta. Gracz rzuca mgnetq tak
dhugo, az wypadnie reszka, ale nie wiecej niz 5 razy 1 wy-

Przeprowadzany w_tej grze schemat do$wiadczalny jest
tzw. nie trwajacym dduzej niz 5_prob oczekiwaniem na’ plerwszy
sukces (sukceS 1" porazka sg tu jednakowo prawdopodobne)



grywa tyle zdotowek, ile musiat wykonaC rzutow. Udziat w tej
grze trzeba jednak opkaci¢ wykupujac bilet wstepu. Kiedy ta-
ka gre nazwatbyS sprawiedliwg?

Tak postawiony problem staje sie na lekcji punktem wyj-
$cia, a zarazem dostarcza surowca do konstrukcji, odkrycia,
a wiec do ksztattowania pojecia nadziei matematycznej jako
nowego narzedzia umozliwiajacego rozstrzyganie pewnych re-
alnych probleméw. Pytanie celowo nie jest sformutowane pre-
cyzyjnie. Chodzi o to, aby stopniowo 6w problem opisaé Srod-
kami matematycznymi 1 aby przetozy¢ powyzsze pytanie na je-
zyk matematyki. Takie zanurzanie konkretnych probleméw w Swie-
cie matematycznej abstrakcji jest pierwszym etapem stosowa-
nia matematyki w praktyce. Ale taki byt rowniez w historii
matematyki, a zwkaszcza w dziejach rachunku prawdopodobien-
stwa, pierwszy etap procesu odkrywania wielu poje¢ matema-
tycznych, jako pewnych narzedzi badania rzeczywistosci.

W pytaniu "kiedy gra jest sprawiedliwa?" chodzi o to,
przy jakiej wysokoSci wstepu. Taki sens owego pytania ma u-
czen odkry¢ sam.

Sytuacja, jaka powstata na tle problemu sprawiedliwosci
gry losowej, inspiruje rézne pytania:

- Co to wszystko ma wspolnego z matematykg? Dlaczego to py-
tanie zostato postawione na lekcji matematyki?

- Do jakiego dziatu matematyki nalezatoby 6w problem zali-
czyC? Ktory dziat matematyki moéghby dostarczy¢ swoich na-
rzedzi do sformutowania wkasciwej odpowiedzi?



J
- Jak Srodkami matematycznymi okresli¢ sprawiedliwo$¢ gry?

Dalsza czeSC pracy jest pewnym protokotem z lekcji w kla-
sie I liceum poswieconej pojeciu nadziel matematycznej.

- JeSli zaptace za udziat w grze 3 zkote 1 grajac wy-
gran 3 zdote, to take gre nazwatbym sprawiedliwg - mowi je-
den z ucznidw.

- No tak, ale ja takze wptaciwszy 3 zdote wstepu (wszys-
cy jednakowo Ow wstep opacamy) moge wygra¢ tylko zkotowke,

a wiec ja powinienem wowczas te gre nazywaC niesprawiedliwg -
protestuje drugi.

Kryterium sprawiedliwo$ci gry oparte na rezultacie jed-
nego udziatu w grze okazuje sie wiec subiektywne. 1 odkrycie
tego faktu stanowi wazny krok w kierunku sformutowania obiek-
tywnego kryterium. Los gracza, tj. kwota jego wygranej lub
przegranej, w jednej, ale takze w dwu, trzech, a nawet dzie-
sieciu powtdrzeniach udziatu w grze, nie moze przesadzaC o
tym, czy gra jest sprawiedliwa, czy nie. Ale stosunkowo duza
liczba powtérzen udziatu w grze moze dostarczy¢ podstaw do
podjecia decyzji o uznawaniu gry za sprawiedliwg, albo nie.

Mamy tu do czynienia z podejmowaniem decyzji w sytuacji,
gdy niepewnosci co do standw Swiata zewnetrznego sg scharak-
teryzowane prawdopodobienstwami tych stanow (stany Swiata
zewnetrznego sg tu wynikami doSwiadczenia losowego o dajgcym
sie okresli¢ a priori modglu probabilistycznym). Podejmowa-
niu decyzji w tego typu sytuacjach towarzysza pewne biedy
(zob. [13)).
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Bedziemy skdonni uzna¢ gre za sprawiedliwg (a Scislej:
nie bedziemy mieli podstaw do kwestionowania sprawiedliwosci
gry), jesSli *aczny zysk z udziatu w bardzo wielu powtdrzeniach
gry i 4aczna optata za udziat w tej liczbie gier nie bedg
sie znacznie rozni¢. Tylko co to znaczy "nieznacznie"? Jakie
réznice nalezy uznawa¢ tu za istotne? Kryterium nadal nie
jest precyzyjne*.

Oznaczmy przez m koszt udziatu w jednej grze (wysokos¢
wstepu), a przez n liczbe powtérzen udziatu w grze i zakdzmy,
ze n jest stosunkowo duzg liczbg naturalng. Niech x bedzie
wygrang w jednej grze przed przystgpieniem do gry. X jest za-
tem funkcjg, ktora wynikowi przeprowadzanego w grze schematu
doswiadczalnego przypisuje liczbe wygranych ztotéwek (tj.
liczbe wykonanych rzutéw monetg). X jest zmienng losowg. Mo-
del probabilistyczny dla wspomnianego schematu doSwiadczal-
nego oraz graf strzatkowy funkcji x 1 rozkkadu prawdopodo-
bienstwa p prezentuje rysunek 1.

Niech 1n(X=J) oznacza liczbe tych sposrdd n powtorzen
gry, w ktérych wygrana wynosita j ztotych (j=1,2,3,4,5).
kaczna wygrana jest zatem sumg:*

_ * W teorii _weryfikacji _hipotez konstruuje sie test istot-
nosci, umozliwiajacy weryflkaC{e hipot(,ez%_ orzekajacej, ze
gra jest sprawiedliwa, na podstawie probki.
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taczny koszt udziatu w tych n grach wynosi na zdotych.
Nie bedzie podstaw do kwestionowania sprawiedliwosci gry,
jesh
nm» J_E_Ililn(X-j),
J_

czyli, gady:

CD .
nj=l n

Spojrzmy na prawg strone w (1) z punktu widzenia statys-
tyki matematycznej. Przed grg jest ona zmienng losowg. Jest
to tzw. statystyka Srednia z probki n-wyrazowej z populacji
£2 , w ktorej cechg jest zmienna losowa X. Statystyka ta jest
estymatorem zgodnym (co wynika z prawa wielkich liczb Chin-
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czyna) 1 nieobcigzonym warto$ci oczekiwanej cechy X. Powyz-
sza uwaga ma ukazywaC idee, na ktorych zostaje tu oparty pro-
ces odkrywania 1 ksztattowania pojecia nadziei matematycznej
jako pewnego narzedzia rozwigzywania konkretnych problemw.
Prawa strona w (1) jest Srednig arytmetyczng wygranych
w n powtérzeniach gry. Interpretujemy te prawg strone jako
$rednig wygrang przepadajaca na jedng gre. Srednia ta jest
wielkoscig losowa, wielkoScig zalezng od przypadku w tym sen-
sie, ze przy ponownym powtérzeniu n razy udziatu w grze war-
tos¢ tej Sredniej arytmetycznej bedzie najprawdopodobniej
inna, choC¢ przy duzym n najprawdopodobniej bedzie sie nie-
znacznie rozni¢ od poprzednio uzyskanej. Te wnioski formu-
tuja sami uczniowie, potwierdzajac nimi wkasciwe rozumienie
istoty prawa wielkich liczb Bernoulliego. Zauwazmy, ze:

gdzie fn(X=J) jest czestoscig wzgledng (krotko: czestoscig)
zdarzenia {X=j} (j=1,2,3,4,5) w n powtorzeniach nie trwa-
jacego dhuzej niz pieC rzutow oczekiwania na wypadniecie
reszki. Wartos¢ statystyki Srednia z probki zostata tym sa-
mym przedstawiona w postaci kombinacji liniowej wartoSci zmien
nej losowej X o wspddczynnikach bedacych czestoSciami, z ja-
kimi X przyjmuje te wartosci w n doSwiadczeniach.

Zwigzek (1) przyjmuje zatem postaé

(2)



Przed powtérzeniem udziatu w grze prawa strona w -§2)
jest statystyka Srednia z probki. Po n-krotnym powtdérzeniu
udziatu w grze prawa strona jest liczbg, bedacg wartoscig
powyzszej statystyki dla n-wyrazowej probki.

0d Sredniej arytmetycznej, ktora jest wielkoscig losowg"
nalezy teraz przej$¢ do charakterystyki zdeterminowanej, nie-
zaleznej od przypadku (tj. od wynikow n-krotnego powtorzenia
doswiadczenia losowego przeprowadzanego w grze). “Sprawcg"
losowoSci owej Sredniej arytmetycznej sg czestosci zdarzen
{X=j}, J-1,2,3,4,5.

- Gdyby Ow gracz, ktory przed chwilg n raz powtarzat swij
udziat w grze,znowu n razy zechciat zagra¢ i sporzadzié¢ po-
dobny do powyzszego rachunek to jego *aczna wygrana bytaby
inng liczbg niz poprzednio - zauwaza jeden z ucznidw.

Inny uczen dodaje:

- Ale jeSli n jest bardzo duze, to te wygrane najprawdo-
podobniej nie bedg sie znacznie roznic.

Swoj wniosek ostatni uczen uzasadnia tym, ze przy dosta-
tecznie duzym n i przy ustalonym j (j=1,2,3,4,5) czestosci
fn(X=)) otrzymywane przy wielokrotnym powtarzaniu n-krotnego
udziatu w grze najprawdopodobniej nie bedg sie znacznie roz-
ni¢. To spostrzezenie stanowi kolejny krok w procesie matema-
tyzacji, jaki prowadzi¢ bedzie do sformutowania definicji no-
wego pojecia, za pomocg ktdrego bedzie mozna rozstrzygac
sprawiedliwos¢ gry losowej szczegdlnego typu (wygrana wymier-
na w liczbach 1 zalezna jedynie od wyniku doSwiadczenia lo-
sowego, a nie od takiej czy innej strategii gracza).



Jednym z waznych aspektdw pojecia prawdopodobienstwa zda-
rzenia jest aspekt statystyczny, czyli czestoSciowy. Uwypu-
klany on zostaje gkownie w poczgtkowym okresie procesu ksztat
towania pojecia prawdopodobienstwa. Pierwsze oceny jakoscio-
we prawdopodobienstwa zdarzenia oparte byly na lekcjach pro-
wadzonych we wspomnianej klasie na czestoSci zdarzenia w wie-
lu eksperymentach. Czestos¢ zdarzenia przed n-krotnym powta-
rzaniem doSwiadczenia jest zmienng losowg. Ze statystyczne-
go stanowiska rzecz biorgc jest ona statystyka Srednig z prob
ki z populacji bedacej przestrzenig wynikdw wspomnianego do-
Swiadczenia 1 w ktorej ceche o rozk#adzie zerojedynkowym ge-
neruje to zdarzenie (cecha jest w tym przypadku funkcjg cha-
rakterystyczng tego zdarzenia, jako podzbioru przestrzeni
wynikow). Prawdopodobienstwo zdarzenia jest w tym przypadku
wartoscig oczekiwang owej cechy. Szacowanie prawdopodobien-
stwa zdarzenia jego czesto$cig w duzej liczbie doSwiadczen,
jest wiec estymacjg wartosci oczekiwanej cechy zerojedynkowej
za pomocg statystyki Srednia z probki.

Z prawa wielkich liczb Bernoulliego wynika, ze statystyka
ta jest zgodnym estymatorem owego parametru. CzestosS¢ zda-
rzenia w n-krotnym powtdrzeniu doswiadczenia jest wiec (po
tym n-krotnym powtérzeniu) liczbg szacujacg prawdopodobien-
stwo tego zdarzenia w odpowiednim modelu probabilistycznym.
Prawdopodobienstwo zdarzenia mozna zatem interpretowaé jako
teoretyczny odpowiednik takiej wielkosci empirycznej, jak
czestosC zdarzenia w bardzo wielu eksperymentach.
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Zastagpmy zatem po prawej stronie w (2) liczbe fn(X=})
przez jej, wspomniany wyzej, teoretyczny odpowiednik, to zna-
czy przez P(X=j).

Srednia arytmetyczna (jako wielkoSC zalezna od doswiad-
czenia) zastgpiona zostaje wielkoScig zdeterminowang, tj, Su-
mg postaci

5
® IiPO=E]) -
Jj=l

Droga dojscia do sumy (3), a zwhaszcza poczatek tej dro-
gi, nadaje tej sumie konkretny sens. Owa suma okreSla wyso-
koS¢ wstepu do gry sprawiedliwej. Gra losowa, o ktorej byka
mowa, Dedzie sprawiedliwa, gay .

® m = __IiP(X=.i).

Prawa strona w (4) jest ré#vnoczeénie pewng charaktery-
styka rozk¥adu zmiennej losowej X. Empiryczny rodowod tej su-
my (Srednia arytmetyczna) sugeruje, aby nazwaC jg wartoscig
Srednig zmiennej losowej X. Jest to zarazem warto$¢ oczeki-
wana, czyli niejako nadzieja matematyczna tej zmiennej loso-
wej -

Przytoczone wyzej przejscie od konkretnego zadania do no-
wego pojecia, ktore to zadanie pozwolito rozwigza¢ ’Srodka-
mi matematycznymi, sugeruje ogolng posta¢ definicji zmiennej
losowej X o skoficzonym zbiorze wartosci.

JeSli px jest rozkkadem zmiennej losowej X, przy czym
X(£2) jest zbiorem skonczonym, to wartoScig oczekiwang tej
zmiennej losowej nazwaé nalezy liczbe

&2



E(X) (xj), gdzie Px(x) = P(X=x").

xjG X($i) 3P

Udziatem rozstrzygania problemu sprawiedliwo$ci szcze-
g6lnego typu gry losowej stat sie proces odkrywania nowego
probabilistycznego pojecia. Sam problem dostarczyt motywacji
temu procesowi. Powstaty na tle gry losowej problem zainspi-
rovat wprowadzenie pojecia nadziei matematycznej. Jego roz-
wigzywanie podsuneto koncepcje formalnej definicji tego po-
jecia, ktore rownocze$nie stato sie nowym matematycznym na-
rzedziem rozwigzywania praktycznego problemu.

Gre losowa, w ktorej wygrana zalezy od wyniku dod$wiad-
czenia losowego i wejScie do ktdérej trzeba optacié, uznamy
za sprawiedliwg, jeSli wstep do niej jest rowny wartosci
oczekiwanej wygranej. Na wspomnianej lekcji uczen stat sie
odkrywcg tego faktu.

Rozwigzujac problem gry sprawiedliwej - nie gralismy. Pod
dawalismy natomiast matematycznej obrobce fikcyjne wyniki
wielokrotnego powtarzania udziatu w grze (a wiec wyniku pew-
nego eksperymentu). W heurezie, bedacej udziatem przedstawio-
nego wyzej procesu matematyzadji, uwypuklony zostat statys-
tyczny aspekt nadziei matematycznej (wartoSC oczekiwana zmien
nej losowej ukazana zostata jako teoretyczny, a wiec wyidea-
lizowany odpowiednik Sredniej arytmetycznej, ktora jest
wartoscig statystyki Srednia z probki). Proces odkrywania
a zarazem ksztattowania pojecia nadzieil matematycznej zostat
tu oparty na statystycznej idei estymacji.
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3. SREDNI CZAS OCZEKIWANIA NA PRAWO WEJSCIA DO GRY
W CHINCZYKA. UOGOLNIENIE OEFINIC31 NADZIEI MATEMATYCZNEJ

W omawianej grze celowo zostat ograniczony czas trwania
doswiadczenia losowego (mierzony liczbg etapow). Program ra-
chunku prawdopodobienstwa obejmuje bowiem jedynie skonczone
modele probabilistyczne. Nasuwa sie jednak pytanie, przy ja-
kiej opfacie wstepu sprawiedliwg bykaby gra, w ktdérej rzuca
sie monetg dopdty, dopOki nie wypadnie reszka i wygrywa tyle
zhotowek, ile zostato wykonanych rzutéw. Z kazdym wynikiem
oczekiwania na wypadniecie reszki gracz kojarzy liczbe wygra-
nych zkotowek (czyli liczbe, zwang w probabilistyce czasem
oczekiwania na pierwszy sukces). Zmienng losowg, z jakg mamy
tu do czynienia, oznaczmy przez T. Jej rozk#ad jest funkcjg
pf- okreSlong wzorem:

PTJ) = (7 dla 3=1,2,3. ..

Pytanie o wysoko$¢ wstepu do takiej gry gwarantujaca jej
sprawiedliwoSC inspiruje uogolnienie poprzednio odkrytej de-
finicji nadziei matematycznej na przypadek, gdy zbidér warto$-
ci zmiennej losowej jest przeliczalny.

Innym problemem, z otaczajacej ucznia rzeczywistosci,
inspirujacym réwniez wspomniane uogolnienie definicji nadziei
matematycznej jest sprawa Sredniego czasu oczekiwania na pra-
wo wejscia do gry w chinczyka.

Zanim gracz uzyska prawo wejscia do gry w chinczyka musi
wyrzuci¢ kostka szostke. Rzut kostka powtarza on dopoty, do-
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poki nie wypadnie szostka. Niech T bedzie liczbg rzutdw po-
trzebnych do uzyskania tego prawa. T jest w tym przypadku
zmienng losowg o rozkdadzie Pj okreslonym wzorem:

PT<j> = (1)j_1 + dla j=I.2,3p>eee

Postawmy problem: jaki jest $redni czas oczekiwania na prawo
wejScia do takiej gry? Ten problem mogh powstac w kontekscie
pytania o sprawiedliwo$¢ gry losowej, w ktdrej gracz rzuca
kostkg tak dtugo az wyrzuci széstke_,,uzyskujéc tyle zdotowek,
ile wykonat rzutéw, ale optacajac wczedniej udziat w grze.

Poprzednie odkrycie postaci definicji nadziei matematycz-
nej sugeruje, ze w tym przypadku wartoS¢ oczekiwana powinna
by¢ sumg iloczynow postaci jPj(j) rozciggajaca sie na wszyst-
kie wartosci zmiennej losowej T. Suma ta staje sie wiec sze-
regiem postaci:

W ogolInosci, gdy zmienna losowa X przyjmuje nieskonczenie
wiele wartosci dajacych sie ustawi¢ w cigg (Xj ,x2 ,%-j,-..),
to jej nadziejg matematyczng powinno sie nazwaC sume Szere-
gu postaci:

Q)

Ale to uogblnienie inspiruje natychmiast pytanie, czy ta
ka definicja bykaby poprawna w sensie matematycznym. Tran-
sfer metody, z jakim mamy tu do czynienia, inspiruje wiec
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nowg forme matematycznej tworczosci, a mianowicie poszukiwanie
i formutowanie takich wkasnosci szeregu (5), ktore gwaranto-
watyby poprawnos$¢ definicji.

WartoS¢ oczekiwana powinna byC liczbe. Nalezy wiec zadac,
aby szereg (5) byt zbiezny. Gdyby tak nie bydo,powiemy, ze
zmienna losowa X nie posiada nadziei matematycznej.

Wartosci zmiennej losowej X mogg byC réznych znakéw. W
(5) zostaty te wartoSci ponumerowane. Kto$ w zbiorze tych war-
tosci wprowadzit porzadek. Zbiezno$¢ szeregu (5) 1 jego suma
moze zalezeC od tego, subiektywnie wprowadzonego, porzadku.
Bedzie tak, gdy szereg (5) jest zbiezny,ale warunkowo. Aby
definicja nadzieil matematycznej byda poprawna,szereg (5)
musi by¢ bezwzglednie zbiezny.

Transfer metody, o ktorym wyzej mowa, wigze sie z tazw.
zasadg integracji. Poszczegolne dziaty szkolnej matematyki
tworzg jakby rownolegte "linie pionowe™. Jedng z nich jest
rachunek prawdopodobienstwa, inng rachunek rozniczkowy. Tresci
kazdego z tych pionéw powinny byC w nauczaniu integrowane po-
przez ciggte odwokywanie sie do poje¢ i twierdzen danego pio-
nu poznanych wcze$niej oraz poprzez stopniowe uogOlnianie de-
finicji 1 twierdzen wczesniej wprowadzonych. Mowimy tu o
integracji pionowej.

UogoInianie definicji, poszukiwanie warunkéw poprawnosci
tego uogdlnienia stworzyka rownoczeSnie potrzebe odwotywania
sie do pojec¢ i twierdzen (a wiec do tresci) innych dziatdw
matematyki. Mowimy tu o integracji wewnetrznej (znanej pod
nazwg idel fuzjonizmu).



Jezyk matematyki, matematyczne modele, matematyczne
struktury 1 ogélnie matematyczne metody wykorzystuje sie w
innych przedmiotach nauczania. Ta ekspansja matematycznych
Srodkow i metod na inne dziedziny wiedzy stanowi istote tzw.
integracji zewnetrznej. O tych powigzaniach omawianych tu
treSci z innymi dziakami wiedzy bedzie mowa w dalszej czesci
pracy.

4. SPRAWIEDLIWOSC W KONTEKSCIE GRY LOSOWEJ

W omawianych wyzej grach przeprowadzane byo doSwiadcze-
nie losowe. W zalezno$ci od jego wyniku gracz zdobywat takg
lub inng kwote. Te kwote nazwalismy wygrang. W sensie pro-
babilistycznym ta wygrana jest zmienng losowg. Jesli udziat
w grze trzeba optaci¢,to gra jest sprawiedliwa wtedy,gdy koszt
wstepu jest réwny wartoSci oczekiwanej wygranej. Jest to je-
den typ gier losowych.

Czasami przez wygrang w tego typu grach rozumie sie roz-
nice pomiedzy kwotg uzyskang za wyniki doswiadczenia i kwotg
wpacong na wstepie. Przy takim podejSciu do wygranej gra
jest sprawiedliwa, jeSli wartoSC oczekiwana wygranej jest
rowna” zero.

Innego typu jest gra losowa, w ktorej uczestniczy co
najmniej dwu graczy t w ktérej wygrana nie jest wymierzana
liczbowo. ~ tych grach ustala sie tylko ktéry z graczy wygrat,
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a ktory nie. W tym przypadku prawdopodobienstwo zdarzenia
staje sie (mozliwym do odkrycia przez ucznia) nowym matema-
tycznym narzedziem pozwalajacym rozstrzygaC czy gra jest spra-
wiedliwa, czy nie. Gre takg nazwiemy sprawiedliwg jeSli szan-
se kazdego z graczy sg rowne, co w jezyku probabilistyki ozna-
cza, ze prawdopodobienstwo wygranej (czyli prawdopodobien- ,,
stwo zdarzenia, ze dany gracz wygra) dla kazdego z graczy

jest jednakowe. O tego typu grach losowych w kontek$cie odkry-
wania pojecia prawdopodobienstwa zdarzenia mowa jest szerzej

w [12].

Kolejny typ gier losowych stanowig te, w ktérych rowniez
uczestniczy wielu graczy, przy czym w zaleznosci od wyniku
przeprowadzanego w grze do$wiadczenia losowego kazdy uzysku-
je pewng (niekoniecznie jednak%wq) liczbe punktow. WejScie do
gry mie jeat optacane. Wygrana wymierzana jest w punktach.
Wygrywa ten, kto uzyskak maksymalng liczbe punktéw. Takg gre
uznamy za sprawiedliwg jesli nadzieja matematyczna wygranej
kazdego z graczy jest jednakowa. Tego typu gra losowa opisa-
na jest w zadaniu 7.14 na str.118-120 w [H] .

5. FIZYCZNY ASPEKT NADZIEI MATEMATYCZNEJ

W konteksScie procesu ksztattowania pojeC matematycznych
podkreSla sie zasade wariacji 1 zmiennoSci upogladowien. Ma-
tematyczne pojecia powinny by¢ w nauczaniu szkolnym ukazywa-
ne w rozmaitych aspektach.



Funkcje px, zwang rozkadem zmiennej losowej dyskretnej,
daje sie interpretowa¢ na prostej, jako ziarnisty rozkdad
jednostkowej masy na osi liczbowej. Liczbe px(x*), zwang praw-
dopodobienstwem, z jakim zmienna losowa X przyjmuje wartoS¢
Xj, interpretujmy jako mase skupiong w punkcie na osi.

Ta fizyczna interpretacja rozktadu ziarnistej (dyskret-
nej) zmiennej losowej X umozliwia prezentacje jej rozkfadu w
formie ikonicznej. JeSli liczba x* jest wartoScig zmiennej
losowej X, to w punkcie o odcietej x* na osi liczbowej uwieSmy
pojemnik z masg rowng px(x*). Na rysunku 2 przedstawiono w
tej formie rozkkad wygranej w pierwszej z rozwazanych tu gier

rys.2

Suma (4) okreslajaca nadzieje matematyczng zmiennej lo-
sowej X staje sie w tej interpretacji fizycznej Srodkiem
ciezkosci ukdadu mas na prostej. Gdyby ow ukkad mas podeprzed
w punkcie o odcietej E(X), to ukkad ten bedzie w rownowadze.

6. WELASNOSCI NADZIEI MATEMATYCZNEJ*WYNIKAJACE Z NIEFORMALNYCH
JESZCZE ROZWAZAN W PROCESIE  ODKRYWANIA  DEFINICJI

Interpretacja fizyczna rozk¥adu zmiennej losowej ziarnis-
tej umozliwia odkrycie 1 sformutowanie w formie matematyczne-
go twierdzenia wielu wkasno$ci nadziei matematycznej. Funkcja



p¥ jest w tej interpretacji matematyczng formg prezengacji

rozktadu masy na prostej, za$ E(X) jest Srodkiem ciezkosci

tego uk#adu mas.

1. Jesli dla rozk#adu masy ha prostej istnieje Srodek sy-
metrii, to ow Srodek jest rdwnoczesnie Srodkiem ciezkosci,
a zatem, jeSli wykres funkcji px jest symetryczny wzgle-
dem punktu m, to m jest nadziejg matematyczng zmiennej lo-
sowej X.

Tak wiec wartoscig oczekiwang dacznej liczby oczek uzys-
kanych w rzucie dwiema kostkami do gry jest Srodek przedziatu
[2,17], czyli liczba 7.

Jesli model probabilistyczny dla proby Bernoulliego jest
klasyczny*, to liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego o ®
takich probach jest zmienng losowg Sm o rozktadzie symetrycz-
nym wzgledem prostej x =-~ m, a zatem E(Sm) =y.

2. Z fizycznej interpretacji rozkkadu zmiennej losowej 1 jej
warto$ci oczekiwanej, a takze z faktu, ze nadzieja mate-
matyczna jest pewnym uogOlInieniem Sredniej arytmetycznej
wynika, ze jeSli X ma rozkdad rozny od jednopunktowego,to

min X(Q) < EX) < max X(Q),/

gdzie X(Q) oznacza zbidér wartoSci zmiennej losowej X.

3. Przesuniecie roéwnolegle ukdadu mas na prostej o dany wek-
tor powoduje przesuniecie sie o ten sam wektor Srodka
ciezkosci, a zatem jeSii X jest ziarnistg zmienng losowa
o wartosci oczekiwanej E(X), a c jest dowolng ustalong

JeSli . jest zbiorem skoiczonym, a p funkcja stalg na Si , to
pare (Si ,p) nazyvjvamy klasycznym Wodeo?ewm pr ilisg)?cznym.



liczbg rzeczywistg, to zmienna losowa Y=X+c takze mu-
si posiada¢ warto$¢ oczekiwang 1
E(Xtc) = E(X) + c.
4. Z fizycznej interpretacji rozkkadu zmiennej losowej X
i jej wartoSci oczekiwanej wynika rowniez, ze

Fizyczny model rozk#adu umozliwia takze odkrywanie i for
mutowanie pewnych wkasnoSci wariancji ziarnistej zmiennej lo
sowej. Wariancja jest w tej interpretacji momentem bezwkad-
nosci.

7. NADZIEJA MATEMATYCZNA W ASPEKCIE MIARDWYM

Zakdzmy, ze ziarnista zmienna losowa X posiada wartos¢
oczekiwang E(X). Niech Fx bedzie dystrybuantg zmiennej loso-
wej X. JeSli px jest rozkdadem zmiennej losowej X, to:

Niech u bedzie liczbg rzeczywista. Przez Du oznaczmy
obszar ograniczony od gory wykresem funkcji Fx, od dotu osig
odcietych 1 od strony prawej prostg x=u. Przez Gu oznaczmy
obszar ograniczony od gory prostg y-1, od dotu wykresem dys-
trybuanty Fx 1 od lewej prostg x=u (zob. rys.3).
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Niech |Du] i |Gu| oznaczajg odpowiednio pole obszaru Du i
pole obszaru Gu>

Udowodnimy, ze:

1* jezeli zmienna losowa X posiada nadzieje matematyczng 1

E(X)=m, to |DJ =|GJ oraz
2~ jezeli dla pewnego m jest I°mi=IGnli> to zmienna losowa X

posiada nadzieje matematyczng i1 E(X) = m.

Niech {xk:kG 1} bedzie zbiorem wartosci zmiennej lo-
sowej X*. Niech ~»  .x.dy(x1) bedzie szeregiem zbieznym bez-
wzglednie. Suma ’Eegolszeregu jest zatem nadziejg matematyczng
zmiennej losowej X. Niech E(X) = m. Oznaczajmy dalej px(xk)
przez pk.

6)
DNl = o2 L (>HOPK * S| <k - *kPK) *

S K7 G
¥

Z faktu, ze X jest zmienng ziarnist nika, 1z
I= 22___.r} lub J1-|12 q W



(7)

= o GRMBK = 2 o - OkPK - =
= o & I»X[Pk “ o> Fﬂ.mpi’-

Szeregi (6) 1 (7) s3 bezwzglednie zbiezne, hbo:

2 wiygk=m~™r  _Pk™ "1IML Pk sm
kel

xk<.m xk™*m
oraz
)%> nmk-mnxl>h ’\mijp,
oraz
Nad DAPKS (2 Xl RIS o IxkIpk,

a szereg po prawych stronach ostatnich dwu nierdwnoSci jest
zbiezny, bo istnieje E(X).
Pokazmy, ze sumy szeregbw w (6) 1 (7) sg rowne.

=Z Z x kPk + 2 xkpk, m.l =mz Kk,
ke KPR 75 AT > P ke

a zatem

@)

i.1=m(ZLpk + Z .PK) = m)&lﬂmPk + m;l&,mPk.

xk<m xk>m

a zatem wstawiajac powyzsze do (8) dostajemy:
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m = A (14 .PL
fAIln Kk xk>m K

= . ixuPe> + - - XifPif»
xk4d.m k K XR> m K

skad wynika, ze:

k “ N — %kpk = xkpk "' Pk’
xk™ m xk<- | P xk> P Xk> m
czyli ze:
- K)pk = . K
xXkA, |b(m xk)p XA> 10 >Pk,

Co oznacza rownosC miar obszardw Dy, i G-

Zakozmy teraz, ze istnieje dok#adnie jeden taki punkt
m, ze obszary Dm i Gm majg rowne miary. Udowodnimy, ze wow-
czas szereg ~  .xLo, jest bezwzglednie zbiezny 1 ze suma

xke 1.
tego szeregu- Wynosi m.
©
IDml = %gﬁmw ~ X)pk
oraz
(10)

1G] * w<M(xk - m)pk.
xk>m

Z zatozenia |Dn]=|Gj, a wiec oba szeregi (9) 1 (10) s3
zbiezne. Poniewaz sg to szeregi 0 wyrazach nieujemnych,ich
zbiezno$¢ jest rownoczesnie zbieznoscig bezwzgledns.

@)
- k k = y - AL ’ k kl
xk.$m(m xip Xk mnpk xk"TmX P
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(12)

Z x k -m~Pk = - X|rP|r
xk>(m I( !

K xk>m xXk>m  k

Ze wspomnianej rownosci pol wynika zatem rownosc:

T k" REATRBR = g8 bk " sty

a wiec rownosc:
13)

Z-.rcPk + Z L nmPk = Z L x + N X “
xkAm " Xk>m " xk6 ml’d:Ik xk>_mkli;IIk

Strona prawa w (13) jest szeregiem X  x.p. . Strona lewa
w (13) jest szeregiem Sk6 I.rrp.K, a w%éicljggg suma jest row-
na m.

Szereg po prawej stronie w (13) jest bezwzglednie zbiez-
ny, a zatem suma tego szeregu, czyli liczba m, jest nadziejg
matematyczng zmiennej losowej X.

Z ostatniego twierdzenia wynika zatem druga, rownowazna
uprzednio sformutowanej, definicja nadziei matematycznej

oparta na dystrybuancie.

8. nadzieja matematyczna w aspekcie stochastycznego grafu
PRZEPLYWU. SREDNI CZAS TRWANIA DOSWIADCZENIA LOSOWEGO 0
LOSOWEJ LICZBIE ETAPOW

Zakozmy, ze kolejne etapy wieloetapowego.doSwiadczenia
losowego sg przeprowadzane w kolejnych jednostkach czasu.



Przy tej umowie liczba etapdw doSwiadczenia o losowej licz-
bie etapow staje sie interesujacg zmienng losowg, ktorg
nazywajmy czasem trwania doSwiadczenia. DoSwiadczeniem o lo-
sowej liczbie etapow jest oczekiwanie na pierwszy sukces.
Czas trwania tego doSwiadczenia, zwany tez czasem oczekiv..-
nia na pierwszy sukces, jest zmienng losowg 0 rozkfadzie geo-
metrycznym.

Oznaczajmy przez T czas trwania doSwiadczenia losowego
0 losowej liczbie etapdw. Do wyznaczania nadzieil matematycz-
nej czasu trwania doSwiadczenia losowego mozna wykorzystac
prosty algorytm oparty na idel stochastycznego grafu prze-
phywu .

Jesli przebieg wspomnianego doswiadczenia losowego przed-
stawiono jako b#adzenie losowe czastki po grafie stochastycz-
nym (jedno lub dwuwymiarowym™ to T jest wowczas czasem big-
dzenia. Nadzieja matematyczna czasu bigdzenia jest stosunkiem
$acznej liczby krokow wykonanych przez wszystkie czastki
b#gdzace po tym grafie zgodnie z regudami stochastycznego
grafu przeptywu do liczby pionkéw, ktore dotardy na brzeg
grafu. Szczegédowo te idee wyznaczania nadziei matematycznej
zmiennej losowej T oméwiono w [10].

Wykorzystajmy te idee do wyznaczenia Sredniego czasu
oczekiwania na pierwszy sukces. Zakdzmy, ze dodatnia 1 mniej-
sza od jednosci liczba u jest prawdopodobienstwem sukcesu w
danej probie Bernoulliego. Aby méc przebieg oczekiwania na
pierwszy sukces omawiaC w kontekScie stochastycznego grafu
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przeptywu zakozmy, ze u jest liczbe wymierng. Niech u = LY
Przebieg oczekiwania na pierwszy sukces daje sie symulowaé
b¥gdzeniem losowym po jednowymiarowym grafie stochastycznym
przedstawionym na rysunku 4.

Cyfrg 0 oznaczono porazke, cyfrg 1 - sukces.

rys.4

Weztem startowym jest tu punkt 0. Z tego wezda wypusz-
czamy m czastek, sposrod ktdrych - zgodnie z regukami grafu
przepkywu - k przemieszcza sie do punktu (wez#a) 1, pozosta-
e m-k do wezka O (przebywajg te droge petlg zaznaczong na
rysunku 4). Brzeg jest w tym przypadku zbiorem jednopunkto-
wym {1} . tacznie wykonano m krokow (przebycie jednej kra-
wedzi grafu przez jedna biadzaca czastke jest tu réwnoznacz-
ne z jednym krokiem), przy czym k bkgdzacych czastek dotarto
na brzeg (do wezka 1). Zgodnie z regudg przytoczong wyzej
Sredni czas oczekiwania na pierwszy sukces jest stosunkiem
H, czyli jest rowny i.
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9. PO3ECIE NADZIEI MATEMATYCZNE3 A MOTYWAC3E. STOCHASTYCZNY
MOQEV. PROCESU DECYZY3NEGO

Dziatalnos¢ czdowieka jest nieustannym procesem podejmo-
wania decyzji. Matematyka dostarcza pewnych narzedzi pozwa-
lajacych ustalac¢ kryteria optymalnej decyzji w sytuacjach,
gdy mamy do czynienia z tzw. niepewno$ciami co do standw
Swiata zewnetrznego, jeSli stany te sg wynikami zjawiska lo-
sowego, dla ktorego mozna okresli¢ (badz oszacowac) model
probabilistyczny. Prawdopodobienstwa tych wynikow w modelu
probabilistycznym sg charakterystykami owych niepewnoSci co
do stanow Swiata zewnetrznego. Odkrywaniu tego matematycznego
modelu dla podejmowania decyzji w takich sytuacjach towarzy-
szg rozmaite formy matematycznych aktywnosci.

Oprécz podmiotu podejmujacego decyzje (jest nim na ogot
cztowiek) w kazdym procesie decyzyjnym mamy do czynienia z
co najmnie” dwuelementowym zbiorem dopuszczalnych decyzji.
Oznaczajmy ten zbidr przez D i zatézmy, Zze jest on skonczony.
Podmiot podejmuje decyzje w momencie, gdy nie s3 jeszcze zna-
ne stany Swiata zewnetrznego, nie jest wiec w stanie okreslic
w tym momencie, ktdra z dopuszczalnych decyzji jest optymal-
na. Stany Swiata zewnetrznego sg scharakteryzowane ich praw-
dopodobienstwami. Zakdzmy, ze s-elementowy zbior Q  jest
zbiorem mozliwych standw Swiata zewnetrznego. Z probabilis-
tycznego punktu widzenia Q  jest przestrzenig wynikow pew-
nego doswiadczenia losowego. Rozk#ad prawdopodobienstwa
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na tym zbiorze stanowi charakterystyke niepewno$ci co do tych
stanow.

Efektem podjecia danej decyzji jest liczba wyrazajaca
korzysci. Liczba ta zalezy zardwno od podjetej decyzji, jak
i od stanu Swiata zewnetrznego. Z matematycznego punktu wi-
dzenia korzysC jest wiec funkcjg dwu zmiennych okreslong na
iloczynie kartezjanskim D x Cit. Te funkcje, zwang korzyscig,
oznaczajmy przez W. Mozna jg okreSli¢ za pomocg tzw. macierzy
korzysci [w(d™,0k)] .

Stochastycznym modelem procesu decyzyjnego jest wasnie
ta macierz korzySci uzupedniona wierszem okreSlajacym rozkiad
prawdopodobienstwa na zbiorze Q (tj. zbiorze stanow Swiata
zewnetrznego). Stochastyczny model procesu decyzyjnego przed-
stawiajmy zatem za pomocg nastepujacej tabeli:

' lefstwa  Sta-
v P 2o - pceosy koo RgﬂgﬁiﬁgpzaMEﬂrzxxp
y - - < stany Swiata zewnetrznego
di T
42 £ fmacierz korzysci)
dm

~ __ dopuszczalne decyzje

rys.s

Przy ustalonej decyzji d" funkcja W staje sie funkcja sta
now Swiata zewnetrznego, a wiec zmienng losowg, ktorg ozna-
czajmy przez W-. Wiersz macierzy korzysci odpowiadajacy de-
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cyzji d.J wraz z rozkkadem prawdopodobienstwa na zbiorze sta-
now Swiata zewnetrznego stanowig pewng prezentacje rozkdadu
zmiennej losowej WA.

Inspiracja do pewnej tworczosci matematycznej staje sie
teraz problem, ktorg z decyzji nalezy uznaC za optymalng.

Za optymalng uczniowie proponujg najpierw uznawaé te,
ktorej odpowiada maksymalna korzy$¢. W tej ocenie nie uwzgle<-
niono stanu Swiata zewnetrznego, przy ktérym mozliwe jest
uzyskanie maksymalnej korzysci. Mate (bardzo mate) prawdopo-
dobienstwo tego stanu moze czyniC praktycznie niemozliwym
osiggniecie tej maksymalnej korzysci. Kryterium, ktore zosta-
to zaproponowane, nie jest wiec wkasciwe. Ten etap konstrukcji
stochastycznego modelu procesu decyzyjnego na lekcji dostar-
cza teraz nowego surowca do ksztaktowania pojecia nadziei
matematycznej, a zwkaszcza do ksztaktowania zwigzanych z tym
pojeciem intuicji. Dostarcza zarazem istotnych motywacji.

Przy ustalonej decyzji, korzySci mozna scharakteryzowac
spodziewanymi, oczekiwanymi, Srednimi korzySciami. Kazdg z
mozliwych decyzji charakteryzuje $rednia korzy$¢, a wiec
liczba bedaca nadziejg matematyczng zmiennej losowej, jaka
staje sie korzyS¢ przy ustaleniu decyzji. Dla decyzji d" tg
charakterystyka jest E(W"). Za optymalng decyzje nalezy uwa-
zaC te, dla ktoérej Srednie korzysci sg maksymalne.

Jesli decyzji, ktdorym,odpowiada maksymalna Srednia ko-
rzys¢ jest wiecej, do wyboru wkasciwej stosuje sie dodatkowe,
Juz natury pozamatematycznej, kryteria (zob. przykfad 11.8.1
s.239 w [10]).
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Macierz prezentujgca stochastyczny model procesu decy-
zyjnego nalezy zatem uzupetni¢ dodatkowg kolumng odpowied-
nich warto$ci oczekiwanych korzysci.

Opisany wyzej model (na lekcji moze on "by¢ przedmiotem
matematycznego odkrycia) stosujg w praktyce ekonomisci, Kkup-
cy, kierownicy produkcji itp. Literatura ilustruje ten typ
zastosowan praktycznych poje¢ probabilistycznych przykfada-
mi, w ktorych rozkkad stanow Swiata zewnetrznego (rozkiad
popytu, podazy itp.) zadany jest a priori. Kto i jakimi Srod-
kami 6w rozkkad uzyskat(nie zostaje ujawnione. Zresztg jest
tak w prawie wszystkich matematycznych zadaniach, ktorych
tre$¢ dotyczy obiektow realnego Swiata, a ktore sg adresowane
do ucznia. Oest tak zwhaszcza w przypadku zadan z rachunku
prawdopodobienstwa, w ktorych mowa jest o strzelcu trafia-
jacym do celu z prawdopodobienstwem g, o urzadzeniach, ktd-
rych niezawodno$¢ (a wiec prawdopodobienstwo nieprzerwanej
dziatalnosci w danym przedziale czasowym) wynosi p, 0 nasio-
nach, ktorych sida kietkowania wynosi r itd. W zadaniach
tych, na podstawie zadanych a priori prawdopodobienstw jed-
nych zdarzen trzeba wyznaczy¢ prawdopodobienstwa innych zda-
rzen. Matematyczna tworczo$¢ bedaca udziaktem atakowania 1
rozwigzywania tego typu zadan - to oparte na gotowych wzo-
rach rachunki. Informacja, skad 1 w jaki sposob te dane o
prawddpodobienstwie jednych zdarzen uzyskano, zawsze zostajg
przed uczniem ukryte. Zapewne Zrodet tych informacji 1 spo-
sobow ich uzyskiwania nie zna takze nauczyciel.
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W tego typu zadaniach pominieto (by¢ moze celowo) okazje
do waznych, z punktu widzenia dydaktyki, aktywno$ci matema-
tycznych. Ciekawsze i bogatsze w matematyczne aktywnosci by-
Hyby takie zadania, w ktorych wspomniane prawdopodobienstwa
nie s3 z gory zadane, ale ktorych znajdowanie (takze szacowa-
nie) stanowi cze$¢ (i to wazng) probabilistycznego zadania.
To poszukiwanie, a wiec konstrukcja modelu probabilistyczne-
go (takze jego estymacja), moze by¢é zadaniem o wiele ciekaw-
szym, gdy chodzi o nauczanie rachunku prawdopodobienstwa,
bo dotyczacym tego, co wazniejsze, tj. konstrukcji modelu,

a nie tylko dedukcji w modelu juz gotowym, zadanym a priori.

Interesujg nas teraz przyktady zastosowan stochastyczne-
go modelu procesu decyzyjnego, w ktorych rozkkad standw Swia-
ta zewnetrznego trzeba (i w ktorych ten rozkkad daje sie)
wyznaczy¢ na podstawie matematycznych cech zjawiska, ktore-
go efektem sg owe stany, badz na podstawie uprzednio zgroma-
dzonych i odpowiednio opracowanych matematycznymi $rodkami
danych statystycznych.

10. GRA STRATEGICZNO-LOSOWA A PROCES DECYZYJINY

Lekcje poswiecong odkrywaniu prawdopodobienstwa zdarze-
nia jako nowego matematycznego narzedzia rozwigzywania prak-
tycznych probleméw rozpoczynam od prostej gry losowej. W grze
przeprowadza sie pewne doswiadczenie losowe. Zanim to jed-
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nak nastapi,kazdy z uczniéw stawia na jeden z wynikdw tego
doswiadczenia, zdobywajac punkt, jesli dosSwiadczenie zakon-
czy sie tym whkasnie wynikiem. Na tle takiej gry powstaje py-
tanie, czy sg wsrod wynikow dosSwiadczenia takie, na ktore
optacatoby sie stawiaC. Z dwu mozliwych wynikéw na ten opta-
ca sie postawi¢, ktoéry jest bardziej prawdopodobny. Udziat
W grze wigze sie wiec z podejmowaniem decyzji, na ktory wy-
nik postawi¢. Stawianie na wynik najbardziej prawdopodobny
jest zarazem wyborem optymalnej decyzji zgodnie z opisanym
wyzej stochastycznym modelem procesu decyzyjnego.

Zak6zmy, ze modelem probabilistycznym dla doSwiadczeni”
losowego przeprowadzanego w grze jest para (<Tit,p), gdzie
Q ={ ,c02,...,t o . Zakdzmy takze, ze p nie jest roz-
kkadem klasycznym, bo tylko w tym przypadku mozna mowiC o
strategii w grze. KorzySC przyjmuje tu dwie wartosci: I(zdo-
bywam punkt) i O (nie zdobywam punktu). Jesli przez dk ozna-
czy¢ decyzje: stawiam na wynik to korzysC jest funkcjg

adla jk.
1 dla j=k, gdzie j=1,2,...,s oraz k=1,2,...,s.

Macierz korzySci jest tu wiec macierza jednostkowg, je-
$li pomijaC dwie dodatkowe linie, ktorymi macierz te uzupet-
nialismy, tj. dodatkowym wierszem okre$lajacym rozkkad sta-
now Swiata zewnetrznego i1 dodatkowg kolumng Srednich (ocze
kiwanych) korzysci.

Jest E(Wk) = p(u)k), a zatem stawianie na wynik najbar-
dziej prawdopodobny jest réwnoznaczne z wyborem optymalnej de-
cyzji.
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OgélIniejsza wersja wspomnianej gry polega na tym, ze
gracz stawia nie na wynik, ale na jedno ze zdarzen zwigza-
nych z przeprowadzanym w grze doswiadczeniem losowym, zdoby-
wajac punkt jesli po przeprowadzeniu doSwiadczenia uzyskano
wynik sprzyjajacy temu zdarzeniu. ,

Jeshi {Ai1.A2°"ee*Anl  jest zbiorem zdarzen zwigzanych
ze wspomnianym doSwiadczenien, qj oznacza decyzje: §tawiam
na zdarzenie Aj, a Wj oznacza korzySci wynikajace z podjecia
decyzji dj, to

E(Wj) gijea..p( co ) + coe Aj p( CO )= C.O/\eE’_Aj,p(w ):p(aj,).

Wybér optymalnej decyzji jest w tym przypadku wyborem
zdarzenia najbardziej prawdopodobnego.

11. PRZYKLADY PROCESU DECYZYJINEGO, W KTORYCH ROZKEAD
STANOW SWIATA ZEWNETRZNEGO OAJE SIE OKRESLIC A PRIORI

0d lat popularyzowane wsréd nauczycieli 1 ucznidw za-
dania probabilistyczne cechuje razgce ubostwo matematycznych
aktywnosci. Cata matematyczna twoérczo$¢ towarzyszaca atako-
waniu 1 rozwigzywaniu tego typu zadan sprowadza® sie do de-
dukcji 1 rachunkéw (nierz-adko do mechanicznego stosowania go-
towych wzorow).
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Problematyka zwigzana z podejmowaniem decyzji w sytuac-
jach, gdy stany Swiata zewnetrznego sg wynikami do$wiadcze-
nia losowego, dla ktorego model probabilistyczny daje sie
okresli¢ na podstawie pewnych cech przyrzadu losujacego uzy-
tego b. przeprowadzania tego doSwiadczenia (symetrie, propor-
cje itp.), moze dostarcza¢ dobrego surowca do ksztattowania
pojecia nadziei matematycznej i innych poje¢ probabilistycz-
nych, wnoszac zarazem nowe matematyczne tresci (poszukiwa-
nie ekstremum ciggu Srednich korzysci odpowiadajgcych ciago-
wi decyzji).

Celem zadan probabilistycznych jest rozwijanie intuicji
probabilistycznych, w tym réwniez intuicji zwigzanych z po-
jeciami probabilistycznymi. Zadania dotyczace stochastycznego
modelu podejmowania decyzji inspiruja dyskusje nad zalezno$-
cig korzysci od decyzji 1 nad charakterystyka tej zaleznosSci
za pomocg nhadziel matematyczpej korzysci. Poszukiwanie mate-
matycznych Srodkow gromadzenia informacji potrzebnych do ana-
lizy tych zaleznosci, konstrukcja rozk¥adu standw Swiata zew-
netrznego, dekodowanie wspomnianych informacji (interpreta-
cja korzysci przy ustalonej decyzji), poszukiwanie ekstremow
pewnych funkcji, a takze ustalanie pozamatematycznych kry-
teriow (chodzi o kryteria natury spokecznej, ekonomicznej
itp.) wyboru optymalnej decyzji sposréd rodziny decyzji gwa-
rantujacych maksymalne korzy$ci - to formy twdrczoSci inspi-
rowane przez jedno probabilistyczne zadanie. Na uwadze mieC
tu takze trzeba motywacje, ktorych dostarczajg tego typu

zadania.
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Zilustrujmy bogactwo matematycznych aktywnosci, o jakim
wyzej mowa, przykfadem gry strategiczno-losowej. Dwu uczest-
niczacych w niej graczy oznaczmy przez G" 1 G2>Obaj rzucajg
monetg. Przedtem kazdy opkaca swdj rzut. JeSli w obu rzutach
moneta upadnie do goéry taka samg strong,mowmy o remisie.
Wtedy kazdy zabiera z puli (stanowig ja wplacone przez gra-
czy ztotowki) jej pokowg. Gdy reszka wypadnie tylko na jed-
nej moneciefwdwczas catg pulg zdobywa ten, kto wyrzucit reszke.

Przypuscmy, ze gracz G rzuca pierwszy i ze po wykonaniu
pierwszego rzutu wolno mu rzuci¢ drugi raz monetg, ale za
ten dodatkowy rzut musi wpkaci¢ do puli dodatkowg ztotowke.
Gdy G" rzuca dwa razy, to:

a) wygrywa cala pule, jesli wyrzucit reszke co najmniej raz
i jeShi reszki nie wyrzucit G2,

b) jest remis (obaj dzielg sie po pokowie trzema zlotéwka-
mi z puli) jeSli G* co najmniej raz wyrzucit reszke i
jesli GP wyrzucit reszke,

C) jest rowniez remis,.jesSli zaden z nich nie wyrzucit reszki,

d) G przegrywa calg pule, jesli nie wyrzucit ani raz reszki
i jesli reszke wyrzuci+ G2.

Gra inspiruje pytanie o to, na jakg strategie powinien
zdecydowaC sie gracz G"?

Mozna tu méwi¢ o czterech dopuszczalnych decyzjach (samo
ich sformutowanie jest juE pewng formg matematycznej twor-
czosci):

o": zawsze rzucaC dwa razy,
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¢ zawsze rzuca¢ tylko raz,

dj: rzucaC drugi raz, gdy za pierwszym razem wypadnie

orzet,

d*: rzucaC drugi raz, gdy za pierwszym razem wypadnie

reszka.

Stany Swiata zewnetrznego sg tu wynikami wielokrotnego
rzutu monetg. Liczba rzutéw zalezy od decyzji. Nasuwa sie
wiec kolejne pytanie, jak postgpiC, aby zbior stanow Swiata
zewnetrznego nie zalezat od decyzji.

Mowmy zawsze o trzykrotnym rzucie monetg. Abel moze zaw-
sze drugi raz rzucaC monetg, tylko Zze wyniki tego rzutu w
przypadku decyzji d2 nie bedg brane pod uwage.

Niech Wj bedzie liczbg wygranych przez gracza (zabie-
ranych z puli) zkotéwek przy podjeciu decyzji d. (j=1,2,3,4).
Macierz prezentujaca stochastyczny model procesu decy-
zyjnego, z jakim mamy tu do czynienia, okreSla nastepujaca

tabela:

prawdopodobienstwa

P 1 i 1 1 1 1 1 1
standw Swiata zew- 2 7 2 2 2 2 7 7 ) )
netrznego Srednie
o korzysci
mm & 00 oor oo or ro rr Ko nr
co-2 1 W.F o1 Wr o1 b Eis=-j
di m 2 "7 "7 <7 ]
d2 0O -1 O -1 1 0 + 0 EW2)=0
\\ —r _> 1 .1 4 0o 1 0 = .™
u d’ 7 >
1 1
-1 0 -1 1 _; 1 .7 | EW4)=7
da* 0
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Tabela, w ktorej zakodowano wszystkie informacje pozwa-
lajace na wybor optymalnej decyzji,staje sie teraz surowcem
do pewnej matematycznej tworczosci.

Z tabeli widaC, ze uzaleznienie taktyki gracza od
rezultatu pierwszego rzutu nie gwarantuje wzrostu Srednich
korzysci (Sredniej wygranej). Gracz Gj powinien podjaé de-
cyzje @2 lub dj. Obie zapewniajg mu te samg Srednig wygra-
ng. Z innych powodow decyzje 02 nalezy uzna¢ za optymalniej-
szg z uwagl na mniejszy trud wkdadany przez gracza G" do tej
gry @@ rzuca tylko raz).- Jest to wspomniane wcze$niej poza-
matematycznej natury Kkryterium ostatecznego wyboru optymal-
nej decyzji.

Skonstruowana tabela moze inspirowaé pewng refleksje a
posteriori. Chodzi o wyjasnienie uwidocznionego przez nig
faktu. Chodzi tu o pytania, czy mozna byko to wczedniej prze-
widzie¢? Jak to inaczej uzasadnic?

12. NADZIEJA MATEMATYCZNA W KONTEKSCIE METOD MONTE CARLO.
I0EA ESTYMACJI A METODY MONTE CARLO

Stawianie ucznia w sytuacji, w ktérej konstrukcja a prio-
ri modelu probabilistycznego, rozkdadu zmiennej losowej,
badZz znajdowanie charakterystyk tego rozkkadu przerasta jego
mozliwo$ci (z uwagi na brak odpowiedniego aparatu matematycz-
nego) moze zmusza¢ go do poszukiwania Srodkow, ktérymi mozna
zdobywaé, gromadzi¢ 1 porzadkowaé¢ informacje na temat owego



modelu, rozkkadu, czy wartosci charakterystyk tego rozk¥adu.
Sytuacje takie stajg sie Zrodkem wielu matematycznych aktyw-
nosci, a takze zrdéddem odkrycia naukowego. Moge réwniez su-
gerowaC odwoywanie sie do danych statystycznych jako do pew-
nego zrodka tych informacji.

Gromadzenie i porzadkowanie Srodkami matematycznymi tych
danych wigze sie z takimi matematycznymi aktywnoSciami, jak:
kodowanie 1 dekodowanie, stawianie hipotez, proby ich wery-
fikacji, uzasadnianie na gruncie matematyki odkrytych i1 za-
skakujacych cech probki, schematyzacja 1 matematyzacja, od-
krywanie poje¢ 1 postaci ich definicji, odkrywanie analogii
probabilistycznych poprzez konstrukcje modelu symulacyjne-
go, odkrywanie 1 uzasadnianie analogii, ktére sugerujg wspol-
ne cechy dwu probek wylosowanych z dwu réznych populacji,
dobdr rozmaitych Srodkéw organizacji 1 wspierania mySlenia
matematycznego zainspirowanego danymi empirycznymi (Sstatys-
tycznymi), odkrywanie wdasnosci pojec probabilistycznych i
formutowanie tresci pewnych twierdzen. Mowimy tu o matematycz-
nych aktywnoSciach bedacych udziatem gromadzenia i porzadko-
wania danych empirycznych, a wiec udziatem organizacji kon-
kretnej czynnoSci ucznia.

Metody rozwigzywania pewnych matematycznych probleméw
Srodkami  empirycznymi (Sstatystycznymi), znane pod nazwg me-
tod Monte Carlo, zaczynajg odgrywaC coraz wieksza role w prak-
tycznej dziatalnosci wspokczesnego czhowieka. Jest to jeden
z argumentow motywujacych potrzebe zapoznania z nimi ucznia
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szkoty ogolnoksztatcacej. Silniejsze motywacje tkwig jednak
w bogactwie form matematycznej tworczosci, jakie towarzyszy
stosowaniu wspomnianych metod.

Idee metody Monte Carlo w kontekScie jej udziatu w
ksztattowaniu pojeé oraz idei statystycznych i probabilis-
tycznych oraz w inspirowaniu roznych form matematycznych
aktywnosci zilustrujemy na prostym przykkadzie.

Firma produkujaca gume do zucia, w celach reklamowych
postanowita wk#ada¢ do kazdej paczki gumy fotografie jednej
z szesciu popularnych aktualnie gwiazd muzyki rockowej. Za-
kkadamy, ze liczba tych fotografii jest dostatecznie duza
(Jak 1 liczba wypuszczanych na rynek paczek gum) 1 ze. kaz-
da z gwiazd jest reprezentowana przez jednakowg liczbe foto-
grafii. Kupujacy nie wie,jaka gwiazda muzyki rockowej repre-
zentowana jest na fotografii w paczce gumy, ktorg nabywa. Za
zgromadzony tg drogg komplet fotografii szesciu gwiazd klient
dostaje od firmy specjalng premie.

Na tle opisanej sytuacji rodza sie rozmaite pytania. Cho-
dzi o to, aby ucze6 sam je sformutowat i sam sprobowat dostep-
nymi mu Srpdkami uzyska¢ na nie odpowiedzi, konstruujac ewen-
tualnie Srodki potrzebne do uzyskiwania tych odpowiedzi. Sta-
wianie sobie samemu sensownych pyta¢, poszukiwanie, a przede
wszystkim konstruowanie matematycznych Srodkéw (narzedzi) po-
zwalajacych na te pytania .odpowiadaC stanowig wazng forme ma-
tematycznych aktywnosci .
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Podstawowe pytania, jakie inspiruje opisana sytuacja,
to:

a) ile Srednio paczek gumy do zucia trzeba kupi¢, aby skom-
pletowaC fotografie wszystkich szeSciu gwiazd?

b) jak znajac wysokoS¢ premii oceni¢ koszt fotografii (wliczony
w cene paczki gumy), ktéry gwarantowatby to, ze wyplacang
przez firme premie pokrywajg w istocie sami konsumenci?
Oba problemy - cho¢ wydaja sieoniespokrewnione - dotycza

tego samego pojecia, a mianowicie pojecia nadziei matematycz-

nej. Drugie pytanie jest w istocie pytaniem zwigzanym Scisle

z problemem gry sprawiedliwej.

W klasie IV liceum, w ktdrej dow problem zostaje posta-
wiony, brak odpowiedniej probabilistycznej wiedzy koniecznej
nie tylko do znalezienia szukanej warto$ci oczekiwanej, ale
przede wszystkim do konstrukcji modelu probabilistycznego
dla opisanego tu oczekiwania na skompletowanie szesciu foto-
grafii. | jest to zamierzona trudnos¢. Chodzi bowiem o wpro-
wadzenie ucznia w inne formy tworczo$ci matematycznej niz de-
dukcja 1 rachunki.

Atakowanie sformutowanych na tle powyzszej sytuacji dwu
zadan probabilistycznych rozpoczyna sie od pewnej matematycz-
nej obrobki zjawiska, jakim jest nabywanie gum do zucia tak
dhugo, az zgromadzimy komplet fotografii wszystkich szeSciu
gwiazd. Chodzi tu o zanurzenie tej sytuacji w Swiecie mate-
matycznej abstrakcji, o przekdad tej sytuacji na jezyk ma-
tematyki i matematycznych modeli.
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Uczen ma tu skorzystaC¢ z podanych iniormacji, ktore te
sytuacje pozwalg mu zmatematyzowaé, to jest opisa¢ Srodkami
matematycznymi. Musi on tu dokona¢ pewnych uproszczen zanied-
bujac to, co jest nieistotne (schematyzacja), po to, aby za-
uwazy¢, ze kupowanie jednej paczki gumy i obserwacja znajdu-
jacej sie wewngtrz fotografii jest - z matematycznego punktu
widzenia - losowaniem jednej z szeSciu fotografii i to loso-
waniem nietendencyjnym w tym sensie, ze kazda z fotografii
ma przy tym jednakowe szanse. Te odkrytg w procesie pewnej
schematyzacji wkasnos¢ uczen formutuje w jezyku probabilis-
tyki: "dla kazdej gwiazdy prawdopodobienstwo, ze W, kupowanej
paczce gumy znajdzie sie jej fotografia, wynosi . Ten pro-
babilistyczny wniosek sugeruje odkrycie, ze kupowanie jednej
paczki gumy jest - jeSli chodzi o znajdujacg sie w niej fo-
tografie - rownowazne z probabilistycznego stanowiska z rzu-
tem kostkg. Wystarczy tylko wcze$niej gwiazdy ponumerowac
(chodzi tu o utworzenie bijekcji ze zbioru wynikéw rzutu
kostka na zbidr fotografii szeSciu rdznych gwiazd muzyki ro-
ckowej). Wyrzucong liczbe oczek mozna interpretowaC jako nu-
mer gwiazdy znajdujgcej sie na fotografii w kupowanej paczce
gumy.

Etap atakowania sformutowanych wyzej probleméw, o kto-
rym teraz mowa, dotyczy konstrukcji tzw. modelu symulacyjnego.
Oczekiwanie na uzyskanie prawa do premii (powtarzanie kupo-
wania gumy az do momentu skompletowania fotografii wszystkich
szesciu gwiazd) daje sie symulowaC powtarzaniem rzutu Kkostka

dopéty, dopoki nie wypadng wszystkie liczby oczek.
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Opisany w ten sposdb schemat do$wiadczalny jest jeszcze
konkretnym do$wiadczeniem losowym, ale o juz wyraznych cechach
matematycznych. Droga od tego do$wiadczenia do odpowiadajag-
cego mu modelu probabilistycznego jest juz prosta. Symetrie
kostki (a scislej: nieistotne, godne zaniedbania asymetrie
konkretnej kostki, ktorg to doswiadczenie mozna przeprowa-
dza¢) umozliwiajg konstrukcje modelu probabilistycznego dla
pojedynczego etapu (jest to zarazem model probabilistyczny,
ktory uznajemy za wdasciwy dla nabywania jednej paczki gumy
I obserwacji znajdujacej sie wewngtrz fotografii). Pewne
algorytmy (reguly dotyczace drzewa stochastycznego, zob.[10])
umozliwiajg konstrukcje modelu probabilistycznego dla ocze-
kiwania na wyrzucenie wszystkich liczb oczek (zauwazmy, ze
jest to ciekawe doswiadczenie o losowej liczbie etapdw).

Zakozmy dalej, ze zakup kolejnych paczek gumy (ze kolej-
ne rzuty kostka) odbywajg sie w kolejnych jednostkach czasu.
Liczba nabytych paczek gumy staje sie zarazem czasem trwania
wspomnianego do$wiadczenia losowego. Wprowadzenie do tych roz-
wazan czasu jako parametru ukatwi formukowanie w przystepnym
dla ucznia jezyku wielu jego wypowiedzi. W przyjetej teraz
terminologii postawione pytanie dotyczy Sredniego czasu ocze-
kiwania na prawo do premii.

Majac juz sposéb symulowania wyjSciowego zjawiska mozemy
kupowanie gum, az do nabycia prawa do premii, powtarza¢ wiele
razy. Kolejny ciekawy problem dotyczy teraz organizacji gro-
madzenia, porzadkowania i opracowywania matematycznymi Srod-
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kami danych empirycznych w klasie. Sam problem wprowadza row-
noczesnie na lekcje rachunku prawdopodobienstwa elementy sta-
tystyki matematycznej 1 opisowej.

Kazdy z uczniow powtarza 10 razy oczekiwanie na wyrzuce-
nie wszystkich liczb oczek. Pojedynczemu wynikowi tego ocze-
kiwania przypisuje nastepnie liczbe wykonanych rzutéw, to
jest czas oczekiwania na wyrzucenie wszystkich liczb oczek,
Srednia arytmetyczna takich liczb wzyskanych przez uczniow
catej klasy jest pewnym oszacowaniem i to oszacowaniem me-
tode Monte Carlo poszukiwanej nadzieil matematycznej.

Liczba przeprowadzonych eksperymentow (moc probki) jest
tu rzedu kilkuset, a wiec probka stanowi podstawe do estyma-
cji. | tak bardzo liczna probka zostata wylosowana w stosun-
kowo krotkim czasie na lekcji.

Teoretyczny sposéb rozwigzania problemu tej nadzieil ma-
tematycznej zostanie omowiony w dalszej czeSci pracy przy
ilustrowaniu bogatych w matematyczne Srodki metod znajdowania
nadziei matematycznej zmiennej losowej z pominieciem defini-
cji, ktora opiera sie na rozkfadzie zmiennej losowej (w tym
przypadku rozkfad czasu oczekiwania na wyrzucenie wszystkich
liczb oczek) jest trudny do okreslenia w klasie IV liceum.

Szacowanie nadziei matematycznefwﬁetode Monte Carlo jest
jak nietrudno zauwazy¢ - estymacje, a wiec opartym na probce
szacowaniem pewnego parametru charakteryzujecego rozkkad pew-
nej cechy w pewnej populacji. W tym przyktadzie populacja
byka przestrzen wynikdw oczekiwania na komplet oczek przy
rzucaniu kostke, a ceche X-liczba wykonanych rzutdw.
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Rozwigzywanie metodg Monte Carlo problemu nadziei mate-

matycznej cechy w danej populacji odoyto sie weddug nastepu-
jacego planu:
1) schematyzacja konkretnego zjawiska ukierunkowana na jego

2)

3)

4)

%)

13.

charakterystyke w kontekscie typowych dla probabilistyki
schematow doswiadczalnych takich, jak schematy urnowe, rzu-
ty kostkami, rzuty monetami, losowe rozmieszczenia kul w
szufladach itd.;

konstrukcja modelu symulacyjnego dla tego zjawiska (w li-
teraturze nazywa sie ten etap rozgrywka);

powtarzanie n razy do$wiadczenia losowego (konkretnego,
przeprowadzanego bowiem za pomocg konkretnych przyrzadow

losujacych) uznanego za model symulacyjny dla wyjSciowe-
go zjawiska (losowanie probki);

opracowywanie danych empirycznych, tj. znajdowanie war-

tosci danej zmiennej losowej dla wynikéw kolejnych pow-
torzen modelu symulacyjnego (konstrukcja wektora zwanego

wartoscig probki);

wyznaczanie Sredniej arytmetycznej uprzednio znalezionych
liczb (wyznaczanie wartos$ci statystyki Srednia z probki).

ROZWIAZYWANIE UKLADOW ROWNAN LINIOWYCH METODA MONTE
CARLO A NADZIEJA MATEMATYCZNA

Rozwazmy dwie gry. W kazdej rekwizytem (choC nieistotnym,

jak sie pozniej okaze) jest kolorowy krazek, ktory w zalez-
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noSci od wyniku proby Bernoulliego bedzie przemieszczany na
grafie z rys. 6. Jeden z graczy jest wkascicielem biatego
kragzka. Jest to gracz G".
Drugi jest wdascicielem
czarnego krazka. Jest to
gracz G2, ktéry stawia
swoj krazek na biatym po-
lu i wykonuje probe Ber-
noulliego o prawdopodobien-
stwie sukcesu réwnym
v 0< v< 1). Ta proba
odpowiada biatemu polu na grafie w tym sensie, ze jeSli na
nim znajdzie sie krazek, to jego wkasciciel wyznacza dalsze
losy swego krazka przeprowadzajac te probe. Jesli proba za-
konczy sie sukcesem, to gracz G (a takze w nastepnych eta-
pach gracz G2) zdobywa 1 zdotéwek, jeSli nie, to jego krazek
zostaje przetozony na pole czarne (aby nastepnie dalsze losy
wyznaczaC temu krazkowi przeprowadzajac nizej opisang probe
Bernoulliego odpowiadajgca temu czarnemu polu).
Gracz G2 stawia na poczatku swoj krazek na czarnym polu
i wykonuje probe Bernoulliego o prawdopodobienstwie sukcesu
rownym u (0< u<.l). JeSli ta prdéba zakonczy sie sukcesem,
to gracz zdobywa k zhotowek, jesSli nie - to jego krazek prze-
fozony zostaje na biate pple (aby nastepnie jego dalsze losy
wyznaczy¢ za pomocg wyniku poprzednio opisanej proby Bernou-
Iliego). Omawiana teraz proba Bernoulliego o prawdopodobien-
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stwie sukcesu réwnym u odpowiada czarnemu polu w tym sensie,
ze jesli krazek gracza trafi na czarne pole, to dalsze losy
krazka sg zalezne od wyniku tej proby.

Gra konczy sie, gdy kazdy z graczy zdobedzie 1 albo k
zhotowek. Nalezy jeszcze ustalic(kto wygrywa w takiej grze
I jakie sg w stosunku do siebie kwoty 1 i k. To jednak nie
jest w tej chwili istotne.

Liczba zdobytych zdotowek przez kazdego z graczy w ta-
kiej grze jest zmienng losowg. Oznaczmy przez X liczhe zdo-
towek zdobytych przez gracza (a wiec przez gracza rozpo-
czynajacego gre na biakym polu), a przez Y - liczbe zlotowek
zdobytych w grze przez gracza G2, ktéry jako wkasciciel czar-
nego krazka startowat z czarnego pola na grafie. Nalezy te-
raz znalez¢ E(X) i E(Y).

Dla obu tych zmiennych losowych ich zbiorem wartosci

jest {1k} .
Mamy:
(19 E(X) = 1IP(X=1) + kP(X=k),
(15) E(Y) = kP(Y=k) + 1P(Y=1),
oraz:
(16)
pO=D)=v+(1-v)(A-w)v+[(1-v)d-u)] v+..e=1_(i_v)(:;j»
17)

p(X=k) =(I-V)u+(I-v) (1-u) (1-V)u+(1-v) [(I-u)(1-V)]2u+...=

= I-lSI-_l}?tJJ-V%)



0.8
P(Y:;):(I-u)v+(l—u)(l—v)(l-u)v+(|—u) [(A-v)(1-u)]J2v+. .=
2I-u)v
-1-(1-v)0-u) ~’
09)
P(Y=K)=u+(1-u) (I-V)u+[(1-u) (I-V)]2u+. .=l in=u)TI-v)*
Z (16) 1 (18) oraz z (17) 1 (19) wynika, ze:

@) :

p(X=i)
eL) P(X=K)

P(Y=1),

(1-v)P(Y=k),
a zatem wstawiajac (20) 1 (21) do (14) dostajemy:

EQX) = “P(Y=1) + k(I-V)P(Y=k) =
= (1-V)[I*P(Y=D)+k-P(Y=K)] + - 1(1-)]P(Y=U) =
= (1V)EQY) + - 1(1v)IP(Y=1).

Ale biorgc pod uwage (18) mamy dalej:
ECO = (I-VEMH jij -1»-»)] =

*AYEYS KT T AfAHAT Arf B<E)EyY) * Dy m

= Iv + E(Y)d-v),
czyli:
EX) = Iv + (I-v)E(Y).
Analogicznie wykorzystujgc (17) 1 (19) dostajemy, ze:

(22) P(Y=k) = P(X=k).



Biorac pod uwage (16) 1 (18) mamy:
) P(Y=1) = (I-u)P(X=I).
Wstawiajac (22) 1 (23) do (15) dostajemy po przeksztat-
ceniach, ze:
E(Y) = ku + (I-u)E(X).

Wykazalismy wiec, ze para (E(X), E(Y)) jest pierwiast-
kiem ukdadu rownan liniowych:

() : ix = Iv+ @)y
[y =ku + (I-u)x
UWAGA: fakt, ze:
EX) = Iv + <I-V)E(Y) i

E(Y) = ku + (I-u)E(X)

moze byC dla ucznia iptuicyjnie oczywisty. Powyzszy .

oA ORI RIS (e, 0 A

zanej z ksztattowaniem pojecia nadziel matematycznej.

Czesto spotyka sie opinie krytykujgce dowod faktu, kto-

ry jest intuicyjnie oczywisty. W przypadku faktow natury pro-
babilistycznej nasze intuicje podsuwajg wielokro¢ fakszywe
oceny i wnioski. Trudno wiec polega¢ na tych intuicyjnych
wnioskach. Intuicje probabilistyczne - co potwierdzajg wyjat-
kowe liczne przykkady - okazuja sie czesto, i to czesciej niz
w przypadku Intuicji geometrycznych czy arytmetycznych, nie-
wkasciwe .
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Zadaniem lekcji rachunku prawdopodobienstwa jest rozwdj
(ksztatcenie) whasciwych intuicji. Te za$ rozwijajg sie tak-
ze na drodze dedukcji. Rachunki, czasami nawet zmudne, ktore
stajg sie udziatem dowodu prawie oczywistego (intuicyjnie)
faktu miaty tu zatem takze swoj udziak w ksztattowaniu wias-
ciwych intuicji (w tym przypadku zwigzanych z nadziejg mate-
matyczng).

Szacujac metodg Monte Carlo (zilustrowang na poprzednim,
przykkadzie) E(X) i E(Y) szacujemy rownoczesnie pierwiastek
ukkadu (U) réwnan liniowych .

Rozne k11 oraz u i v prowadzg do rozmaitych ukkadow
rownan liniowych postaci (U). Metoda Monte Carlo stata sie
tym samym metoda przyblizonego rozwigzywania ukdadow réwnan
lintowych 1 to metodg opartg na wnioskowaniach statystycznych
1 probabilistycznych.

Nasuwa sie tu jednocze$nie pytanie, kiedy ukdad réwnan
lintowych postaci:

bl
b2

IIx + al2*

21X + a22y

mozna przedstawi¢ w postaci (U), aby odpowiednim wyrazom ma-
cierzy gkownej 1 wyrazom kolumny wyrazéw wolnych mozna by4o
nadaC powyzszy sens probabilistyczny.

; Pierwiastkiem uk¥adu réownan o dwu niewiadomych nazywaj-
my (analogicznie jak to_ma miejsce w przypadku_ rownan wielo-
mianowych) kazda pare liczb (X,y),  ktora spetnia ten ukdad
rownan. Rozwigzaniem ukfadu nazywajmy zbior wszystkich jego

T

pierwiastkow.
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Ustalanie warunkow wystarczajacych na to, aby ukdad (V)
mozna byto rozwigzaC opisang wyzej metoda Monte Carlo, moze
by¢ trescig interesujacego zadania matematycznego. Jest to
jednak zadanie z arytmetyki 1 algebry, pozostawiamy je do
rozwigzania Czytelnikowi.

14. ROZMAITE SPOSOBY WYZNACZANIA NADZIEI MATEMATYCZNEJ
BEZ KONSTRUOWANIA ROZKLADU ZMIENNEJ LOSOWEJ

W typowych aktualnie zadaniach z rachunku prawdopodobien
stwa definicja jest jedynym Srodkiem wyznaczania nadziei ma-
tematycznej zmiennej losowej.

Wazng role w ksztattowaniu pojecia nadziei matematycz-
nej odgrywajg sytuacje, w ktdrych mozna ja wyznaczyC (jedy-
nie) za pomocg jej whasnosci. Do poszukiwania innych niz de
finicja Srodkow wyznaczania nadzieil matematycznej zmusza Sy-
tuacja, w ktorej konstrukcja rozkdadu zmiennej losowej jest
zbyt trudna, badZz wrecz niemozliwa. Sytuacje takie mogg in-
spirowaé rozmaite aktywnosci matematyczne jak formutowanie
ogolnych praw i weryfikacja, czy s3 one treScig matematycz-
nego twierdzenia, przedstawianie danej zmiennej losowej jako
kombinacji liniowej zmiennych losowych o znanych warto$ciach
oczekiwanych, formutowanie warunkéw prowadzacych do rownan,
badZz ukfadow réwnan o dajgcych sie okresli¢ warunkach brze-
gowych 1 wyznaczanie nadziei matematycznej Srodkami algebrai
cznymi 1td.
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a. Srednia liczba pustych szuflad w losowym rozmieszczeniu
kul w szufladach

Wyjdzmy od zmiennej losowej X, ktdrg opisem stownym })kre—
Slamy jako liczbe pustych szuflad w losowym rozmieszczeniu
k ponumerowanych kul w s ponumerowanych szufladach. Chodzi
tu w istocie o k-krotne losowanie ze zwracaniem kuli z urny
0 s ponumerowanych kulach. Interpretacja.tego schematu urno-
wego w kontekScie losowych rozmieszczen kul w szufladach
(numer kuli wylosowanej za j-tyra razem interpretujemy jako
numer szuflady, do ktérej trafia kula numer j, j=1, 2,...,K)
pozwala w prostym jezyku formukowaC (opisywac) rozne zdarze-
nia zwigzane z tym schematem doswiadczalnym, w tym takze zda-
rzenia zwigzane z ciekawg z pewnych powodow zmienng losowg X.
Zmienna losowa X przypisuje wynikowi losowania liczbe tych
kul z urny, ktére nie zostaty wylosowane ani raz. We wspom-
nianej interpretacji X jest po prostu liczbg pustych szuflad.

Losowemu rozmieszczeniu, o ktorym mowa, odpowiada kla-
syczny model probabilistyczny (£2,p), gdzie
Q ={l1,2,...,s}",27° « k*

Poszukiwanie E(X) mogg inspirowaé nastepujace problemy:
1. W grze rzuca sie k kostkami do gry, a wygrywa sie tyle

zhotdwek, ile oczek nie wypaddo ani raz. Za udziat w grze

trzeba optaci¢ wstep. P.rzy jakiej jego wysokoSci gra be-

dzie sprawiedliwa (mamy tu s = 6)..

2. W kawat ciasta wsypano k rodzynkdw. Ciasto dokkadnie wy-
mieszano, podzielono na s rownych cze$ci i z kazdej po



uformowaniu wypieczono babke. Jaka jest Srednia liczba

babek bez rodzynkow w takim wypieku?

3. s wedkarzy towido ryby na identyczne przynety, w identycz-
nych co do warunkow pofowdw miejscach nad jeziorem. Ztowio-
no 4acznie k ryb. Nie wiadomo(kto ile zkowit ryb. Jaka
jest Srednia liczba wedkarzy, ktérzy wracajg ,znad je-
ziora nie ztowiwszy ani jednej ryby.

W zadaniach 2 i 3 chodzi takze o takie aktywnoSci mate-
matyczne, jak schematyzacja, ktora prowadzi do odkrycia, ze
obu opisanym wyzej zjawiskom, przy pewnej konwencji ich obrob-
ki matematycznymi Srodkami, odpowiada ten sam model probabi-
listyczny co dla losowego rozmieszczenia Kk ponumerowanych
kul (tu sg to rodzynki, badZz ryby) w s duzych ponumerowanych
szufladach (sq tu nimi babki, badz wedkarze). Losowe rozmiesz-
czenie, albo - co na jedno wychodzi - k-krotne losowanie ze
zwracaniem kuli z urny o s ponumerowanych szufladach staje
"sie poprzez Ow proces wstepnej matematyzacji modelem symula-
cyjnym dla wyjSciowych zjawisk. Wspdlny model symulacyjny
staje sie tu zarazem Srodkiem odkrywania pewnych probabilis-
tycznych analogii pomiedzy rozk¥adem rodzynkéw w babkach a
rozkkadem liczby k zkowionych ryb pomiedzy s wedkarzy.

Nz dla stosunkowo nieduzych k 1 s konstrukcja rozk#adu
Px moze przerastaC mozliwosci ucznia.

kaczng liczbe pustych szuflad mozna zlicza¢ w trakcie
przechodzenia od szuflady do szuflady w kolejnosci np. ich
numeracji. JeSli szuflada jest pusta, stawiajmy kreske, jesli
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nie - kreski nie stawiajmy - proponuje uczen znajdowanie war-
tosci zmiennej losowej X dla otrzymanego gotowego wyniku roz-
mieszczenia .

W powyzszym odkryciu kryje sie pomyst wprowadzenia s
zmiennych losowych-X*,X2,...,Xg, gdzie X* dla j=1,2...s
przypisuje wynikowi rozmieszczenia liczbe 1, gdy j-ta szufla-
da jest pusta a liczbe 0, gdy tak nie jest.

Mamy dla kazdego tu€ c?:

S
X ) =<2L.X, (0>),
=1 J

a wiec:

WyjSciowy problem sprowadzony zostat tym samym do wyzna-
czenia E(Xj) dla j=1,2,...,s.

Jak nietrudno zauwazy¢,rozktady zmiennych losowych
Xi,X2,...,Xg s identyczne. Wynika to z pewnych symetrii.

Zdarzenie {Xj=1J zajdzie wtedy 1 tylko wtedy, gdy j-ta
szuflada bedzie pusta. {X*=I" jest wiec w modelu probabilis
tycznym zbiorem tych wariacji z Q , ktorych liczba j nie
jest zadnym z jej wyrazow. Takich wariacji jest (s-Dk. Mo-
del jest klasycznyfa wiec:

pXj=n =-p--—- = (M) k dla j=1,2...s.
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Poniewaz rozk¥ad px. jest zerojedynkowy , wiec E(XJ):P(XJ:1),
a zatem: ]

E(X.) = (*-)k  dla Jd,2,...,s.

Biorac pod uwage (24) i addytywno$¢ funkcjonatu E mamy:
EX) = s(Mi)k.

b. Srednia liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego

Niech Sm bedzie liczbg sukcesow w schemacie Bernoulliego
0 mprdébach (m™ 2) i o prawdopodobienstwie sukcesu w pojedyn-
czej probie rownym u (0< u<l). Aby wyznaczy¢ E(Sm) bez
opierania sie na definicjiprzedstawmy ¥aczng liczbe sukce-
sow jako sumg liczb sukcesow w kolejnych probach. Chodzi wiec
0 okreSlenie na przestrzeni wynikow schematu Bernoulliego,
tj. na zbiorze Q m ={0,1}"1°2_._m zmiennych loso-
wych X1(X2. .. Xm, gdzie X" jest liczbg sukcesow w j-tej pro-
bie (Xj jest funkcja, ktéra wynikowi schematu przypisuje
liczbe "jedynek™ na j-tym miejscu). Wszystkie te zmienne lo-
sowe sg okreSlone na £tk,. Poniewaz kazda ma rozkfad zeroje-
dynkowy, wiec EQXY) = p(xj=1).

Interesujacym zadaniem probabilistycznym dla ucznia staje
sie tu wyznaczenie w modelu probabilistycznym powyzszego praw-
dopodobienstwa .
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Zdarzenie "*=I} jest w modelu probabilistycznym rodzing
tych m-wyrazowych wariacji zbioru {0,1}, ktoérych j-ty wyraz
jest rowny 1, a zatem P(Xézl) = U .

Poniewaz dla kazdego € £2.m Sm(0) =2>~Xe(c). wiac

c. Srednia liczba skojarzen w losowym rozmieszczeniu Kk
ponumerowanych kul w k makych ponumerowanych szufladach

W problem nadziei matematycznej nowej interesujacej zmien-
nej losowej wprowadzajg nastepujace przykdady:

1 Rekwizytem w grze jest urna o k ponumerowanych kulach.
Gracz optaciwszy wstgp do gry - losuje k razy bez zwracania
kulg z tej urny. Wyciggajac za pierwszym razem kulg mowi
"jeden". Jesli trzymana w reku kula ma numer jeden - zdobywa
za ten etap losowania zdotowke. Wyciggajac kule za drugim
razem mowi “dwa". Za wynik drugiego etapu losowania zdobywa
zhotowke, jesSli trzymana kula (wylosowana za drugim razem)
ma numer dwa. | tak dalej.
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Jaki powinien by¢ wstep do tej gry,- aby byka ona spra-
wiedliwa?

2. Gracze G" i G2 uczestniczg w grze, w ktorej rekwizytem
jest 13 kart pikowych 1 13 kart kierowych z petnej talii. Na
stole lezy 13 zetonow. Karty pikowe naleza do gracza G*, kar-

ty kierowe - do gracza G2- Kolor karty oznacza dalej jedynie wia-
Sciciela kart. Najpierw gracz " tasuje swoje karty i rozkkada

je w rzedzie awersami ku gorze. Nastepnie tasuje swoje Kkarty
gracz G2 i rozkkada je w rownolegtym rzedzie na przeciw. Mo-
wmy o skojarzeniu, jeSli na przeciw siebie znalazty sie te
same (nie biorgc pod uwage koloru) karty. Gracz G1 zdobywa
tyle zetondw, 1ile nastgpito skojarzen. Pozostate zetony zdo-
bywa gracz G2. Wygrywa ten, kto posiadt wiecej zetonow. JeSli
liczby zdobytych zetondw sg rowne, moéwmy o remisie.

Czy taka gra jest sprawiedliwa? Co w tym konteksScie po-
winna oznacza¢ sprawiedliwosC gry?

3. Gracz G2 ma 13 kart Kkierowych, ktore po potasowaniu
rozk¥ada w rzedzie. Zanim to jednak zrobi, gracz stawia
na wynik tego rozk#adania, wpisujac na kartce jego kod, a
wiec pewng permutacje zbioru{a,2,3,4,5,6,7,8,9,10.w,d,k}, to
jest zbioru kodow 13-tu kart pikowych. Mowmy o trafieniu na

nym misjscu, jesli na nim znalazda sie ta karta, ktorg
tam typowat gracz G*. Na stole lezy 13 zdotowek. Gracz G"
zdobywa tyle sposrod nich, ile miat trafien. Pozostate zto-
towki nalezg do gracza Gj.

Czy taka gra jest sprawiedliwa?



4. W salonie gier znajduje sie zakorkowana butelka z du-
0a szyjka, a w niej cztery kulki o Srednicy nieco mniejszej
niz przekroj szyjki. Jedna kula jest biata, jedna czerwona,
jedna zielona 1 jedna czarna. W szyjce kulki mieszczag sie
jedna nad drugg. Sama szyjka podzielona jest na segmenty o
wysoko$ci rownej Srednicy kulki. Jeden z segmentOw oznaczony
jest kolorem biakym, drugi czerwonym, trzeci zielonym, a
czwarty czarnym. Gracz potrzasa butelkg z czterema kulkami
w Srodku, a nastepnie szybko odwraca jg do gory dnem. Kulki
rozmieszczajg sie losowo w segmentach. Mowmy o skojarzeniu,
jeshi kolor kulki zgodzi4 sie z kolorem segmentu, do ktore-
go ona trafida. Gracz zdobywa tyle zdotowek za wynik takie-
go doSwiadczenia, 1ile nastgpito skojarzen. Za udziat w tej
grze trzeba zaptaci¢ dwa ziote.

Czy taka gra jest sprawiedliwa? lle powinna wynosi¢ opta-
ta, aby gra byla takg?

5. Z okazji 6 grudnia uczniowie danej klasy przygotowuja
sobie nawzajem drobne upominki. Za pomocg losowania ustala
sie, kto komu dw drobny upominek przygotuje. Na kartkach
wpisuje sie nazwiska ucznidw, zwija sie je na ksztatt losow,
losy te miesza sie, po czym kazdy z ucznidw ciggnie jeden
los. Znajdujace sie na nim nazwisko mowi komu ma przygotowac
upominek.

Jaka jest w takiej sytuacji Srednia liczba ucznidw, kto-
rzy beda przygotowywaC upominek samemu sobie?
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Powyzsze, zdawokoby sie rozne, problemy majg inspirowac
oprocz wielu matematycznych aktywnoSci takze odkrycie sposo-
bu wyznaczania nadziei matematycznej z pominieciem definicji.
W kazdym bowiem przypadku konstrukcja rozkdadu zmiennej loso-
wej, ktora raz jest liczbg skojarzen, innym razem liczbg tra-
fien, jeszcze innym - liczbg ucznidw, ktorzy wylosowali samych
siebie.

Pierwszym waznym krokiem powinno by¢ tu odkrycie oczy-
wistych analogii pomiedzy powyzszymi problemami. W kazdym z
zadan mowa jest w istocie o k-krotnym losowaniu bez zwraca-
nia kuli z urny o k ponumerowanych kulach, a wiec o doSwiad-
czeniu losowym majacym klasyczny model probabilistyczny (€?,p),
gdzie  jest rodzing wszystkich permutacji zbioru |I,2,...,k}
(j-ty wyraz permutacji oznacza tu numer kuli wylosowanej za
j-tym razem, j=1,2,...,k). Zmienna losowa, o0 ktoérej mowa w
kazdym z zadan, jest funkcjg, ktora permutacji ze zbioru Q
przypisuje liczbe jej statych wyrazéw. Z pewnych powodow
(czesciowo wyjasnia je tresC zadania 4) interpretujmy takie
losowanie jako losowe rozmieszczenie k ponumerowanych kul w
tyluz matych (bo do kazdej szuflady trafia tylko jedna kula)
szufladach. Kula wylosowana za j-tym razem zostaje jakby wkia-
dana do szuflady numer j pewnej komody o k ponumerowanych szu-
fladach. Jesli numer kuli zgadza sie z numerem szuflady, do
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ktorej trafita, to mowmy o skojarzeniu. Ola zmiennej losowej
bedacej liczbg takich skojarzen nalezy wyznaczy¢ nadzieje
matematyczng. Oznaczajmy te zmienng losowg przez IK.

W zadaniach 2 1 3 mowa jest jeszcze o zmiennej losowej
Yk, ktora jest roznicg liczby k (tu k=13) i zmiennej losowej
Lk. Badania sprawiedliwo$ci gier opisanych w zadaniach 2 i 3
sprowadza sie do wyznaczenia ECLK) 1 E(Yk).

Nietrudno zauwazy¢, ze juz dla k=4 konstrukcja rozktadu
zmiennej losowej Lk jest ucigzliwa. Ale podobnie, jak to ro-
bilismy uprzednio, na ¥gczng liczbe skojarzehn mozemy popa-
trze¢ jak na sume liczb skojarzen na poszczegdlnych etapach.

Niech bedzie liczbg skojarzen na j-tym etapie.

Mamy :

Gs) i

Lk =218

Zmienna losowa ma rozk#ad jednopunktowy, a zatem
E(X))=P(Xj=I). Zdarzenie {X*=1j jest w modelu probabilis-
tycznym zbiorem tych permutacji z £2 , w ktorych j-tym wyra-
zem jest liczba j (J=1,2,_ ,K). Takich permutacji jest (k-1)!,
a zatem - poniewaz model jest klasyczny:

P(Xj=k) = =7 dla j=1,2... k

Mamy wiec dla j=I,2,...,k:
—f
Biorac pod uwage ostatni zwigzek i zaleznos¢ (26) dosta-
jemy, ze:
110



EUK) = «<£ 1 1.

Wynik jest w pewnym sensie zaskakujacy, Srednia liczba
skojarzen nie zalezy od k. Fakt, ze niezaleznie od liczby kul
W urnie gra opisana w 1. bedzie zawsze sprawiedliwa przy wy-
sokoSci wstepu rownej jednej zdotowce, wydaje sie byé godny
zdumienia.

Otrzymany rezultat ukazuje takze, jak bardzo niekorzyst-
ny dla jednego z graczy jest udziak w grach opisanych w za-
daniach 2.1 3.

Poniewaz Yk = k-1 k, zatem E(Yk) = k-E(Lk) = k-1.

d. Sredni czas oczekiwania - wylosowanie wszystkich kul
z urny w trakcie losowania ze zwracaniem

1. W urnie jest k ponumerowanych kul. Losujemy ze zwra-
caniem kule tak ddugo, az kazda z kul zostanie wyciggnieta
Z urny.

Jaka jest Srednia liczba kul wyciggnietych w takim sche-
macie do$wiadczalnym?

2. Rzucamy kostkag tak ddugo, az wypadng wszystkie liczby
oczek.

Wyznacz Srednig liczbe wykonanych rzutéw.

Jeshi przyjaé, ze kolejne etapy (losowania, rzuty) prze-
prowadzane sg w kolejnych jednostkach czasu, to w obu zada-
niach postawiony zostat problem nadziei matematycznej czasu
trwania opisanych w nich schematow doSwiadczalnych.



3. Firma produkujaca papierosy postanowita w celach re-
klamowych dokgczaC do kazdej paczki papieroséw jedng karte
z peinej tali 32 kart. Kazda z kart reprezentowana jest w
rownej ilosci (dla dowolnej z kart prawdopodobienstwo, ze
ona znajdzie sie w.kupowanej wkasnie paczce papierosow, wy-
nosi yy). Za skompletowanie pednej talii kart firma wyptaca
specjalng premie w wysokoSci z n.

lle powinno sie wlicza¢ w cene paczki papierosow, aby
koszty tej premii pokrywali sami konsumenci?

4. Z0b. opisane w punkcie 12 zadanie o gumach do zucia.

Postawiony w powyzszych zadaniach problem dotyczy nadziei
matematycznej zmiennej losowej, dla ktorej konstrukcja roz-
kkadu jest trudna i ucigzliwa z uwagi na konieczno$¢ stoso-
wania skomplikowanych wzordw kombinatorycznych.

Metode wyznaczania poszukiwanej tu nadziei matematycznej
zilustrujemy ra" przykkadzie oczekiwania na wypadniecie wszyst-
kich Scianek kostki (zadanie 2).

Niech (£2,p) bedzie modelem probabilistycznym dla oma-
wianego tu oczekiwania. Przez Xj oznaczmy zmienng losowa,
ktora jest liczba rzutéw potrzebnych do "skompletowania™
wszystkich liczb oczek gdy juz wyrzuconych zostato j roznych
$cianek kostki (J roznych liczb oczek), j=0,1,2,3,4,5,6.

Zmienna losowa X6 ma rozkkad jednopunktowy. P(X6=0)=1,

a wiec E(Xm)=0. Problem dotyczy wyznaczenia E(Xq).

Rozwazmy w modelu probabilistycznym dwa zdarzenia odno-
szace sie do sytuacji, w ktorej przy okre$lonej liczbie rzu-
tow wypadto juz j roznych oczek:
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A: wkolejnym rzucie wypadnie liczba oczek, ktéra juz wypadta
wczedniej,
B: w kolejnym rzucie wypadnie liczba oczek, ktéra jeszcze nie
wypadta.
Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym wynika,
ze:

@n P(Xj=k) = P(A)P(X.=k]A) *+ P(B)P(X.=k]8).
Warunkowe prawdopodobienstwa po prawej stronie w (27)
daje sie tatwo zinterpretowat w kontekScie rozk#adu zmiennej
losowej X, . PEX.=k|A) = P(Xj+|:k-l) 1 P(X5K,|B) = P(Xjk-1).
Uwzgledniajac te zwigzki réwno$¢ (27) przyjmuje postac:

(28)
P(X.=k) « "  P(X.vl=k-1) ¢ £ P(X.=k-I).

Korzystajac z definicji nadziei matematycznej oraz z
(28) dostajemy rownanie:

(29)

. eijl texj.p),

dla ktorego rownos¢ E(Xfi) = 0 jest warunkiem brzegowym.
Rozwigzujac to réwnanie dostajemy: E(Xg) = 14,7.
Szczegbtowe rozwigzanie powyzszego problemu znalezé mozna w
[12J.

Ale zilustrowane uprzednio idee sugerujg prostszy sposob
wyznaczenia Sredniego czasu oczekiwania na wypadniecie wszyst-
kich liczb oczek. "Odmierzajmy™ czas trwania rozwazanego tu
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schematu do$wiadczelnego etapami. W pierwszym rzucie wypada
pewna liczba oczek. Czas trwania tego etapu wynosi 1. Teraz
"odmierzajmy" czas oczekiwania na pierwszg, rozng od otrzy-
manej za pierwszym razem, liczbe oczek. Na pojedynczy rzut
patrzmy odtad pod katem: wypadnie liczba oczek rézna od juz
wyrzuconej (sukces), czy nie. Ten "odcinek" czasu oczekiwania
na wszystkie liczby oczek jest tym samym czasem oczekiwania
na pierwszy sukces (ktérego prawdopodobienstwo wynosi j) .
Oznaczmy te zmienng losowg przez T"A. Ed™) = 1] =  Otrzy-
mawszy dwie rozne liczby oczek patrzmy na pojedynczy rzut
pod katem: wypadnie liczba oczek rdézna od juz wyrzuconych
(sukces), czy nie. Przez T2 oznaczmy czas oczekiwania na wy-
padniecie liczby oczek roznej od juz dwu wczeSniej wyrzuco-
nych liczb oczek. E(T2) =1:j - 4.

I ogéInie: Przez T oznaczmy czas oczekiwania na wypad-
niecie liczby oczek roznej od juz wyrzuconych j roéznych
miedzy sobg liczb oczek. E(T") = 1:V wmT7) dla i"1"2°5%4"5"

Zmienne losowe Ti>T2»T3,T4 * T5 traktujmy jako funkcje
okreslone na przestrzeni wynikow oczekiwania na wyrzucenie
wszystkich liczb oczek.

Mamy:

1+T1+T2+T3+T4+T5°
a wiec

E(Xq) = 1 + E(TX) + E(T2) + E(T3) ¢ E(T4)- E(T5) =
=1+3+7+GJ+77]F =
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e. Nadzieja matematyczna a symetrie - Srednie miejsce
pierwszego asa przy wyktadaniu kart z potasowanej talii

1. Rekwizytem w grze jest talia kart. Po jej potasowaniu
gracz wyktada karty tak dhugo, az na stole pojawi sie as, wy-
grywajac tyle zdotowek, ile kart zostato wytozonych. Udziat
w takiej grze trzeba opfacic.

Przy jakiej wysokosSci tej opkaty gra bedzie sprawiedliwa?

2. PrzypusCmy, ze po wykozeniu asa pozostate karty zosta-
ja przekazane drugiemu z graczy, ktory wyk#ada pozostate kar-
ty az do momentu, gdy na stole zndw pojawi sie as. Gracz ten
wygrywa tyle zkotowek, ile kart wytozyk.

Ile powinien ten gracz optacaC wstepu, aby gra byla dla
niego sprawiedliwa?

3. Rekwizytem w grze jest talia kart. W grze uczestniczy
czterech graczy, ktdrych oznaczamy przez GA,Gg,Ge, i Gg.
Kazdy wpkaca whascicielowi salonu gier x zhotowek. Gracz GA
tasuje karty 1 wyktada po jednej tak ddugo, az wytozy asa,
nastepnie przekazuje reszte kart graczowi Gg. Gracz Gg wy-
k¥ada zndw karty na oddzielny stos tak dhugo, az wykozy
asa, reszte kart przekazuje graczowi Ge. Ten wykdada po jed-
nej karcie na oddzielny stos dopdty, dopoki nie wykozy asa.
Reszte kart przekazuje graczowi Ge, ktory pozostate karty wy-
kkada na swoj stos dopoty, dopoki nie wykozy asa. Kazdy z
graczy wygrywa tyle zkotowek, ile kart wytozyt.

Czy mozna tak ustali¢ x, aby opisana tu gra byfa sprawied

liwa dla wszystkich graczy?
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Zanim uzyskasz odpowiedZ Srodkami matematycznymi sprobuj
odpowiedzie¢, jak ci sie wydaje?

W ostatnim pytaniu chodzi o ocene intuicyjng, ktéra na-
stepnie zostanie skonfrontowana z rezultatami dedukcji.

Niech XA,Xg,Xc"1 XQ bedzie liczbg kart wytozonych odpo-
wiednio przez gracza 69,3~ 1 (g.

Nic nie stol na przeszkodzie, aby po potasowaniu wykta-
daC karty nie w oddzielne stosy, lecz w rzedzie i to wszyst-
kie karty. Takiemu doSwiadczeniu losowemu odpowiada bowiem
klasyczny model probabilistyczny ( ,p) gdzie "2 jest ro-
dzing permutacji zbioru koddw 52 kart z talii. Wszystkie kar-
ty rozne od asa zostajg losowo rozbite na 5 klas. Pierwsza
klase stanowig karty poprzedzajace pierwszego wy4ozonego na
stot asa. Klasa druga - to karty lezgce miedzy pierwszym i
drugim w kolejnosci asem. | tak dalej. Niektére z tych klas
mogg by¢ puste.

Niech Xj bedzie liczbg kart w j-tej klasie (j=1,2,3,4,5).
Z symetrii wynika, ze rozkkady wszystkich tych zmiennych lo-
sowych sg identyczne (najbardziej oczywista jest tu bez wat-
pienia identyczno$¢ rozkfadu zmiennych losowych X1 1 X$).

Z rownosci rozkkadow wynika takze réwno$¢ nadziei matematycz-
nych, a wiec:
E(XX) = E(X2) = E(X3) = E(X4) = E(X5).
Mamy -
XL+ 1+X2 ¢ 16 X3¢ 16 X4 mleX5*
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czyli:

X1+ X2 + X3 + X4 + X5 = 40>
a wiec:

E(X1+X2+X3+X4+X5) = 48.

Z ostatniej rownosci oraz z identycznoSci rozkkadow wy-
nika, ze:

. BE(XX) = 48,
a wiec
E(X)) = E(X2) = E(X3) = E(X4) = E(X5) = = 9,6.
XA = Xj+l1, a zatem E(Xf) = 9,6 + 1= 10,6,
Xg = X2+l, a zatem £(X0) = 9,6 + 1= 10,6,
Xc = X3+l, a zatem E(XC) = 9,6 + 1= 10,6,
XD = X4+ 8 zatem E(Xq) = 9,6 + 1= 10,6.

Tak wiec dla x=10,6 ztotych gra jest sprawiedliwa dla
wszystkich graczy.

f. Sredni czas trwania schematu Pascala a Sredni czas
oczekiwania na pierwszy sukces

Powtarzanie tej samej proby Bernoulliego az do uzyskania
k sukcesdw (k-ustalona liczba naturalna) nazywamy schematem
Pascala. Modelem probabilistycznym dla tego dosSwiadczenia lo-
sowego jest para (<Q,p), gdzie:
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n
={(ai-a2...an>:n>k 1 a~C{0,1™ 1 aR=l 1 N aj=k}

oraz
p((al,a2. .. an) = uk(1-unk ,

przy czym u jest prawdopodobienstwem sukcesu we wspomnianej
probie Bernoulliego (O<u<l), O jest kodem porazki, a 1 - ko-
dem sukcesu w tej probie.

Zakozmy, ze kolejne etapy sg przeprowadzane w kolejnych
jednostkach czasu. Niech TK bedzie czasem trwania schematu
Pascala.

Zdarzenie {Tk=n} jest w modelu zbiorem wszystkich n-wy-
razowych ciggéw z ,Q . Ciggow takich jest tyle, na ile spo-
sobow k-1 jedynek (sukcesow) da sie rozmieSci¢ na n-1 miej-
scach (wszak miejsce n-te, czyli ostatnie, zawsze jest zapet-
nione jedynkg). Ciggow sprzyjajacych zdarzeniu {Tk=n} jest
wiec (£“J) 1 kazdemu funkcja p przypisuje te samg wartosC
uk (I-u)n-k, a wiec

P(Tk=n) = (U:Puk(l-u)n-k dla n=k-k+I, k+2,...
Ola k=t schemat staje sie znanym oczekiwaniem na pierwszy

sukces. T* jest czasem oczekiwania na pierwszy sukces, a wiec
zmienng losowg o tzw. rozkkadzie geometrycznym..

E(TX)=1.
Wyznaczanie E(Tk) z definicji jest ucigzliwe w rachunkach
I wymaga znajomoSci teorii szeregow.
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OkresImy na przestrzeni Q Kk innych zmiennych losowych.
Niech bedzie czasem oczekiwania na pierwszy sukces, T2
czasem oczekiwania na drugi sukces (liczac czas od pierwszej
proby po uzyskaniu pierwszego sukcesu) i ogolnie; Tj niech
bedzie czasem oczekiwania na j-ty sukces (liczac czas od
pierwszej proby po uzyskaniu (j-1)-szego sukcesu).Tj,T2... Tk
traktujemy tu jako funkcje okreslone na £2.

Jest:

(30) TIHV  “—+Tk * 1k-

Dla j=I1,2,...,k T\ ma rozkkad geometryczny, a wiec
E(TJ) =1i. Biorgc zatem pod uwage (30) 1 addytywno$¢ fun-
kcjonatu E mamy:

E(TK)=E(T14T2+. . .+TK)=E(TL)+E(T2)+ .. +E(TK) = k i =

g. Srednia odlegtos¢ dwu sukcesow przy wielokrotnym pow-
tarzaniu proby Bernoulliego

OdlegtosScig dwu sukcesow przy wielokrotnym powtarzaniu
danej proby Bernoulliego nazywajmy liczbe prob wykonanych
miedzy dwiema kolejnymi probami zakonczonymi sukcesem. Ozna-
czajmy te zmienng losowg przez L.

Formalnie L jest funkcjg okre$long na przestrzeni wynikow
oczekiwania na dwa sukcesy. Wynik takiego schematu doswiad-
czalnego jest ciggiem, ktory - korzystajgc z konwencji zapi-
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sow chemicznych - zakodujmy symbolem Om10nl (jest to kod
ciggu, ktorego m poczgtkowych wyrazéw jest rownych 0, wyraz
(m+l)-szy jest rowny 1, kolejnych n wyrazow jest znow rownych
0 i ostatni rowny D). L(ORLOnD) =n.

Jesli p jest rozk#adem prawdopodobienstwa na przestrzeni
wynikow oczekiwania na dwa sukcesy, to p(Om10nD=(1-u)mu(l-u)nu.
{Lt=nd = rlTJ‘:O (W = a wiec:

P(L=n) :]m:0<l—u)"u(l-u)"u = u(l-un = P(T=n-1),

gdzie T jest czasem oczekiwania na pierwszy sukces.
Jest wiec:

EL =ET-D =ET) -1=i - L

Srednia odlegho$¢ dwu reszek przy wielokrotnym rzucaniu
monetg wynosi wiec 1. Srednia odlegtoS¢ "szostek™ przy wie-
lokrotnym rzucaniu kostkg wynosi 5. Powyzsze wnioski wydajg
sie byC zgodne z intuicja.

0o waznych form aktywnoSci matematycznych naleza:
weryfikacja poprawnoSci rozumowania oraz poszukiwanie luk
lub bdedéw w rozumowaniach.

Surowcem do wielu matematycznych odkry¢é, podstawg do
wnioskowan sg w wielu przypadkach dane empiryczne (probka),
w tym takze dane fikcyjne. Takie dane, po obrdbce Srodkami
matematycznymi, staty sie surowcem, z ktOrego po procesie
matematyzacji zostata odkryta postac¢ definicji nadziei ma-
tematycznej .
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Dobrym surowcem do tego typu wnioskowan sg tablice liczb
losowych (tzw. tablice jednorodne). Chodzi tu o dowolne tab-
lice, niekoniecznie dziesietne.

Rozwazmy dwdjkowe, jednorodne tablice liczb losowych, tj.
tablice, ktérych generatorem jest symetryczna moneta. Wylo-
suymy miejsce (tj. numer strony, wiersza 1 kolumny na tej
stponie) w tych tablicach, Srednio na drugim miejscu od tego
wylosowanego poczynajac 1 liczac (czytajac cyfry) od lewej
ku prawej powinna znajdowaé sie pierwsza jedynka (reszka).
Ale od tego miejsca czytajac cyfry od strony prawej ku lewej
pierwszej jedynki (reszki) mozemy oczekiwa¢ Srednio takze na
drugim miejscu.

Srednia odlegtos¢ dwu jedynek wynosi zatem 2+2-3, czyli
1, co wyjasnia rysunek 7 1 co zgadza sie z wnioskiem otrzy-
manym wyzej na drodze formalnej.

Rozwazmy teraz szostkowe jednorodne tablice liczb loso-
wych. Generatorem takich tablic jest kostka szeScienna. Wy-
losujmy miejsce w tych tablicach, $rednio na szdstym miejscu
w prawo (od tego wylosowanego liczac) powinna znajdowaé sie

pierwsza szostka. Ale od tego miejsca poczynajac i czytajac
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cyfry od prawej ku lewej takze Srednio na szostym miejscu
powinnismy spotykaé pierwsza szostkg. Z tego wynika, ze Sred-
nia odlegto$¢ dwu szostek przy wielokrotnym rzucaniu kostka
powinna wynosi¢ 6+6-3, czyli 9, a nie 5, jak to wynika z po-
wyzszych formalnych-rozwazan (zob. rys.8).

TreScig zadania zainspirowanego ostatnim wnioskowaniem
jest znalezienie odpowiedzi na pytania: gdzie tkwig powody
rozbieznosci uzyskanych tu 1 wczesniej wynikow? gdzie po-
pedniono bad w ostatnim rozumowaniu?

Poszukiwanie .zrodet bledow w rozumowaniu staje sie tu
nowym, specyficznym typem aktywno$ci matematycznej.

f. Nadzieja matematyczna pewnej zmiennej losowej jako
kombinacja liniowa znanych nadziei matematycznych

Na ¢wiczeniach z probabilistyki jednym z bogatszych w

matematyczne aktywnoSci okazuje sie nastepujgce zadanie:
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1. Rzucamy kostka do gry. JeSli wypadnie j oczek, to
rzucamy jeszcze j razy (J=1,2,3,4,5,6). X jest dgczng liczbg
wyrzuconych oczek w tym schemacie doswiadczalnym. Wyznacz

EX).

Pierwsze proby atakowania tego zadania konczag sie prostym
wnioskiem: - Gdyby liczba rzutéw byka ustalona, zadanie by-
toby trywialne. Cata trudno$¢ wynika z faktu, ze liczba rzu-
tow jest losowa.

Aby odkry¢ metode rozwigzania zadania 1 studenci propo-
nuja zaja¢ sie rozwigzaniem serii zadan wedkug nastepujgcej
kolejnosci:

2. Rzucamy kostkag szeScienng. JeSli wypadnie j oczek, to
rzucamy jeszcze j razy. X jest sumg wyrzuconych oczek w tym
schemacie doswiadczalnym. Znajdz E(X) gdy:

a) kostka jest typu 111222,

b) kostka jest typu 112233,

C) kostka jest typu 123456.

3. W urnie Un jest n ponumerowanych kul. Losujemy kule.
Jesli ma ona numer J, to nastepnie j raz ze zwracaniem losu-
jemy kule z tej urny. X jest sumg numerdw kul wylosowanych w
kolejnych etapach tego schematu doswiadczalnego. Znajdz E(X).

4. Wurnie U jest k™ kul o numerze 1, @ kul o numerze
2... knkul o numerze n. Losujemy kule z tej urny. Jesli
wylosowana kula ma numer j, to jeszcze J razy ze zwracaniem
losujemy z tej urny kule. X jest sumg numerdw wylosowanych
kul. Znajdz E(X).
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Zaproponowane przez studentow zadania 3 1 4 sg natural-
nym uogélnieniem probleméw postawionych w zadaniach 2a, 2b
i 2c. Formufowanie w danej sytuacji sensownych pytan i pro-
bleméw stato sie w tej sytuacji pewng formg matematycznej
tworczosci .

W kazdym z powyzszych zadan mamy do czynienia z do$wiad-
czeniem losowym o losowej liczbie etapow. Gdyby chodzido o
wyznaczenie Sredniej 4acznej liczby wyrzuconych oczek (war-
tosci Sredniej sumy numerdw wylosowanych kul) w j-krotnym rzu-
cie kostkg (w j-krotnym losowaniu ze zwracaniem kuli), to
problem bykby prosty. Jesli przez oznaczy¢ 4aczng liczbe
oczek wyrzuconych w j-krotnym rzucie kostkg (w j-krotnym lo-
sowaniu ze zwracaniem kuli z urny Un), to:

J 4t2> gdy kostka jest typu 111222,

i) 4 13 gdy kostka jest typu 112233,
J 3£ gdy kostka jest typu 123456,

J -1Jtrr-'» w przypadku losowania kuli z urny Un.

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze jest Srodkiem syme-
trii rozkkadu zmiennej losowej, bedacej numerem kuli wyloso-
wanej w jednym losowaniu (analogicznie w przypadku kostek).

Atakowanie 1 rozwigzywanie zadania 2a) umozliwia odkry-
cie pewnego algorytmu.
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Wykorzystajmy drzewo stochastyczne do konstrukcji modelu
probabilistycznego 1 rozkkadu zmiennej losowej X(zob. rys.9).

Kazdej gatezi na drzewie przypisano warto$¢ zmiennej
losowej X dla wyniku reprezentowanego przez te gakaz.

Mamy -

EX) = (2-i + 3-1) + (41 + 5| + 5 +

Suma w pierwszym nawiasie odpowiada wynikowi "wypadda jedyn-
ka", suma w drugim nawiasie - wynikowi "wypadka dwijka" (s3
to oba wyniki pierwszego etapu).

Analizujac poszczegolne skkadniki tych sum dostajemy:

EQX) = <) Cl4D"y + (1)-3) +

+y[242g + @4)N + (2+3)] + @+4)Y =

«\ ECI+Yj) + 1 EQ#Y2) = £[1 + EQvi0 + AR ¢ E(12)].
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Otrzymana postaC sugeruje wzér na warto$é oczekiwena,
zmiennej losowej X w pozostatych przypadkach. Dla zmiennej
losowej X z zadania 3 powinno byc:

(31)

ECX) =i[l1(Tj>] # i[2*E(V2)] . ... * i[n.E(Y,)].

Postawienie tej hipotezy, a nastepnie jej weryfikacja
sq kolejnymi formami matematycznej twdérczoSci inspirowanymi
przez zadanie 1. Chodzi o dowdd twierdzenia:

Jezeli X jest sumg numerdw kul wylosowanych w schemacie dosSwiadczalnym
opisanym w zadaniu 3, a Y. sumg numerw kul wylosowanych w j-krotnym lo-
sowaniu ze zwracaniem kuli z umy In, to zachodzi rownosC (3L).

Dowdd rozpoczaC sie musi od konstrukcji modelu probabilis-
tycznego dla schematu doswiadczalnego opisanego w zadaniu 3.)
Modelem tym jest para (£>,p), gdzie:

{1]12,...n] dla j=0,1,...,k 1 k=ag"

(@ oznacza tu numer kuli wylosowanej za j-tym razem, pierw-
szy rzut potraktowany tu zostat jako rzut wstepny, a wiec
zerowy), p((@Q.al,...,ak)) = ())k+I.

Zmienna losowa X jest Squ numerow wylosowanych kul, a
zatem XCCag”"...ak)) =

Poniewaz X jest zmienng losowg okreslong na skonczonym
zbiorze Q , wiec E(X) istnieje. Z whasnosci nadziei matema-
tycznej wynika, ze

EX) = X(to)p(CJ).
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gdzie k jest przestrzenig wynikow k-krotnego losowania
ze zwracaniem kult z urny Un (0 k={l,2,... ,n}" 72%>** k°|
J-ty wyraz ciagu ze zbioru Q-k oznacza tu numer kuli wylo-
sowanej za j-tym razem, j=1,2,...,k), pk jest klasycznym roz-
k¥adem prawdopodobiefstwa na zbiorze ™ k, a Yk zmienng lo-
sowg okreSlong na £2k wzorem:
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Sformutowanie wzoru na E(X) i jego dowod w przypadku
schematu doswiadczalnego opisanego w zadaniu A sg w tej sy-
tuacji prostymi zadaniami.

Odkrycie algorytmu (31) odbyto sie zatem na drodze indu-
kcyjnej. Poszukiwanie rozwigzania zadanig ogdlnego poprzez
rozwigzywanie zadan szczegdlnych, poprzez stopniowanie trud-
nosci bylo tu pewng strategig typowa dla atakowania i rozwig-
zywania pewnych matematycznych zadan.

15. NADZIEJA MATEMATYCZNA A STOCHASTYCZNA NIEZALEZNOSC

Zroddem wielu trudnoéci zwigzanych z nauczaniem rachunku
prawdopodobienstwa jest niewdasciwe ksztattowanie pojeC proba-
bilistycznych. Przy wszelkiego typu sprawdzianach wiedzy
(1 intuicji) probabilistycznej ucznia uwage zwracajg pewne
powszechnie spotykane bledy, ktorych zrodéa tkwig badZz w my-
leniu poje¢, badz w ich niewkasciwym rozumieniu. Chodzi tu
przede wszystkim o pojecie stochastycznej niezaleznosci zda-
rzen 1 niezaleznosci zmiennych losowych.

Formalng definicje stochastycznej niezaleznoSci zdarzen
cechuje pewna statycznoS¢. Warunek definicyjny nie ujawnia
istoty tego pojecia, nie sugeruje zadnych empirycznych zro-
det, z ktdérych pojecie sie wywodzi. Nie jest to zreszty za-
daniem formalnej definicji. Wprowadzenie tego typu definicji
w nauczaniu szkolnym powinno by¢ raczej finakem odpowiednio
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ddugiego procesu rozwoju bazy intuicyjnej definiowanego
pojecia.

Istotg stochastycznej niezaleznoSci pokrewnych zdarzen
A 1 B (zdarzeh z tej samej rodziny S) jest brak wpkywu infor-
macji 0 zajsciu jednego ze zdarzen na prawdopodobiefnstwo dru-
giego. V sensie formalnym wspomniany brak wpkywu wyraza sie
alternatywa:

(32) P(AIB) = P(A) lub P(BJA) = P(B).

Przyjecie warunku (32) w definicji niezalezno$ci zdarzen
prowadzi4oby do pewnych niewygodnych konsekwencji (relacja
"pyC stochastycznie niezaleznym” nie bykaby wowczas symetrycz-
na). W definicji przyjeto warunek

(33) P(AMB) = P(A)P(B).

Warunek (32) jest wystarczajacy (acz nie konieczny) do
tego, aby zachodzida rownos¢ (33).

W analogiczny sposdb sformutowana zostata definicja nie-
zaleznosci zmiennych losowych X i Y. Zmienne losowe X 1Y
okreSlone na wspdlnej przestrzeni nazywamy niezaleznymi,
jesli:

(34)

FXy(x,y) = Fy (X)F y(y) dla kazdego (x,y) € R2,
gdzie Fyy jest dwuwymiarowg dystrybuantg wektora losowego
[X,Y]fFx dystrybuantg zmiennej losowej X (tzw. dystrybuantg
brzegowg), a F y - dystrybuantg zmiennej losowej Y.

Warunek (34) ukrywa (w przypadku ziarnistych zmiennych
losowych X i Y) istote pojecia niezaleznoSci, tj. brak wphy-
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wu informacji o tym, jakg warto$¢ przyjeta jedna ze zmiennych
losowych, na prawdopodobienstwo, z jakim druga przyjmuje ta-
kg, lub inng wartoSC (i gdy tak jest dla wszystkich wartosci
obu zmiennych losowych), tj. gdy:

p(X=x.|Y=yk) = P(X=X]) lub P(Y=yk|X=x.) = P(Y=yk)

dla wszystkich x* nalezacych do zbioru wartosci zmiennej lo-
sowej X i dla wszystkich yk nalezacych do zbioru wartoSci
zmiennej losowej Y.

Prawdopodobienstwo P jest funkcja addytywng. Rozdacznosé
zdarzen (rozkgcznos¢ parami) bywa czesto mylona z ich nieza-
leznoscig. Ten powszechny wsrod ucznidw 1 studentow bad sta-
je sie powodem kolejnego bdedu. Przy korzystaniu z twierdze-
nia o addytywnosci funkcjonatu E, tj. twierdzenia, ktorego
tezg jest rowno$¢ E(X+Y) = E(X) + E(Y), uczniowie zawsze
sprawdzajg, czy zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne (jesSli tak
nie jest, to ich zdaniem nadzieja matematyczna sumy nie jest
rowna sumie nadziei matematycznych). Ta tendencja daje sie
takze zauwazyC i wtedy, gdy zostato juz udowodnione twier-
dzenie (co potwierdza, jak makg site przekonywajacag ma dla
ucznia dowdd twierdzenia).

PowrdCmy do liczby skojarzen omowionej w 14c. Na lekcji
omawiana byka gra, w ktérej dwaj gracze rozkkadajg w rzedzie
trzy karty (w tym przypadku matematyczna obrobka sytuacji
jest stosunkowo prosta). Jesli przez X oznaczyC liczbe sko-
jarzen (trafien) na j-tym miejscu, to z uwagi na "losowanie
bez zwracania", zmienne losowe Xj, 1 X* nie sg niezalezne
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(informacja, jakg wartoSC przyjeta zmienna losowa X" wphywa

na prawdopodobienstwo, z jakim zmienna losowa X? przyjmuje
swoje wartosci), S$rednia liczba skojarzen - zdaniem ucznidw -
nie jest w tym przypadku réwna sumie Srednich liczb skojarzen
na poszczegolnych etapach, choC wczesniej udowodnione twier-
dzenie to gwarantuje. Zrodet tych bedow nalezy szukaé w my-
leniu takich wkasnosci zdarzen, jak ich roz#gczno$¢ i ich nie-
zalezno$¢ oraz w mieszaniu addytywnosci funkcjonatu E z addy-
tywnoscig prawdopodobienstwa P.

16. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono pewng koncepcje ksztaktowania po-
jecia nadziei matematycznej zmiennej losowej w nauczaniu
szkolnym, traktujaca to wazne probabilistyczne pojecie jako
pewne nowe matematyczne narzedzie badania otaczajacej nas
rzeczywistosci . N[?yél tej koncepcji nadzieja matematyczna
zostaje odkrywana w trakcie rozwigzywania pewnych specyficz-
nych zadan inspirowanych problematyka otaczajgcej nas rzeczy
wistosci.

W pracy ukazano, jak bogaty -w matematyczne treSci i w
réznorakie formy matematycznej tworczosci moze byC taki pro-
ces ksztattowania pojecia w nauczaniu matematyki. Odkrywanie
definicji oraz jej wykorzystanie w dedukcji jest w tej pracy
zaledwie jedng z wielu form matematycznych aktywno$ci beda-
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cych udziatem procesu ksztattowania pojecia nadziel matema-
tycznej. W pracy podkreSlona zostata rola tych aktywnoSci w
ksztakceniu poprzez matematyke, a takze w ksztakceniu ogolnym.
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