ALEKSANDRA URBANSKA

Klasyczne zadanie 0O ruinie gracza
a utamki tancuchowe

Przedmiotem rozwazan jest klasyczny problem prawdopodo-
bieAstwa ruiny gracza. W grze uczestniczy gracz X startujacy
z kapitatem k zhotych oraz gracz Y startujacy z kapitatem 1
ztotych

(1) k.,1£ N, k> 1, 1*1 .

Wynik proby Bernoulliego o prawdopodobienstwie sukcesu row-
nym rO< r<l), powtarzanej w kolejnych jednostkach czasu,
decyduje o tym, ktéry z graczy traci w kolejnej jednostce
czasu 1i na korzySC przeciwnika. Koniec n-tej jednostki cza-
su nazywajmy chwilg n. Przyjmijmy, Ze jesli n-ta prdba zakon-
czy sie sukcesem, to gracz X wygrywa zkotowke w chwili n
(n=1,2,...,). Proba powtarzana jest do momentu straty przez
jednego z graczy wszystkich zkotowek. Mowimy wtedy o ruinie
tego gracza.

Niech

) m=k+1

Przebieg gry (przebieg schematu doswiadczalnego, ktory
odpowiada tej grze, a jest jednorodnym ¥afcuchem Markowa o
(mtl) stanach), mozna opisywaC ciagiem stanow kapitatu np.
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gracza X po kolejnych prébach. Wyniki nalezace do przestrze-
ni zdarzen elementarnych £2 sg tu oznaczane nieskonczonymi
ciggami o poczatku k, o wyrazach rdznigcych sie od sasied-
nich o 1, od pewnego miejsca réwnych O lub m. Prawdopodobien-
stwo p podane jest-poprzez funkcje p (zwang rozktadem prawdo-
podobienstwa) okreSlong na £2 tak, ze wartosci jej dla kaz-
dego <oeS2 sg nieujemne i J<EE§§jpto)) = 1.

Przebieg zmian stanu kapitatu gracza X po kolejnych pré-
bach mozna interpretowaC jako losowe bdgdzenie czastki po
dwuwymiarowym grafie stochastycznym. £2  jest tu zbiorem
tras, a rozk#ad prawdopodobienstwa okre$lony jest regukg mno-
zenia:
p(to) rowe jest iloczynowi prawdopodobienstw przypisanych kolejnym kra-
wedziom trasy o ;
natomiast dla A C zgodnie z regukg dodawania jest:

P(A) = t;éAp(CQ)-

Oto przyktad takiej interpretacji.

W uktadzie wspodrzednych SOT czagstka startuje z punktu
(k,0) - gracz X rozpoczyna gre z kapitatem k. Gdy proba
Bernoulliego zakonczy sie sukcesem, czastka przesuwa sie do
punktu (k+1,1) - gracz X wygrat w pierwszej chwili od prze-
ciwnika zdotdwke. Gdy proba zakonczy sie porazkg, czgstka
wedruje do punktu (k-1,1) - gracz X stracit w pierwszej chwili
"zbotowke na korzysC przeciwnika.

Ruch czastki po grafie we wszystkich nastepnych chwilach
okre$lony jest nastepujaca zasada: jesli prdoba Bernoulliego
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zakonczy sie sukcesem, czastka, ktéra znajduje sie w chwili

n w stanie J (J70 1 J™m),wedruje z punktu (j,n) do punktu
(g+l,n+1), w przeciwnym razie czastka przesuwa sie z punktu
(j,n) do punktu (j-1,.n+D* Wedrdwka czastki Kkonczy sie w mo-
mencie, gdy dotrze ona do prostej s =0 lub s * m. Pierwsze
dotarcie czastki do punktu (0,t) oznacza ruing gracza X w
chwili t (po t probach), a pierwsze dotarcie czastki do pun-
ktu (m,t) oznacza wygrang gracza X w chwili t (to znaczy
ruine gracza Y po t probach).

Przyjmijmy, iz schemat dosSwiadczalny opisany w klasycz-
nym zadaniu o ruinie okreslony jest przez parametry mik
(spetniajace warunki (1) 1 (2)). Wtedy niech RD oznacza ru-
ine gracza X, a W - jego wygrang. P(R™) 1 P(W™) mozna wy-
razi¢ poprzez r (prawdopodobienstwo sukcesu w probie Bernoul-
liego) i g = 1-r (prawdopodobienstwo porazki w tejze pr(')bie)*.

Niech p?*» (0™ j”™ i< m) oznacza prawdopodobienstwo
przejScia ze stanu 1 do stanu j wykacznie poprzez stany wiek-
sze od j i mniejsze od a.

Przy tych oznaczeniach jest:*

PCRj) = P;;5.

Prezentowane w tej pracy Eodgjéeie do zagadnienia praw-
dopodobienstwa ruiny gracza jest odmienne od omowionego W
artykule [3], gdzZie"nie zostata wskazana efektywna metoda

znajdowania  p(Ra) 1 p(wh)y>

137



Zanalizujmy sytuacje dla m =4 i k - 1 (rys.l).

czas mierzony liczbg préb rys.1

Gracz X moze zostaC zrujnowany w chwili n = 1 z prawdopodo-
bienstwem q lub pézniej z prawdopodobienstwem 4 K*PA{
(w tym drugim przypadku jego kapitat najpierw oscyluje mie-
dzy kwote 1 a 3, by potem z kwoty 1 zmale¢ do zera).

Korzystajac z regudy mnozenia i dodawania dla bkadzen
otrzymujemy réwnanie:

©)

|:g “q+ pi,i " pi,o

p A oznacza, zgodnie z wczeSniejszg umowg, prawdopodobien-
stwo powrotu ze stanu + do stanu 1, co jest mozliwe jedynie
Wtedy, gdy czastka wedruje miedzy stanami 1,2 1 3:

(4) .
TiIar »p



PJA jr okre$lamy analogicznie jak pE 8 traktujac tym razem
stan 1 jako stan poch¥aniajacy:

© BT avep2 xpble

ph-% to prawdopodobienstwo powrotu do stanu 2 poprzez jedyny
mozliwy stan wiekszy niz 3:

6 e —

© BB5=F «p3>
gdzie

)

N powyzszy sposob problem prawdopodobienstwa ruiny gracza
(dla m = 4, k = 1), zinterpretowany najpierw w terminologii
b¥adzenia losowego czastki po dwuwymiarowym grafie stocha-
stycznym, zostat opisany ukdadem rownan (3), (4), (), (6)

i (7). Rozwigzujac ten ukdad otrzymujemy ukamek dancuchowy

61— tA T uriy
W oméwionym wyzej opisie istotny jest fakt, iz k = 1
Od warto$ci m zalezy jedynie liczba réwnan w ukkadzie. Uogol-
niajac postepowanie na m> 1 1 k = 1, opisujemy problem ruiny
gracza X ukkadem (2n - 3) réwnan postaci

m,r Zr i m-
©) 30 I,i *Pi,j dla %Z;: - T b
n;;E -r pi*—? [ ] dla 1A i m—2,

ktory mozna przeksztatkci¢ w ukamek 4ancuchowy o (m-2) ogni-

wach
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Z powyzszej interpretacji graficznej, z reguly mnozenia dla
bkadzen oraz z okreslenia pz;:]? wynika

(10)

@ 'Sl pijor
12) _
‘Is - Pljos

Przechodzac we wzorze (9) z m do_nieskonczgnosci otrzy-
many amek! fancuchowy nieskonczony , zbiezny gﬁ)orown I;,
S.158). Mozemy zatem obliczyC wartosC graniczhg pt’J otrZy-
mujac’ w ten_sposob wartoSC prawdopodobrenstwa ruilny gracza
X W, sytuacji, gdy jego przeciwnik d¥sﬁonu1e kapitatem nie-
skonczonyn. Ta metoda ggzwala zwer¥ tkowaC wyniki  uzyskane
i~-n» tCgg w teoril grafow stochastycznych nieskonczonych.



Z (10), (1) 1 (12) otrzymujemy:

*3,0 PL,0 «P1,0 «PI,0 tHK3J-
(Wystepujace w (13) prawdopodobienstwa typu P™’q wyrazaja
sie ukamkiem (9)).
Przejdzmy do sytuacji ogélnej. Niech 1 1 k czynig zados¢
warunkom (1), (2), wtedy

m.r m-k+1,r m-1
pk,0 - P1,0 51,0

co zapiszemy Kkrocej

,r

m.r
31,0

Wzor (14) wyraza prawdopodobienstwo catkowitej ruiny
gracza X w klasycznym zadaniu o ruinie gracza dla mik
spetniajacych warunki (1), (2). Kazdy z wystepujacych w (14)
czynnikow okreSlony jest ukamkiem dafncuchowym (9).

Losowe bdadzenie czastki po dwuwymiarowym grafie stochas
tycznym jest interpretacjg przebiegu zmian stanu kapitatu
gracza X biorgcego udziak w grze o parametrach mik. Zauwaz
my, ze obraz graficzny wszystkich mozliwych.tras tegoz bia-
dzenia jest figurg geometryczng symetryczng wzgledem osi
5=y do figury utworzonej przez graf odpowiadajacy grze o
parametrach m 1 (m-k).(Pordwnaj rys. 3 i rys.4).
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rys.3.

rys.4.



Ze wzoru (9) mamy:
(15)
10 = L eTE
Niech (0< i”-j~m) oznacza prawdopodobienstwo
przejscia ze stanu 1 do stanu j, wykacznie poprzez stany
mniejsze od j i1 wieksze od zera. Wtedy

PCWR) = 3K1ml.
Ze wzgledu na zauwazong wczesniej symetrie odpowiednich

grafow stochastycznych oraz (14) 1 (15) mozemy zapisac:
m-K

. DK _
Tt Bo alyh s {7t lh -

/) Ty
R R S R
Stad prawdopodobienstwo wygranej gracza X w klasycznym
zadaniu o ruinie wyraza sie wzorem:

(16) , 5>(m-k) . Bm-’lf,o N

gdzie p"’f£ g okreSlone jest wzorem (14), m oznacza wspolny
kapitat obu graczy, k - wstepny kapitat gracza X, r - prawdo-
podobienstwo sukcesu w probie Bernoulliego towarzyszacej grze,
q=1-r.

Wzory (9), (14) 1 (16) stanowig rozwigzanie klasycznego
zadania o ruinie gracza .

. Obliczenia wartosci  prawdgpodobienstw ze wzordw f9) (14)
1 (16) _mozna przeprowadzi¢ dosyC prosto_przy gomocy kalk(la-
tora kieszonkowego z pamiecig (patrz [I], s.159).
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