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Whnioskowania
oparte na symetriach i analogiach
przy rozwigzywaniu zadan probabilistycznych

1. WSTEP

Rozwigzanie zadania z rachunku prawdopodobienstwa w opar-
ciu o symetrie, to najczeSciej takie rozwigzanie, ktére po-
lega na zbudowaniu odpowiedniego klasycznego modelu proba-
bilistycznego tzn. skonczonej przestrzeni probabilistycznej,
w ktorej zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

Wiekszo$¢ zadan szkolnych tradycyjnie wigzemy z klasycz-
nym modelem probabilistycznym. Ootycza one rzutéw symetrycz-
ng monetg, kostka, losowan z urny itp. Zadania te sg na ogét
mato ciekawej przede wszystkim nie sg ksztakcace. Rozwigzu-
jac wykgcznie takie (niestety) typowe zadania niewiele sie
mozna nauczyC¢, bo w tej nauce nie ma miejsca na wazne dla
rozwoju umystowego aktywnoSci matematyczne. Np. nie moze
by¢ schematyzacji, poniewaz odpowiedni schemat - model mate-
matyczny jest z gory dany w treSci zadania.

W artykule bedziemy sie zajmowali ghownie takimi zada-
niami, w ktérych réwnoS¢ szans trzeba odkry¢ i1 ktdre w prak-
tyce szkolnej s z reguly rozwigzywane innymi metodami, np.
opartymi na:



- twierdzeniu o prawdopodobienstwie cakkowitym;

- whasno$ci prawdopodobienstwa warunkowego;

- prawach dodawan i mnozen dla drzew bedacych opisem do-

Swiadczen losowych.

W rozdziale drugim podamy przykkady takich zadan wraz
z krotkim opisem i analiza typowych szkolnych metod ich roz-
wigzywania. Rozdziat drugi jest w pewnym sensie oceng aktu-
alnej praktyki szkolnej. Jest to ocena doS¢ krytyczna. Twier-
dzimy, ze nauczanie rachunku prawdopodobienstwa w szkole $red-
niej jest na ogdt schematyczne, polega ono na wyuczaniu Kil-
ku standardowych metod postepowania. Niewielki jest udziat
rozumowan w tym nauczaniu, nie stwarza ono okazji do odkry-
wania:

struktury matematycznej zadan;

izomorfizmu réznych zadan;

analogii.

Zasadniczg czeS¢ niniejszej pracy stanowig rozdziaty
trzeci 1 czwarty. W tych dwdch rozdziatach przedstawiamy diu-
ga serie zadan. Sg one osnute wokdt zadania "Gra o pie¢ do-
larow” 1 innych zadan znanych z artykutu A. Engla [I]. Seria
zostata skonstruowana w ten sposdb, aby stymulowata mysSle-
nie w oparciu o symetrie. W rozdziatach 3 1 4 przedstawiamy
wyniki naszych obserwacji - jak rozwigzywali te zadania ucz-
niowie w bardzo roznym wieku,od klasy VII 1 VIII do maturzys-
tow 1 absolwentdw szkod Srednich. Zadania bardzo pobudzaty
ich aktywnos¢ umystowg, odkrywali oni liczne zwigzki pomiedzy
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réznymi na pozor problemami 1 proponowali rozwigzania prostsze
1 bardziej naturalne niz w artykule Engla.

W rozdziatach 3 i1 4 zawarto wiec pewng propozycje dydak-
tyczna, wyprobowang w praktyce, chociaz moze jeszcze nie dosC
wszechstronnie. Chcieliby$my, aby byla to propozycja wskazu-
jaca w jakim kierunku nalezatoby zmieniaC nauczanie rachunku
prawdopodobienstwa.

2. DWA TYPOWE PRZYKLADY ZADAN EGZAMINACYJINYCH

Ocene aktualnej praktyki szkolnej opieramy na kilkulet-
nich dos¢ wnikliwych obserwacjach.

- Badalidmy, jak uczniowie (wybrani), g#ownie maturzysci
a takze absolwenci licedw,rozwigzujg typowe zadania egzamina-
cyjne 1 co my$lg o poprawnosci réznych przedstawionych im
rozwigzan.

- Badalidmy opinie nauczycieli na temat poprawnosci i
warto$ci ksztakcacych roznych metod rozwigzywania zadan.

- Uwaznie przeSledzilismy literature dla nauczycieli i
ucznidw szkok Srednich, zbiory zadan, artykuly metodyczne,
poniewaz w nich takze odbija sie aktualna praktyka.

Byly to bardziej obserwacje niz badania. Poglady nauczy-
cieli poznawalismy gkownie w czasie swobodnych dyskusji na
zebraniach zespoddw metodycznych oraz licznych indywidualnych
rozméw. Nie prowadzilismy Zzadnych regularnych badan ankieto-
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wych, szczegotowych raportow z rozmow i dyskusji, nie, bada- .
lismy wynikéw nauczania. Dlatego nie mozemy i nie zamierza-
my formukowaC pelnej obiektywnej oceny aktualnego stanu nau-
czania rachunku prawdopodobienstwa w szkole Sredniej. Zebra-
lismy jednak bardzo wiele ro6znorodnych obserwacji potwierdza-
jacych krytyczne uwagi sformutowane we wstapie o aktualnej
rzeczywistosci. Wyniki naszych obserwacji zamierzamy przed-
stawi¢ odwotujac sig do dwoch przykdadow..

Przyktad 1

W zbiorze [§] na stronie 63 mamy nastepujgce zadanie
(ktére wystapito dwukrotnie na egzaminie maturalnym w Warsza-
wie).

Zadanie 1. W urnie znajduje sie 5 kul biakych, 4 czarne
1 3 zielone. Wyciggamy losowo jedng kule 1 nie ogladajac jej
wyciggamy sposrdd pozostatych dwie nastepne. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, Zze:

a/ obie kule wyciggniete w drugim losowaniu sg biate,

b/ kule wylosowane za drugim razem sg roznych kolordw?

Autor podaje tylko jedno nastepujace rozwigzanie, ktore
cytujemy wraz ze wszystkimi jego osobliwoSciami.

Rozwigzanie 1

a/ Zadanie rozwigzujemy korzystajac ze wzoru na prawdopo-
dobienstwo cakkowite. Rozwazmy nastepujgce zdarzenia:

A - obie kule wyciaggniete za drugim razem sg biate,

6"~ kula wyciggnieta za pierwszym razem jest biatka,
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B2 - czarna,
B§ - zielona,
mamy wiec:
PBI) = »P@) "vYI - =J7*
AlBx, A|B2, A|Bj - kula wyciggnieta za drugim razem jest
biaka, jeSli za pierwszym razem wyciggnieto: biaka, czarng,
zielong. Czyli:

DCAIB  j o I
P(AIB2) = XI TH"

p<AIB3) * XX e TH*
Stosujac twierdzenie 3,1:
P(A) = P(A|Bj) = P(B1) + P(A]|B2) = P(B2) * P(A|B3) = P(Bj)
otrzymujemy:
P(A) . f,.

b/ Rozpatrzmy nastepujace zdarzenia:

A - za drugim razem wyciagnieto kule réznokolorowe.

Bj, B2, Bj - za pierwszym razem wyciggnieto odpowiednio

kule: biakg, czarng, zielong.

A|B1, A|B2, AIB3 - za drugim razem wylosowano roznokolo-
rowe, jesli za pierwszym razem wyloso-
wano kule biakg, czarng, zielong.

Mamy wiec:

P(BX) -xy, P(B2) =  PCB3) =~
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oraz. Cieej +C\ eC*+cCc*eci M

Al01) - -===----=- fZ-=—===-——-——- = 3T *

p(AJO1) Iz
B(RfRY = XA 2B 2 A 2 5@

M1

c|*.cj *c|.r.c] *ci. .

p(ah3):-l-—!——J—--| ------- ] - 37>

L11

stad P(A) = Koniec rozwiazania 1.

Uwage musi tu zwracaC wprowadzenie dziwnych "warunkowych™
zdarzen postaci A | , A|B2 itd. MowiC tu nalezato nie o owych
"warunkowych" zdarzeniach ,lecz o warunkowym prawdopodobien-
stwie zdarzenia A (skoro wiadomo, ze zaszho zdarzenie B lub
zdarzenie B2. Zadanie ma inne prostsze, cho¢ nie dla wszyst-
kich fatwiejsze:

Rozwigzanie 2

Interesuje nas tylko wynik drugiego losowania. Kazda pa-
ra kul sposréd dwunastu moze by¢ wynikiem drugiego losowania.
Mamy wiec CR2 = 66 jednakowo prawdopodobnych wynikow, w tym
=10 wynikow sprzyja zdarzeniu A, ze obie kule bedg bia-
fe. Zdarzeniu B, ze otrzymamy dwie kule roznych kolordw,
sprzyja: 5* 445 *3+4 *3 = 47 wynikow. Otrzymujemy odpowiedZ:



Chociaz rozwigzanie 2 jest znacznie prostsze niz rozwig-
zanie 1 (zarowno rachunkowo jak i pojeciowo),poniewaz nie
korzystamy z twierdzenia o prawdopodobienstwie cakkowitym,
spo$rod dwudziestu kilku maturzystow, ktoérych poprosilismy
0 rozwigzanie zadania 1, nikt nie podat rozwigzania 2. Dla
wszystkich rozwigzanie 2, kiedy je przedstawilismy, bylo za-
skakujacym odkryciem. Wiekszo$¢ w pierwszym odruchu uznada,
ze nie jest ono cakkiem poprawne. Tak samo mySli duza czes$é
nauczycieli, chociaz Scislej nalezatoby powiedzieC odwrotnie,
ze uczniowie mysla podobnie jak ich nauczyciele, poniewaz za-
dania zblizone do zadania 1 rozwigzywali w szkole zawsze pier
wszym a nigdy drugim sposobem.

Przyktad 2

W artykutach [2] oraz [3] ich autorzy przedstawiajg kilka
rozwigzan nastepujacego zadania egzaminacyjnego:

Zadanie 2. WSrod dziesieciu losow loterii znajduje sie
jeden los na ghdwng wygrang oraz dwa losy uprawniajgce do bez
pkatnego wyciggniecia nastepnego losu. Jakie jest prawdopodo-
biefstwo wylosowania gkdwnej wygranej przy zakupie jednego
losu i maksymalnym wykorzystaniu wszystkich uprawnien?

Autor artykutu [3] podaje dwa rozwigzania, ktore zacytu-
jemy w skrdcie.

Rozwigzanie 1

Zaczyna sie od stwierdzenia: Opisane do$wiadczenie jest
oczywiscie wieloetapowe, przy czym liczba etapow jest losowa.
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Nastepnie reprezentujgc model probabilistyczny za pomoca
odpowiedniego drzewa autor otrzymuje odpowiedZ:

1 2 12 1.1
E’SA)"TU TUu'v7 TO'7°

Rozwigzanie 2
Autor wprowadza nastepujgce oznaczenia:
G" - oznacza osiggniecie wygranej w wyniku i losowan
/i =1,2,3/,
- oznacza wyciggniecie w i-tym losowaniu losu upraw-
niajacego do dalszej gry /oczywiscie i = 1,2/.
Mamy: A =Gjo G2¢/ G oraz GM™ G =0 dla 1/j,

P(G1) = TH*
P(G2) =P~) .P@G2IN) = .j,

P(63) = P(NX) . P(N2|lni) . P(GJINX N2> * TH o 4 * |*

i otrzymujemy taka samg jak powyzej odpowiedZ:
pal sy Tt AT Tl B

Uwaga: Mozna porachowac, ze P(A) =i , ale autor tego nie
robi; porownujac oba rozwigzania wskazuje na dwa iden-
tyczne wyrazenig arytmetyczne. \idaC uwaza, ze uczen

nie powinien hy¢ ciekawy” jakie jest prawdopogobienstwo
zdarzenia A, _duze czy mate, ma” tylko nauczyC sie do-

biera¢ odpowiednie metody do roznych ow Zzadan, o
to tylko ghodzi. d yeh oy

Autorzy artykutu [2] podajg jeszcze kilka innych rozwig-
zan zadania 2. To dobrze, jesli analizuje sie rdozne rozwigza-
nia zadania, ale dziwi fakt, ze w obu artykutach nie ma na-
stepujacego prostego rozwigzania.
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Rozwigzanie 3

Los nazwiemy konczacym gra, jezeli po jego wyciagnieciu
gra sie konczy. WSréd 10 losow jest 8 konczacych gre. W przy-
padku opisanego doSwiadczenia wieloetapowego interesuje nas
tylko wynik koncowy, wynikiem doswiadczenia nazwiemy wiec
wyciggniecie losu konczacego gre, badZz wygrywajacego (jest
jeden taki los), badZz przegrywajacego (jest 7 takich losow).
Wszystkie losy konczace gre sg jednakowo prawdopodobne, zatem
prawdopodobienstwo wygranej wynosi

0 zadaniu 2 i jego roznych rozwigzaniach rozmiawialismy
z wieloma uczniami 1 nauczycielami. Daly nam one okazje do,
wielu ciekawych spostrzerzen.

Dlaczego wielu nauczycieli lekcewazy rozwigzanie 3? Nie
tylko dlatego, ze niestusznie sgdzg, ze nie jest ono catkiem
poprawne. Mowig oni: rozwigzania 1 1 2 ucza okreslonych metod
I wzordw, a czego uczy rozwigzanie 3?

Kilka osdb, ucznidw i nauczycieli kwestionowato popraw-
no$¢ rozwigzania 3 uzywajac nastepujacych argumentow.

W rozwigzaniu 3 pomijamy milczeniem istnienie losow upra-
wniajacych do dalszej gry, tak jakby nie miaty one zadnego
znaczenia, a przeciez wyciggniecie takiego dodatkowego losu
przedtuza gre, zwieksza zatem szanse wygranej. Losy te majg
wiec wphyw (dodatni) na prawdopodobienstwo wygrania na loterii.

Kiedy naszych rozméwcow, ktdrzy w ten sposob rozumowali,
zapytywalismy: "A czy nie jest tak, ze wyciggniecie losu do-
datkowego 1 przedtuzenie gry powieksza szanse przegranej?"
spontanicznie protestowali i odrzucali te mysl.
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W ich wypowiedziach byko wiele chaosu 1 sprzecznosci lo-
gicznych, np. jeden z naszych rozmoéwcéw w jednym zdaniu
twierdzit, ze: "Im wiecej jest losow dodatkowych - uprawnia-
jacych do dalszej gry, tym wieksze sg szanse wygranej”, a w
nastepnym - "Po wyciagnieciu losu uprawniajacego do dalszej
gry nasze szanse na wygranie s wieksze niz przed jego wy-
ciagnieciem” .

Bardzo roznie i bardzo mgliscie rozumieli oni co to zna-
czy, ze istnienie losow dodatkowych powieksza szanse wygrania.

W rozumowaniach tych ujawnia sie ciekawa 1 wazna prawid-
fowos¢ psychologiczna. Pisze o niej wielokrotnie Piaget w
ksigzce [4]. W rozwoju poznawczym cziowieka wystepuje bardzo
wyrazna asymetria elementow pozytywnych - afirmacji 1 nega-
tywnych - negacji, dopetnien. Istotnym elementem rozwoju po-
znawczego jest przezwyciezanie tej asymetrii 1 uczenie sie
odkrywania 1 konstruowania negacji. Asymetria w ocenie Szans
na wygrang 1 Szans na przegrang, niemoznosSC zrozumienia, ze
przegrana to wygrana (naszego przeciwnika) a wygrana jest
rownoczednie przegrana, to typowy przejaw asymetriii pozyty-
wow i negatywdw w rozwoju poznawczym.

Analizujgc doktadnie aspekty psychologiczne zarysowanego
powyzej mySlenia, nalezatoby réwniez uwzgledni¢ mozliwy wplyw
czynnika emocjonalnego. Jak pisze Reykowski [5]"emocje maja
istotny wpkyw na mysSlenie. Wiekszo$¢ ludzi przecenia szanse
zdarzen pozadanychjnp» wygrania w Toto-Lotka i nie docenia
szans zdarzen niekorzystnych™ np. Smierci, wypadku.
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Taka psychologiczna analiza roznych rozumowan zwigzanych
z zadaniem 2 pokazuje, Czego uczg rozwigzania oparte na sy-
mteriach i wyjasnia watpliwosci formutowane przez wielu nau-
czycieli.

Podkreslamy wage rozumowan przez symetrie dlatego, ze
widzimy ich Scisty zwigzek z rozwojem bogatych, peknych i
plastycznych schematdw poznawczych.

3. UWAGI O ROZWIAZYWANIU ZADAN 0 RUINIE GRACZA

Zadania, ktore omawiamy ponizej, nie sg typowymi zadania-
Mi szkolnymi. Sg to rozne warianty klasycznego zadania o ru-
inie gracza i zadan o bigdzeniu losowym. W zadaniach tych
tkwig ogromne wartosci ksztakcace, poniewaz majg one elemen-
tarne rozwigzania, ale te proste rozwigzania trzeba jednak
odkryC poprzez roznorodne i wazne operacje mySlowe, trzeba
widzie¢ analogie, symetrie, trzeba budowaC uogolnienia. Te
wazne aktywnosci umystowe mozna stymulowaC uk¥adajac zadania
w odpowiednio skonstruowane serie. Ponizej przedstawimy takg
serig zadan 1 opiszemy jak rozwigzywali je uczniowie, ktdrych
prace obserwowalidmy.

Zadanie 3A

Masz dolara, potrzebujesz pieC dolardw. Mozesz je osigg-
na¢ w sprawiedliwej grze. Stawiajgc stawke mozesz z rownym
prawdopodobienstwem straci¢ ja albo podwoié. Decydujesz sie
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na ryzykanckg strategie, w kazdej rundzie stawiasz tyle z ak-
tualnego majatku, aby w razie wygranej by¢ jak najblizej celu
tj. potrzebnych ci pieciu dolaréw. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze osiggniesz cel?

Zadanie 3B

Masz.dolara, potrzebujesz pie¢, tak jak w zadaniu 3A.
Jeste$ jednak ostrozny 1 wybierasz inng strategie gry. Bedziesz
w kazdej rundzie stawiat jednego dolara. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze osiggniesz cel?

Zadanie 3C

W grze bierze udziat pieciu graczy. Jeste$ jednym z nich.
Kazdy rozpoczyna gre majac jednego dolara. Kazda z kolejnych
rund rozgrywana jest miedzy dwoma spo$rdd tych uczestnikow
gry, ktorzy maja jeszcze chocby dolara. Stawiajg po dolarze
I otrzymuje je jeden z nich w wyniku sprawiedliwego losowa-
nia. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wygrasz gre (i o0siag-
niesz potrzebne ci pie¢ dolardow)?

Zadanie 4A
Masz dwa dolary, potrzebujesz pie¢. Dalsza tresC jak
w zadaniu 3A

Zadanie 4B

Masz dwa dolary, potrzebujesz pie¢. Dalej jak w zadaniu
3B. '

Tekst zadania cytujemy z pracy [I].
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Zadanie 4C.

Brown ma dwoch synow, a Smith trzech. Kazdy chlopiec ma
dolara. Beda grali wedbug zasad opisanych w zadaniu 3C. JeSli
wygra ktory$ z syndw Browna, powiemy, ze wygrat Brown. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze wygra Brown?

Zadanie 30.
Masz dolara, potrzebujesz ich n. Dalej jak w zadaniu 3A.

Zadanie 40.

Masz m dolaréw, potrzebujesz ich n /0<m<.n/. Dalej jak
w 3A.

Zadanie 4E.

Na osi liczbowej stoi pionek w punkcie m. Bedziemy wie-
lokrotnie rzucali monete 1 jeSli wypadnie orzet, przesuniemy
pionek w prawo, a jeSli reszka,w lewo. Rzut monete bedziemy
powtarzali tak ddugo,az pionek znajdzie sie w punkcie "kon-
cowym” 0 albo n /zakfadamy, ze 0< i<.n/, Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze pionek zakoiczy gre w punkcie n?

Zadanie 4F.

Na poczatku gry pionek stoi w punkcie m. Gra zakonczy sie,
gdy pionek dotrze do punktu k lub do punktu n /k< m<n/.
Dalej jak w zadaniu 4E.

Zadanie 4G.

Masz dwa dolary, potrzebujesz ich piec. "W potrzebie"
mozesz pozyczaC dolary od wujka, ale w sumie nie wiecej niz
trzy dolary. Dalej jak w zadaniu 4B.
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Rozpoczynajace serie zadanie 3A pochodzi z artykutu [I].
Engel podaje kilka sposobéw rozwigzania tego i podobnych za-
dan. Opieraja sie one na uwadze, ze przebieg gry mozna Symu-
lowaC b¥adzeniem losowym pionka po grafie przedstawionym na
rysunku 1.

Przedstawimy ponizej inne, bardziej elementarne rozwig-
zania, ktore w doS¢ naturalny sposob nasuwajg sie uczniom,
jeshi postawimy im nie jedno tylko zadanie 3A, ale calg serie
od 3A do 4G. Sledzilidmy prace (indywidualng) Kilkunastu ucz-
niow 1 kilku nieduzych grup uczniow (od dwoch do czterech ucz-
niow) w wieku od 14 do 19 lat. Byli to uczniowie weddug naszej
oceny do$¢ zdolni (chociaz nie badalismy ich zdolnosci zadnym
testem). Opiszemy w syntetycznym skrocie przebieg ich pracy
pomijajac szczegOtowe roznice tempa i stylu pracy a takze
drobiazgowy opis wszystkich naszych interwencji.

Tak jak przypuszczalidmy, najtatwiejsze okazato sie za-
danie 3C. To naturalne, ze kazdy gracz ma takie same Szanse
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wygrania gry,a wiec dla kazdego konkretnego gracza prawdopo-
dobienstwo wygrania gry wynosi 1/5.

Analizujac tre$C zadania 3C niektdrzy uczniowie wskazy-
wali na problem - jak zorganizowaC gre, w jaki sposob wybraé
dwoch sposrod pieciu graczy do pierwszej rundy, jak wybie-
ra¢ nastepnych?

Uwaga: CzeSC¢ uczniow miada_ w treSC| zadania podany nastepu—

{QCE opIs organlzac
raczom przydzie agy Iosowo numery od 1

do
2* Tworzymy liSte: 1, ,2,3, ,5,1,2,3 4, 5
3* Do plerwszej rund¥ |eramy graczy 1 I’ skre-
slamy ich_Z poczatku” listy

do drugiej rund¥ bleramy graczy 3 i 4 i skreSlamy
ich z poczat |W¥y
1 tak dalej,

do kazdej nastepnej rundy wybieramy dwich pierwszych
na lisci

4* Gracza, ito padt z ktory stracit wszystko
usuwamy z IE% P Przeko%g¥|éﬁ £¥ ze proble% ordz—

Ré%%ﬁ%a %ﬂytyﬁﬁégé°m§%§%§9§é§n§"z”'°W ' pobudza rez-

Zadanie 3B ma identyczng odpowiedz jak 3C. Oceniajac gre
opisang w zadaniu 3C z punktu widzenia wybranégo konkretnego
gracza, widzimy, ze jest to gra, ktora spednia warunki zada-
nia 38. Nastepnie przez uogolnienie otrzymujemy rozwigzanie
zadania Jtp =1 .

Zadania 3B, C 1 D bydy w pewnym sensie az 'za tatwe" dla
"naszych" ucznidw, Zzaden z nich nie dostrzegt problemu - czy
gra musi sie skonczyc?

Uwazalidmy, ze nie mozna tego problemu zbywaC milczeniem
i dlatego ingerowalidmy stawiajac pytanie:

- Czy gra musi sie skonczyc?

- Czy jest mozliwe, ze w grze o pieC dolardw nasz stan
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posiadania bedzie w nieskoniczono$¢ oscylowat pomiedzy
1 141 granigdy sie nie skoiczy?

Okazato sie, ze bardzo wielu ucznidw, ktdrzy przedtem
nie widzieli problemu, przeceniato prawdopodobienstwo nie-
skonczonosci gry. Twierdzili, ze jest ono wieksze od zera.
Dyskusje przebiegaty rozmaicie w zaleznoSci od wieku 1 umie-
jetnosci uczniow. Konczyto sie na formutowaniu i uzasadnianiu
hipotezy: Prawdopodobienstwo, ze rzucajac monetg dowolnie
wiele razy kiedyS otrzymamy ordafwynosi 1.

Byty tez formutowane 1 uzasadniane inne warianty - dla
kostki, dla ogdlnego przypadku n jednakowo prawdopodobnych
wynikow.

W przypadku mkodszych uczniow uzasadnienia miaty charak-
ter empiryczny. Odwotywalismy sie do zjawiska stabilnosci
czestosci.

Jesli akceptujemy, ze: "W bardzo ddugiej serii rzutdw mo-
netg czestosC orda powinna byC bliska liczbie -J", to musimy
tez zaakceptowaC sformutowang powyzej hipoteze.

W przypadku starszych licealistow takze liczylismy:

W ogbInym przypadku:

Rozwigzanie zadania 4C jest bezpoSrednig konsekwencja roz-
wigzania zadania 3C. Pomiedzy zadaniami 4B i 4C oraz 4D za-
chodza podobne zalezno$ci jak pomiedzy zadaniami 3B, 3C oraz
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30. Otrzymujemy odpowiedz p =  w przypadkach B i1 C oraz

p =™ w przypadku 0. Zadanie 4E ma oczywiscie identyczng od-
powiedZz jak 4D. Majac rozwigzanie zadania 4E, fatwo znajdzie-
my rozwigzanie zadania 4F, wystarczy wyznaczyC nowy poczagtek
osi liczbowej w punkcie k, wtedy punkt m bedzie miat nowg
wspotrzedng m-k oraz punkt n nowg wspotrzedng n-k i przez
analogie z zadaniem 4E otrzymujemy odpowiedZ

m-k
p. 7

Rozwigzanie zadania 4F jest bardzo wazne, poniewaz wynika
Z niego, ze w opisanych powyzej grach hazardowych obojetna
jest strategia gry(a w szczegélnosci, ze zadania 3A i1 3B oraz
odpowiednio 4A i 4B majg taka samg odpowiedz. Najtatwiej prze-
konamy sie o tym, odwolujac sie do rysunkow.

Wyobrazmy sobie dwie osoby. Pierwsza dysponuje planszg
przedstawiong na rysunku 2 (odcinkiem osi liczbowej), a dru-
ga planszg przedstawiong na rysunku 1.

rys. 2

Kazda z osob stawia pionek w polu 1. Pierwsza osoba be-.
dzie rzucata monetg i po kazdym rzucie przesuwata swoj pionek
0 jedno pole w lewo lub w prawo. Druga z oséb grajgca bez
monety, bedzie naSladowata pierwszg. Powiedzmy, Zze po pierw-
szym rzucie przesunie swdj pionek na pole dwa, tak samo jak
pierwsza osoba. Po drugim rzucie nie moze wykonaC ruchu pion-
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kiem, bo na jej planszy nie ma strzatki z pola 2 wprost na
pole 3 ani na pole 1. Musi czeka¢ az pionek na osi liczbowej
dojdzie do pola O albo do pola 4, a wiec na rozstrzygniecie
gry opisanej w zadaniu AF dla k=0, m=2, n=4 prawdopodobien-
stwo, ze zakonczy sie ona w punkcie 0 jest takie jak prawdo-
podobienstwo, ze zakonczy sie w punkcie A i wynosi j zgodnie
z rysunkiem 1. Podobnie bedzie, gdy pionek drugiej z osdb
znajdzie sie w punkcie 3. Bedzie ona musiaka czekaC az pio-
nek na osi dotrze do punktu 1 albo do punktu 5. Tu takze ma-
my réwne prawdopodobienstwa =y = 0 plerwszej 0S0-
bie mozemy powiedzie¢, ze bierze udziat w grze o pie¢ dola-
row wg strategii ostroznej, jak w zadaniu 3B, o drugiej, ze
gra hazardowo, jak w zadaniu 3A. Obie osoby zakoncza gre
rownoczesnie 1 z takim samym rezultatem. Prawdopodobienstwo
wygrania gry jest dla drugiej osoby takie samo, jak dla
pierwszej.
Odkrycie i zrozumienie niezalezno$ci prawdopodobienstwa
wygrania gry o n dolaréw od wyboru strategii to najwieksza
trudnoS¢ w catej serii zadan. Bez naszej pomocy obserwowani
przez nas uczniowie z pewnosScig nie poradziliby sobie z tym
problemem. Nasza pomoc nie odbierata im jednak samodzielnoSci
I W gruncie rzeczy ograniczata sie do narysowania grafu z ry-
sunku 1 i wskazowek, aby:
a) pordwnali gre o pie¢ dolaréw wg strategii hazardo-
wej z bdadzeniem losowym pionka po planszy z rysunku 1.

b) przeprowadzili w mySli opisany powyzej eksperyment
rownolegtego badzenia pionkow po planszy i po osi
liczbowej.



Gdybysmy wzbogacili serie jeszcze o kilka zadan, mozna by-
foby nie ingerowa¢ zupednie w tok pracy naszych uczniow.
Inna sprawa, ze wtedy zapewne trudno bydoby zakonczyC prace
w czasie jednego dwugodzinnego (czasem troche dtuzszego)
seansu.

Rozne zadania bedace przedtuzeniem serii stawialismy na-
szym uczniom w czasie kolejnych spotkan,np:

Zadanie .

Masz dolara, potrzebujesz ich n. Mozesz je osiggngC w
sprawiedliwej grze. Jakie jest prawdopodobiefstwo, ze osigg-
niesz cel?

Jest ono z pozoru identyczne jak zadanie 30 a ponadto ma
bardzo proste rozwigzanie, przynajmniej dla uczniow starszych
klas szkoly Sredniej, ktorzy w szkolnym kursie rachunku praw-
dopodobienstwa poznali pojecie gry sprawiedliwej.

Rozwigzanie. W grze mozemy wygrac:

- albo n-1 dolardw, z prawdopodobienstwem p,

- albo -1 dolaréw, z prawdopodobienstwem 1-p.

Poniewaz gra jest sprawiedliwa, warto$¢ oczekiwana wygranej
jest rowna zeru, mamy:

(n-Dp - I(1-p) =0.
Po rozwigzaniu rdéwnania otrzymujemy odpowiedz: p = 4

Czy jednak istotnie zadania 3E 1 30 sg identyczne? Prze-
analizujmy dokdadnie treSC zadania 3A. Co miat na mysli je-
go autor (A. Engel) zak¥adajac w drugim zadaniu, ze gra ma
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by¢ sprawiedliwa? Naszym zdaniem dokkadnie to, co precyzyjnie
formutuje w trzecim zadaniu, a mianowicie, ze gracz moze z
réwnym prawdopodobienstwem straci¢ stawke albo ja podwoic.
Przynajmniej my tak chcemy to zatozenie rozumieC. Takie ro-
zumienie sprawiedliwosci odnosi sie tylko do szczegdlnej kla-
sy gier. Jest to w pewnym sensie lokalna sprawiedliwos¢ gry
tzn. sprawiedliwos¢ poszczeg6lnych rund. Istotnie przyjmujac,
ze s to wysokoSC stawki, otrzymujemy wartoSC oczekiwang wy-
granej w pojedynczej rundzie:

s +(S).y=0.
Czy jednak mozemy bez dowodu przyjac, ze sprawiedliwo$¢ "lo-
kalna™ implikuje sprawiedliwos¢ "globalng™? Intuicyjnie tak
powinno byC, bo wartoSC oczekiwana wygranej w grze powinna
by¢ réwna sumie wartoSci oczekiwanych wygranych w poszczegol-
nych rundach. Jednak w szkole dowodzi sie, ze: E(X+Y)=E(X)+E(Y),
a tu mamy znacznie bardziej ztozony przypadek sumy losowej
liczby zmiennych losowych. To wdasnie przytoczone powyzej roz-
wigzania zadan mogg przekonaC ucznidw, ze istotnie sprawied-
liwosC globalna gry wynika ze sprywiedliwosci lokalnej.

A. ROZWIAZYWANIE ZADAN 0 DWOCH CIAGACH WYNIKOW RZUTU MONETA
PRZEZ ODKRYCIE 1ZOMORFIZMU Z ODPOWIEDNIM ZADANIEM O RUI-
NIE GRACZA

W tej czeSci pracy przypomnimy kolejne zadania z artyku-
fu [I] 1 przedstawimy inne niz A. Engel metody ich rozwigzy-
wania.



Zadania bedg dotyczydy gier, a rozwigzania bedg polegaty
na odkryciu izomorfizmu z odpowiednim zadaniem o ruinie gra-
cza. Pokazemy, ze dwie rdzne z pozoru gry maja ten sam graf.
Przebieg obu gier mozna symulowaé przesuwajac losowo pionek
po tej samej planszy. Przyjmujac, ze graf to model matematycz-
ny do$wiadczenia losowego, bedzie to izomorfizm polegajacy
na identycznoSci modeli.

Metody, ktore przedstawimy, beda bardzo proste. tatwo sie
ich nauczy¢ i1 ¥atwo je zrozumieC. Ale aby uczniowie mogli
mie¢ takze udziat w odkryciu tych metod, nalezy przeanalizo-
waC z nimi Kilka zadan wstepnych.

Zadanie 5.

Na rysunku 3 przedstawiony jest graf pewnej sprawiedliwej
"gry dolarowej". Wierzchotek poczatkowy oznaczony jest liczbg
2. 0 ile dolaréw toczy sie gra, jakie jest prawdopodobien-

stwo wygrania gry?
Wskazowka. Wpisz brakujace liczby w wierzchotkach grafu.

rys.3
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Uczniowie powinni zauwazyC, ze stawka w wierzchotku 2
jest réwna 4-2=2. Wygrywajac stawke przechodzimy do wierzchot
ka 4, przegrywajac stawke przechodzimy do wierzchotka 0. Wpi-
sujemy liczbe O do lewego wierzchotka grafu 1 rozumujac po-
dobnie dalej otrzymujemy odpowiedZ: Gra toczy sie o siedem do
laréw, prawdopodobienstwo wygranej p = 3.

Rozwigzujac kilka podobnych zadan uczniowie powinni od-
kry¢ 1 sformutowaC podstawowg prawiddowo$¢ grafow sprawied-
liwych gier dolarowych.

Liczba w dowolnym wierzchodku w grafu (sprawiedliwej gry
dolarowej) jest zawsze Srednig arytmetyczng liczb w wierzchot
kach w* oraz w", do ktorych prowadza strzatki od wierzchot-
ka w.

Teraz mozemy juz postawi¢ nastepujace zadanie, ktore
pochodzi z artykutu [I].

Zadanie 6.

Abel mowi do Kaina: "Bedziemy rzucaC symetryczng monetg
ze stanami 0 1 1 az do otrzymania jednego z ciagow 1111 lub
0011. Jezeli jako pierwszy wystapi cigg 1111, ty wygrasz, w
przeciwnym razie wygram ja"'. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wygra Kain?

Przebieg gry mozna symulowaC bkgdzeniem losowym po gra-
fie przedstawionym na rysunku 4.
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rys.4

Trudno oczekiwaC, by uczniowie catkowicie samodzielnie
wpadli na pomyst symulacji, trzeba im takze poméc w naryso-
waniu odpowiedniego grafu.

JesSli interesujg nas tylko prawdopodobienstwa P(K) 1 P(A),
ze wygra Kain oraz ze wygra Abel, natomiast nie interesuje
nas czas trwania gry (b#adzenia), to na grafie (rys.4) moze-
my usung¢ wierzchotek 00 z petlg, mozemy tez oczywiscie usu-
na¢ zerojedynkowe oznaczenia wierzchotkow (petnig one tylko
pomocniczg role przy rysowaniu grafu). Zapytajmy teraz: czy
graf przedstawiony na rysunku 5 jest grafem jakiej$ sprawied-
liwej gry dolarowej?

rys.5



Okazuje sie, ze tak i.to nawet wielu rdéznych gier. Mozemy
sie 0 tym przekona¢ wpisujac odpowiednio liczby catkowite

w wierzchotkach grafu. Na poczatku mamy pewng dowolno$¢, mo-
zemy np. wpisaC w wierzchotku poczatkowym liczbe 10 w jednym
z dwoch kolejnych wezkow liczbe 11, tak jak na rysunku 6.
Zakkadamy w ten sposdb, ze na poczatku gry mamy 10 dolarow

1 ze pierwsza rozgrywka bedzie toczyta sie o stawke 1 dolara.
Mozemy jednak wybra¢ inne wartoSci poczatkowe,np. 2 i 4, tak
jak na rysunku 7.

rys.6
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Oalsza "numeracja" wierzchodkow jest juz wymuszona. Musimy
wpisywaC liczby w wierzchotkach zgodnie z zasade Sredniej

arytmetycznej. Wynik numeracji przedstawiony jest na rysun-
kach 0 1 9.

rys.8

rys.9

W pierwszym przypadku otrzymujemy nastepujace wartosci kon-
czace gre:

25 dolardow (gra konczy sie wygrang),

5 dolarow (gra konczy sie przegrang®
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W drugim przypadku otrzymujemy odpowiednio: 32 oraz - 3 do-
larow. W obu przypadkach otrzymujemy oczywiscie takie samo
prawdopodobienstwo wygrania gry:

PK) =137 . b
PK) - 85* &

Przekonalismy sie, ze nawet tacy uczniowie, ktérzy bez
rachunkéw wiedzg, ze P(K) musi by¢ w drugim przypadku takie
jak w pierwszym (ze nie trzeba rachowaC dwa razy) bardzo
lubig rachowa 1 cieszag sie, ze obliczenia potwierdzajg ich
teoretyczne przewidywania.

Mozna wybra¢ dowolnie warto$¢ poczatkowg i stawke poczat-
kowg gry. Otrzymamy rozne wartosci Kkonczace gre, ale zawsze
tak samo P(K) =j, bo wynik bkadzenia po grafie nie zalezy
od tego, jakie liczby przyporzadkujemy wierzchotkom grafu.

Uzmienniajac dane w zadaniu 6 (dane dwa ciggi 1111 1
0011 mozemy zastgpi¢ dowolnymi innymi) otrzymujemy cakg kla-
se zadan. Oarie dwa ciggi mogg mieC nawet rdzne dbugosci. Kaz-
de z nich mozemy rozwigza¢ postepujac podobnie jak powyzej.
Nasze zajecia z uczniami konczylismy odkryciem metody 1 sformu-
fowaniem algorytmu rozwigzywania dowolnego zadania tej klasy.
Cytujemy jedng z wielu mozliwych redakcji algorytmu.

ALGORYTM
1. Narysuj graf gry.
2. Usun zero-jedynkowe oznaczenia wierzchodkow.
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3. Wykonaj "redukcje grafu': dopoki istniejg wierzchokki
z ktorych wychodzi tylko jedna strzatka do innego wierzchot-
ka, usuwaj je.

4. Ponumeruj wierzchotki grafu; wybierz dowolne dwie rdz-
ne liczby naturalne, pierwszg wpisz w wierzchotku poczatkowym,
drugg w dowolnym z dwoch wierzchotkéw, nastepnie numeruj ko-
lejne wierzchodki przestrzegajac zasady Sredniej arytmetycznej.

5. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen odpowiadajacych
wierzchotkom koncowym grafu: przyjmujac, ze n i k to dwie
liczby w wierzchotkach koncowych grafu odpowiednio wieksza
I mniejsza, oraz n to liczba w wierzchotku poczatkowym, ob-
licz prawdopodobienstwo zdarzenia A odpowiadajgcego wierz-
chotkowi z liczbg n, a nastepnie prawdopodobienstwo zdarze-
nia B odpowiadajacego wierzchotkowi z liczbg k, wedtug wzo-
row:

P(A) = P(B) = 1 - P(A).

Uwaga 1: Powyzszy al?orytm jest oczywiscie niederministycz-
ny,” gdyz po ecenie” 4 zezwala wykonawcy na dowolny,
byC moze Tosowy, |wybor liczb naturglnych, takze po-
lecenie 3 pozwaia na pewnq dowolnos¢,” gdyz kolej-
nosC usuwania wierzchotkow z ?gtlaml nle %ei
znaczona ednoznacznle Ten n Eetermlnlz
usun ¢ ustalajac iej wysokosci zaczyna Si
gra I’ pocza tk%% sta@k ] Wgna na przy k%Zd ustgllc
ze _do dwoch plerwszych wierzchokow bed2|emy zawsze
wpisywali liczby Oi 1. Nie chcemy jednak parzuca
Qgranhiczen sztucznych tzn taklch tore nie wynl a-

z 1stoty ? enu. Hy wy onawc$
u b?d2|e czhownek. Dla nriego wykonawcy,np.
algorytn nalezy odeW|edn|o zmienic, godzac
5|e na warunki dyktowane przez narzedzie.
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Uwaga 2: Budowanle algowytmu doplero wtedy jest z konczone
umlem odni¢ jego poprawnoSC. Nalezy wyka-

zac Eowoln h dan ch pocz%tko ch do I—

woch S onczo ych ciggow_ zer

konUJa algoryt m o ewne skonczonej Ilczble

o?erac am?gré¥maqynwgn (EPI epowanie wg algorytmu

- wynik jaki otrzymamy ngZIe poprawny;.

Drygi fakt mozna uzasagni¢ #atwo, poniewaz dla do-

wolhych dwéch gier, Ktore mozna symulowaé za pomoca

te o samnego g aﬁ% prawdopodoblenstwa sukcesu w grze
orazkl muSzg by¢ takie same.

Skorczono$¢ algorytmu mozna uzasadniC wskazujac, ze do-
poki nie ponumerujemy catego grafu, zawsze mozna wskazaC ta-
ki wierzchokek w, ktory spednia nastepujgce warunki:

- W ma numer,

- jedna strzatka z wierzchotka w prowadzi do wierzchodka,

ktory juz ma numer,

- druga strzatka prowadzi do wierzchotka, ktory nie ma

numeru.

Dowdd tego faktu jest jednak znacznie trudniejszy. Nie-
ktorym naszym uczniom trudno byko nawet wyobrazi¢ sobie, w
jJaki sposob postepowanie weddug algorytmu mogtoby zakamaé
sie. Dlatego z czeScig ucznidw ograniczalismy sie do Sciste-
go uzasadnienia, ze jeSli algorytm doprowadza nas do wyniku,
to jest to wynik poprawny.

Zawsze jednak dazylidmy do pelnego wyjasnienia na czym
polega problem skonczonosci, w jaki sposob algorytm moghby

pasc".
W zrozumieniu problemu bardzo pomaga préba rozwigzania
kolejnego zadania z artykutu [I].
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Zadanie 7.

Mysz rozpoczyna wedrdowke, badzenie losowe, po labiryncie
przedstawionym na rysunku 10 od wierzchotka START. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zakofczy wedrowke w wierzchokku kon-
cowym SER, a jakie, ze w wierzchotku koncowym KOT?

Zadanie 7 nie nalezy do klasy zadan o dwoch ciggach wy-
nikdw rzutu monetg, do ktorej stosuje sie opisany powyzej
algorytm. Poniewaz jednak dotyczy ona blgdzenia losowego po
grafie mozemy podjaC probe zastosowania algorytmu do rozwig-
zania takze 1 tego zadania. Tym razem odpowiedni graf gry ma-
my juz narysowany, zaczniemy wiec od razu od polecenia 3.
Wpiszmy w wierzchotku poczgtkowym i w jednym z dwoch kolej-
nych wierzchokkdw liczby 5 i 6. Zasada Sredniej arytmetycznej
wyznacza numer 4 nastepnego wierzchotka. Otrzymujemy stan
przedstawiony na rysunku 11.
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Ale dalej juz nie wiemy co robi¢, nie ma takiego wierzchotka
na grafie, ktoérego numer wynikatby z samej tylko zasady Sred-
niej arytmetycznej oraz aktualnej numeracji. Algorytm do te-
go zadania nie stosuje sie. Ale i na to zadanie mozna znalez¢
"'sposdb™ oparty na podobnej idei co algorytm (pomimo, ze sam
algorytm rozwigzania nie daje). Sprobujmy zaczaC numeracje
wierzchodkow od kofca. Wpiszmy liczby 0 4 1 w wierzchodkach
grafu, tak jak na rysunku 12.
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Teraz juz zasada Sredniej arytmetycznej jednoznacznie wska-
zuje liczby, ktore nalezy wpisaé we wszystkich pozostatych
wierzchotkach.

Niektore liczby w wierzchotkach sg ufamkowe. Mozemy przyjac
ze stawka w grze moze byC -dolara, mozemy tez pomnozyc
wszystkie liczby w wierzchotkach przez dwa.

Otrzymujemy graf gry, ktéra zaczynamy majac 4 dolary, a kon
czymy majac 8 dolaréw (wygrana) albo O dolaréw (przegrana).
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P(SER) = P(KOT) =

Poréwnajmy rozwigzania zadan 7 i 6. Mozna powiedzieC, ze
oba te-zadania dadza sig rozwigza¢ tg samg metoda, przez od-
powiednig numeracje wierzchokkéw grafu i wykazanie izomorfiz-
mu z pewng grg dolarowg. Ale zadanie 6 mozna rozwigza¢ 'bez-
mySInie™ wg algorytmu. Ten sam algorytm do zadania 7 nie sto-
suje sie. Musielidmy mieC troche sprytu i szczeScia, zeby
znalez¢ odpowiednig numeracje: Czym rdzni sie metoda od algo-
rytmu? Proponujemy przyjacC, ze:

elletoda okresla pewne cele lokalne, do ktdérych bedziemy
zmierzaC, aby osiagna¢ cel globalny, nie dyktuje operacji
czynnosci elementarnych, ktore nalezy wykona¢, aby kolejno
osiggna¢ te lokalne cele a w konsekwencji rowniez cel glo-
balny .

-Algorytm dyktuje wykonawcy operacje - czynnos$ci elemen-
tarne, jakie ma kolejno wykonywaé .

Dobrym zakonczeniem serii jest nastepujgce zadanie.

Zadanie 8.

Mysz bedzie bkadzita losowo po planszy przedstawionej na
rysunku 15. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zakonczy bla-
dzenie w wierzchodku KOT, a jakie, ze w wierzchotku SER?

Gdybysmy 1 tym razem chcieli szukaC takich dwoch wierz-
chotkéw, ktérych numeracja i zasada Sredniej arytmetycznej
wymusza numeracje wszystkich pozostatych wierzchotkéw, to
spotka nas rozczarowanie, poniewaz takich wierzchotkow nie ma.



rys.15

Wida¢ jednak z symetrii planszy, ze musi byC: P(KOT)=P(SER)=".
Wiedzac o tym, mozemy potwierdzi¢ stusznosSC odpowiedzi, od-
wotujac sie do odpowiedniej gry dolarowej. JeSli np. w wierz-
chotkach START 1 SER wpiszemy liczby 4 1 0, to w wierzchot-
ku koncowym KOT powinna byC liczba 8. Ponumerujmy wszystkie
pozostate wierzchotki zgodnie z zasadg Sredniej arytmetycz-
nej 1 sprawdzimy, czy wszystko sie zgadza.
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NbTy,_jak widaé, trzy_rozne stany 4:

jJeden” pasywny - stawiamy stawk% 0, "czekamy",

(wa aktywne - stawiamy stawke 2.

Jest to oczywiscie rowniez dobry graf gry dolarowej.
Dzieki niemu przekonujemy sie, Ze nasza odpowiedZ, oparta na
by¢ moze zwodniczym poczuciu symetrii, jest istotnie pra-

widdowa.

5. UWAGI KONCOWE

1. Zajecia, ktore opisalismy, miaty na celu sprawdzenie
naszych pomystow ozywienia lekcji z rachunku prawdopodobien-
stwa 1 wzbogacenia ich o wazne 1 roznorodne aktywnoSci mate-
matyczne. Uwazamy, ze eksperyment udat sie, poniewaz nasi
uczniowie, tak jak spodziewalidmy sie, istotnie byli bardzo
aktywni, byka to aktywnoSC bardzo réznorodna 1 naszym zdaniem
ksztatcaca. Zajecia, nie byly jednak lekcjami i1 mozna tu po-
stawi¢ zarzut, ze nasze ptopozycje nie zostaty sprawdzone do
konca. Aby je zrealizowa¢ w szkole, nalezy wybraC odpowiednie
formy pracy na lekcji. Wybierajac forme pracy w grupach 3-4-
osobowych stworzymy warunki bardzo podobne do tych, jakie
byly na naszych zajeciach "doSwiadczalnych".

2. Nie jest naszym zamiarem lansowanie nowych form pracy
i nowych zagadnien na lekcjach rachunku prawdopodobienstwa
kosztem elementow wiedzy matematycznej, naszym zdaniem juz
nie potrzebnych. W szczegélnoSci nie chodzi nam o to, aby
178



usung¢ twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym z programu
szkoty Sredniej, chociaz pojawiajg sie takie glosy - skoro
mamy drzewa, to po co nam jeszcze twierdzenie o prawdopodo-
bienstwie catkowitym. Uwazamy, ze reforma nauczania probabili-
styki w szkole Sredniej powinna polegaC glownie na zmianie
metod nauczania a nie zakresu wiadomosci, jakie uczen ma wy-
nie$¢ ze szkoly.

W pytaniu, czy nalezy ksztatciC przez matematyke, czy
uczy¢ matematyki, tkwi naszym zdaniem jedna z wielu fatszy-
wych dychotomii.
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