BOGUSLAWA WELNA

O pewnych funkcjach
zadan probabilistycznych
W' nauczaniu matematyki

1. WPROWADZENIE

W ostatnich latach nauczanie rachunku prawdopodobienstwa,
ze wzgledu na swojg specyfike, stato sie przedmiotem szcze-
golnego zainteresowania dydaktyki matematyki. Wraz z pojawie-
niem sie roznych koncepcji nauczania tej dyscypliny powstata
potrzeba okresSlania podstawowych celdw nauczania probabilis-
tyki 1 analizowania w ich kontekScie zadan probabilistycznych

Prezentowana w niniejszej pracy analiza zadan dotyczy kon
cepcji nauczania rachunku prawdopodobienstwa®w szkole Sred-
niej, wypracowanej w trakcie seminarium z dydaktyki rachunku
prawdopodobienstwa w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Krakowie.

Zasadniczym kryterium dla przedstawionej analizy, zgodnie
ze zdobyczami funkcjonalizmu jest funkcja zadan probabilis-
tycznych w nauczaniu matematyki i w ksztakceniu ogélnym. Na-
czelnym zas zatozeniem jest poglad, Zze "rozwigzywanie pro-
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blemow nalezy traktowaC jako najwazniejszy dla szkoty rodzaj
aktywnosci, w ramach ktorej powinny organizowa sie nabyte
wiadomosci™ ([39]).

Przeprowadzajac analize zadan probabilistycznych powo-
fano sie na:

1. Pewne ogdlne wiadomosci z pedagogiki 1 psychologii
([211, [39]. [10D);

2. Teorie rozwigzywania probleméw, ze szczegolnym uwzgled
nieniem rodzaju zdolnosci intelektualnych warunkujacych efek-
tywnoSC rozwigzywania probleméw ([11], [10], [6D);

3. Typologie zadan matematycznych ([I3]).

Zadania matematyczne (probabilistyczne) mogg penié¢ roz-
ne funkcje w zaleznosci od wielu czynnikow, z ktdérych najwaz-
niejszymi sa: Cele jakie chce sie osiggngé, koncepcja naucza-
nia, moment (ogniwo procesu dydaktycznego), w ktérym dane pro
biermy sg rozwigzywane oraz sposob ich wykorzystania, jak tez
etap ksztattowania pojeé, ktérych zadania dotycza.

Z tego powodu szczegbdowg analize (4) poprzedza krétka
charakterystyka ogélnych funkcji zadan matematycznych (2)
oraz krotki zarys wspomnianej koncepcji nauczania rachunku
prawdopodobienstwa (3). Analiza funkcji zadan probabilistycz-
nych na tle gkownych zatozen koncepcji nauczania tej dyscyp-
liny, w pordéwnaniu z ogolng analiza funkcji zadan matematycz-
nych, pozwoli #atwiej uwypukli¢ te funkcje, ktére sg wspdlne
dla nauczania roznych dziakéw matematyki oraz te, ktére wy-
nikajg ze specyfiki danej gakezi, SwiadomoSC rdéznorodnych
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funkcji, jakie zadania mogg pedniC jest konieczna przy wy-
borze zadan dla realizacji poszczegolnych celdw nauczania.

Na prezentowang analize 1 wybdr zadan znaczny wpkyw mia-
#y obserwacje poczynione w trakcie prowadzenia zaje¢ z rachun
ku prawdopodobienstwa w liceum w roku szkolnym 1981/82.

2. FUNKCJE ZADAN MATEMATYCZNYCH

Rozwigzywanie zadan matematycznych to jeden z ghdwnych
$rodkow, przy pomocy ktérych nauczyciel realizuje cele ksztat
cenig matematycznego, a w konsekwencji i ksztakcenia ogélnego
Kazde zadanie rozpatrywa¢ nalezatoby zatem w dwoch podporzad-
kowanych sobie aspektach:

1) wezszym  dotyczacym samej matematyki 1 tego, w ja-
kim stopniu dane zadanie przyczynia sie do uksztaftowania
wkasciwego obrazu tej dyscypliny w umySle ucznia;

2) szerszym  zwigzanym z wpdywem zadania na wszech-
stronny rozw0j ucznia i przygotowanie go do skutecznej dzia-
falnosci indywidualnej wigczonej w ramy szerszej dziakalnoSci
gospodarczej, spotecznej 1 kulturowej.

Pods.tawe wyroznienia roznych funkcji zadan matematycznych
stanowi nastepujacy schemat:

A
® U V X*=— VY F

gdzie U oznacza ucznia, X cele ksztakcenia ogélnego, Y cele

szczegbtowe (cele nauczania matematyki) 1 F funkcje zadan.
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Czynnikiem poSredniczacym miedzy Y a F mogg byC na przy-
k¥ad ogniwa procesu nauczania 0. Wtedy schemat jest nastepu-
Jacy:

®) u X i*"gy 0q-- »F.

Przyjeto nastepujace cele ksztatcenia ogolnego ([2I]).

1. Wyposazenie ucznia w usystematyzowang wiedze;
Il. Przeksztakcanie tej wiedzy w szereg aktywnoSci i
umiejetnosci stosowania wiedzy;

I11. Rozwijanie zdolnoSci poznawczych 1 zainteresowan;

IV. Ksztattowanie postaw naukowego pogladu na Swiat;
V. Zagwarantowanie wszechstronnoSci rozwoju osobowosci
ucznia;
VI. Przygotowanie do samoksztatcenia.

Uwzgledniono trzy ghdwne cele nauczania matematyki (we-
dhug programu z roku 1966 z interpretacjg podang w [12]):

1. Opanowanie przez ucznia podstawowych wiadomosci z ma-

tematyki w ich nowoczesnym ujeciu;

2. Wyrobienie umiejetno$ci postugiwania sie metodami ma-
tematycznymi , a takze zapoznanie z zastosowaniem tych
metod w iInnych dziedzinach;

3. Ksztakcenie logicznego mySlenia i umiejetnosci Scis-
fego wyrazania mysli przy uzyciu symboli i pojeé¢ ma-
tematycznych.

Przyjmujac schemat (A) wyrdzni¢ mozna nastepujgce funk-

cje zadan:

) funkcje poznawczg - zadania dostarczajg uczniowi no-
wych informacji 1 spostrzezen:



b) funkcje ksztakcacg - zadania rozwijajg mySlenie, wy-
obraznie 1 intuicje ucznia, ksztattujg zdolnosci i ogdlne
postawy intelektualne ucznia np. "wrazliwo$¢ na problemy”,
postawe otwartg wobec problemu, szukanie heurystyk, dokony-
wanie refleksji "a posteriori” na temat rozwigzanego proble-
mu;

c) funkcje metodologiczng - zadania wprowadzajg ucznia
w metode matematyczng;

d) funkcje praktyczng - zadania ukazujg uczniowi praktycz-
ne zastosowanie teorii matematycznych w zyciu codziennym i
innych dziedzinach nauki, dostarczajg uczniowi pewnych regut
postepowania, sposobow wykorzystywania poznanych wiadomosci
teoretycznych w praktyce 1 w nowych sytuacjach oraz schema-
tow réznych heurystyk;

e) funkcje samoksztakceniowg - zadania zmuszajg ucznia do
stawiania sobie pytan i polecen oraz poszukiwania odpowiedzi
na nie, wyzwalajg che¢ zglebiania wiadomoSci oraz ciekawo$¢
poznawczg;

) funkcje wychowawczg - zadania uczg krytycyzmu, samo-
kontroli, ksztattujg postawy zachowania (np. nie zakamywania
sie w przypadku napotkania trudnosci, szukanie drog wyjscia,
postawe "refleksyjng™ w wyniku analizowania popetnionych ble-
dow i formutowania wnioskow na przysztosc);

g) funkcje estetyczng - zadania mogg wywokaC roznego ro-
dzaju emocje, pozadane uczucia estetyki, harmonii, piekna,
zadowolenia, radosci z odkrycia problemu czy pokonania trud-
nosci .
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Ponizej zilustrowano zwigzki zachodzace miedzy tymi funk-
cjami zadan, a wymienionymi celami nauczania matematyki i
ksztatcenia ogolnego.

rys. 1

Symbol 'x---»y", oznacza relacje "x realizuje cel y".
Ola przejrzystosci rysunku pominieto strzakki, ktdre wynika-
Jja z faktu, ze relacja jest przechodnia.

Uwzgledniajac w schemacie (B) nastepujace ogniwa procesu
nauczania ([21]):
1) uswiadomienie celéw nauczania;
2) zaznajamianie ucznia z nowym materiatenm;
3) kierowanie procesami uogélniania opanowanych pojeC, sa-
dow poprzez odpowiednie mySlenie 1 rozwigzywanie probleméw;
4) utrwalanie materiatu;
3) ksztattowanie umiejetnosci, nawykow 1 przyzwyczajen;
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6) wigzanie teorii z praktyka;
7) kontrola 1 ocena wynikow;
otrzymano ponizszg charakterystyke funkcji:

a) funkcje motywacyjng - zadania mogg byC motywacja dla
wprowadzenia pojec, definicji, teorii czy rozwigzywania in-
nych zadan, wzbudzaC che¢ i zainteresowanie uczeniem sig i
nauczanienm;

b) funkcje wprowadzajaca - zadania wprowadzajg nowe po-
jecia, definicje czy twierdzenia;

c) funkcje uogélniajaca - zadania prowadza do uogélnia-
nia niektorych poje¢, twierdzen czy sadow;

d) funkcje syntetyzujgco-systematyzujaca, integrujaca I
utrwalajaca - zadania stuzg utrwalaniu przerobionego materia-
fu, dokonujg syntezy, systematyzujg 1 integrujg poznane wia-
domosci ;

e) funkcje cwiczeniowo-algorytmizujacg - zadania stuza
ksztaktowaniu pewnych umiejetno$ci 1 sprawnosci algorytmicz-
nych;

) funkcje praktyczng - zadania ukazujg praktyczne za-
stosowania;

g) funkcje kontrolujaca 1 samokontrolujacg - zadania sta-
nowig Srodek kontroli 1 oceny wynikow nauczania 1 uczenia sig.

Z powyzszych rozwazan nalezy wyciggnaC praktyczny wniosek:
zestaw zadan powinien by¢ tak dobrany, aby 4acznie zadania spehnialy wszy-
stkie wymienione funkcje.



"Uczen tworzy sobie takg koncepcje matematyki, jaka uka-

zuje mu sie przez pryzmat rozwigzywanych zadan" ([J3])-
Aby uchwyci¢ istote matematyki, jej strukture i1 specyficzne
metody, nie wystarczy przyswoi¢ sobie w gotowej formie naj-
wazniejsze definicje i twierdzenia. Uczen musi w dziataniu
uswiadomi¢ sobie rozne elementy metody matematycznej. W [14]
nazywa sie te elementy komponentami aktywnoSci matematycznej.
Oto gkowne z nich: dostrzeganie analogii i jej wykorzystywa-
nie (np. w procesach generalizacji 1 dokonywaniu transferu),
schematyzowanie, kodowanie i symbolizowanie, dedukowanie 1 re
dukowanie, definiowanie 1 racjonalne uzywanie definicji, in-
terpretowanie definicji, pojeC i twierdzen w roznych mode-
lach, formutowanie 1 weryfikowanie hipotez.

"Rozwigzywanie zadan nie powinno byC celem pracy ucznia

i nauczyciela, powinno byC Srodkiem, ktorego stosowanie

rozwija aktywno$¢ matematyczng" ([16]).

3. GLOWNE ZALOZENIA KONCEPCJI NAUCZANIA PROBABILISTYKI
I ETAPY KSZTALTOWANIA POJECIA PRAWDOPODOBIENSTWA

Charakter zadan probabilistycznych oraz Scisle z nim
zwigzany sposob ich wykorzystywania jest uzalezniony od ogdl-
nej koncepcji nauczania tej dyscypliny. Celowym wydaje sie
przypomnienie gddwnych zatozen koncepcji, w ramach ktorej
omawiane.sg w tym artykule zadania probabilistyczne.*

_*N Przeglad_gddwnych_koncepcji nauczania teorii prawdopodobiefstwa
w historycznym ujeciu znajduje sie w [2].



Zatozenie pierwsze: (porownaj [25], str.B-43 oraz [28]):
Pojecie prawdopodobienstwa nalezy wprowadzaC w jak najszerszym zakresie
wzgledniajac jego rdzne aspekty, wynikajace z jego rozwoju historycznego
I matematycznej struktury tego pojecia, a wiec aspekt czestosciony, kla-
syczny i mogoSciono-miarony z usypukleniem tego ostatniego jako rezul-
tatu matematyzacji konkretnych sytuacji i obserwacji. Te rozne aspekty
z formalnego punktu widzenia sg roznymi interpretacjami te-
go samego pojecia w rdéznych modelach.

Zatozenie drugie: Punktem wyjscia do sformionania aksjomatycz-
nej definicji prawdopodobienstwa jest rzeczwistosC (konkretne sytuacje
i ujawnione na ich tle relacje iloscione 1 jakosciose). Postepujemy
wowczas zgodnie z naturalnym tokiem nauczania przemierzajac
droge od konkretnej sytuacji do pewnych poje¢ matematycznych
(patrz hasto "nauczanie genetyczne™ [27}).

Zatozenie trzecie: Nauka o prawdopodobienstwie ma by¢ przykda-
dem nie tylko formalnej teorii matematycznej, ale przykdadem budo -
wania te teorii opartej na procesach matematyzacji, schematyzacji
konkretnych sytuacji oraz na réznych interpretacjach pojecia prawcopodo-
biefstwa dostarczajacych roznych intuicji. W przypadku formalnie wysnu-
tych wnioskdw "“nauka 0 prawdopodobienstwie™ ma uczyC ich interpretacji
w réznych modelach.  (Pordwnaj [25], cele 5,6,7,8,9,10,16).

Zakozenie czwarte (patrz [24]): Nauka o prawdopodobieistwie
ma byC przykladem zastosowania innych teorii matematycznych do jej budo-
wania (np. teorii mogosci, miary, funkcji, granic itd.)



Zakozenie pigte: Nauka o prawdopodobienstwie ma ukazywaé licz-
ne zastosowania teorii probabilistycznej i1 innych teorii matematycznych
W zyciu codziennym, w innych naukach konkretnych (jak w przyrodoznawstwie,
ekonomii, technice) oraz w naukach abstrakcyjnych (w teoriach cybemetyki
np. statystyki, gier, decyzji). (Poréwnaj z celem 14 w [25]).
PamietaC nalezy, ze "rozwijajaca warto$¢ matematyki wyphywa
nie tylko z wkasciwej jej metody badania, ale réwniez z ol-
brzymiego obszaru jej zastosowania™ ([19] str.122). Ze wzgle-
du na ZzkozonoSC konkretnych zastosowan trzeba je pokazywac
na przykfadach odpowiednio przystosowanych do poziomu naucza-
nia (znany problem symulacji dydaktycznych [13], str.72).

Zakozenie szlste: Nauka o prawdopodobienstwie ma uczyC mySle-
nia probabilistycznego, podkreSlajac jego specyfike 1 odrebnost ([25], 8D).
Ten rodzaj my$lenia odgrywa coraz wiekszg role w dziakalnoSci
czdowieka w szybko zmieniajacej sie rzeczywistosci. Wzrasta
ilos¢ sytuacji, w ktorych czdowiek musi dziataC na podstawie
wiadomoSci niepewnych, pomieszanych z fakszywymi, majacych
rozny stopien prawdopodobienstwa. Potrzeba zmniejszania nie-
pewnoSci poszczegolnych wiadomosci jest szczegélnie wazna dla
przewidywania przysztosci ([39], str.48). Czesto w praktyce
stosuje sie pojecia wyrazajace niepewnosC Zle je interpre-
tujac, co w konsekwencji prowadzi do nieuzasadnionych 1 zniek-
sztatconych wynikéw ([3], str.149).

W ramach mySlenia probabilistycznego nalezy wiec:

- uczy¢ formukowania hipotez i sprawdzania ich, przy row-
noczesnym zachowaniu ostroznosci w ich formudowani 1 weryfi-
kowaniu (w [I] nazywa sie to rozsadnym zagadywaniem);



- ksztattowaC intuicje probabilistyczne, ktére sg istot-
ne i specyficzne dla tego mySlenia;

- uczy¢ organizacji wszystkich dostepnych informacji i
przeprowadzania prob oraz ich wykorzystywania np. dla osigg-
niecia lepszych podstaw do formutowania swojej hipotezy 1
oszacowywania prawdopodobienstw réznych zdarzen (problem mar-
nowania informacji [11], str.91).

Przy powyzszych zatozeniach proces ksztattowania pojecia
prawdopodobienstwa dzieli sie na cztery etapy.

Etap wstepny- Na tym etapie ksztattuje sie wstepne intu-
icje* , Zwigzane ze specyficznymi pojeciami i elementarnymi
twierdzeniami teorii prawdopodobiefnstwa, bazujgce na potocz-
nym rozumieniu stowa "prawdopodobienstwo™ jako liczba-miara
szansy zajScia zdarzenia. Etap ten stanowi motywacje do wpro-
wadzenia matematycznego pojecia prawdopodobienstwa oraz in-
nych pojeC 1 twierdzen tej teorii. Jest on intuicyjnym wpro-
wadzeniem do przyszdej definicji aksjomatycznej. Na tym etapie
uczen dokonuje wstepnych spostrzezen i obserwacji.

Etap drugi (definicyjny). Definiuje sie tu aksjomatycznie
pojecie prawdopodobienstwa. Przez aksjomatyczne definiowanie
pojecia rozumie¢ bedziemy proces obserwacji pewnych modeli
pojecia, schematyzowanie spostrzezen (sformukowanie definicji),

.. *M Wstepne intuicje nalezy odrdzni¢ od wkasciwych . intui-
cji _probabilistycznyCh w znaczeniu intuicji przedduzonych
12], str.132, 134).
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przejscie do innych modeli tego samego pojecia i oderwanie
sie od interpretacji. W przypadku prawdopodobienstwa obserwo-
wanymi  mogg by¢ modele: czestoSciowy, klasyczny i miarowy.
Etap ten ma charakter metodologiczny. Uczy definiowania ak-
sjomatycznego.

Etap trzeci (rozwijanie teorii)* . Istotg tego etapu
jest to, ze do nowych twierdzen i poje¢ probabilistycznych
dochodzi sie dwiema roznymi drogami. Pierwszg z nich® jest
droga od obserwacji prawdopodobienstwa przy jego konkretnej
interpretacji do sformutowania w przyjetej terminologii de-
finicji czy twierdzenia oraz przeprowadzenia formalnego jego
dowodu. Drugg jest droga dedukcyjna poprzez kolejno wycigga-
ne wnioski z twierdzen poprzednio udowodnionych oraz przy-
jetych definicji, do podania konkretnej interpretacji. Etap
ten,podobnie jak poprzedni,ma charakter metodologiczny.

Etap czwarty (stosowanie teorii). Na tym etapie pokazuje
sie konkretne zastosowania teorii prawdopodobienstwa na po-
ziomie dostosowanym do mozliwosci intelektualnych uczniow.
Schemat procesu ilustruje rys.2.

(Poréwnaj [38], str.35 oraz [27], str.B-61).

prawdopodobienstwa na po-
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Uwaga:

rys 2

Etapu wstepnego nie nalezy utozsamiaC z etapem pro-
pedeutycznym. ~ Jednakze, Ze wzgledu na specyfike ra-
chunky” prawdopodobienstwa etap Wstepny powinien za-
wierac wiele elementow etapu propedeutycznego. Etap
wstepny powinien byC_raczej qucesem_porzqdkowanla

| i Tokn. prowstdabych do’ Sotnelodinia Tos kores

B inision, prfetzstycn & stprmctorania (e 100

stwa .



4. ANALIZA WYBRANYCH ZADAN POD KATEM ICH FUNKCJI
W KSZTALCENIU MATEMATYCZNYM

4.1 Problemy rozwigzywane na etapie wstepnym

Rozne przyk¥ady zjawisk losowych 1 zadania polegajace
na ich opisywaniu, kodowaniu przestrzeni wynikéw 1 zdarzen
oraz na formutowaniu pierwszych ocen probabilistycznych,
stymulujg aktywno$¢ matematyczng skierowang na matematyza-
cje i schematyzacje . W trakcie schematyzacji sytuacji lo-
sowych ujawniajg sie roznego rodzaju analogie. Stanowig one
podstawe konstrukcji modeli symulacyjnych 1 graféw do symu-
lowania przebiegu tych zjawisk. w konsekwencji odkryte ana-
logie prowadza do przyjecia dla doswiadczen o wspdlnym mo-
delu symulacyjnym tego samego modelu probabilistycznego. 0d-
kryty izomorfizm sytuacji losowych daje podstawy do formuto-
wania odpowiednich wnioskow. Takie spostrzezenia 1 wnioski
sg istotne nie tylko dla procesu matematyzacji i dla rozu-
mienia specyficznego charakteru probabilistyki. W sensie ogol-
niejszym sprzyjaja one rozwijaniu zdolnoSci dostrzegania
"subtelnych” stosunkow, niezbednej w analizie sytuacji pro-
blemowej ([10],str.161). Za interesujacy z punktu widzenia
dydaktyki uznano taki zestaw przykkadow doswiadczen losowych,
ktore pomimo zewnetrznego podobienstwa nie posiadajg wspdl-

Proces matematyzacji na etapie propedeutycznym i r%(lﬁ
konkretnej czynnoSci w tym procesie obszernie opisano w [30J.
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nego modelu probabilistycznego, lub z pozoru niepodobne do
siebie, sg wzajemnie dla siebie modelami symulacyjnymi. Zada-
nia inspirujace do odkrywania tego rodzaju podobienstw peknig
rolg metodologiczng. Z drugiej strony uswiadomienie sobie
blednych analogii uczy krytycyzmu 1 ostroznosci w formudowa-
niu wnioskow. A oto przykdady:

Cry 1 zadania opisane w [40] (przykfad 1 i 2) mozna wy-
korzysta¢ w szkole Sredniej,nieznacznie je modyfikujac. Lo-
sowe nakfadanie trdjkata o ponumerowanych obustronnie wierz-
chotkach na namalowany trojkat (losowe tu w znaczeniu, Ze
kazda pozycja trojkata jest jednakowo prawdopodobna) moze
staC sie punktem wyjScia do innych schematow dosSwiadczalnych,
np.: rozmieszczanie 3 ponumerowanych kul w 3 "matych szufla-
dach™; trzykrotne losowanie kuli bez zwracania z urny, w kto-
rej znajdujg sie 3 rozréznialne kule; klasyczny problem
"roztargnionej sekretarki.

Przy uogOlInianiu wnioskow na przypadek n=4 okazuje sie,
ze losowe nakdadanie kwadratu nie ma juz takiego samego mo-
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delu probabilistycznego jak odpowiedniki pozostatych doswiad-
czen. Niektore wnioski dotyczace zdarzen dla n=4 nie badg
juz analogiczne jak dla przypadku n=3. Podobienstwo jest tu-
taj zasugerowane sytuacjg. Zarowno bowiem "losowe nakdadanie
trojkatow" jak 1 "losowe nakkadanie kwadratow” jest realizo-
wane przy pomocy doswiadczen, ktére nie zmienidy sie w swej
istocie przy przejsciu z przypadku n=3 na n=4. Dla kwadratu
sytuacja ulegta radykalnej zmianie. Wzglady geometryczne spo-
wodowaty, ze w nowym do$wiadczeniu nie kazda 1loS¢ skojarzen
jest prawdopodobna .

Uwaga: Problem ''skojarzen™ dla dowolnego n moze okazaé sie
interesujacy” ze wzgledy na bogaty aparat matematycz-
ny, stosowany przy rozwigzaniu zadania.

Nastepujace polecenia i pytania stwarzajg naturalng oka-
zje do odkrywania dosSwiadczen losowych z pozoru niepodobnych
do siebie, a posiadajacych ten sam model probabilistyczny:

"Zgineka Ci kostka szeScienna do gry, a chciatby$s zagrad
w chifnczyka. Masz przy sobie tablice liczb losowych. Jak sy-
mulowaC za ich pomocg rzut kostkg szescienng?

Przypusémy, ze chcemy zagra¢ w orda 1 reszke, ale nie
mamy ani grosza. Jak wybrnaC z tej sytuacji?

Jak w sposéb sprawiedliwy, dajac kazdemu jednakowg szan-
se, wylosowa¢ jeden spo$rod n elementow, majac do dyspo-
zycji monete, kostke, inny przyrzad losujacy? Ktory z przy-
rzadow wybratby$ do takiego losowania, jeSli.n bedzie rowne
7,24,33 itd.?" ([24], str.157).
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Powyzsze pytania sg inspiracjg do konstruowania rdznych
generatorow takich samych rozkdadow prawdopodobienstwa na da-
nym zbiorze, co jest niezbedne w ksztaktowaniu pojecia mode-
lu probabilistycznego jako ogdlnej struktury wspdlnego sche-
matu dla roznych doswiadczer losowych. Rozwigzywanie tego
rodzaju zadan pobudza wyobraZznie ucznia 1 prowadzi do wysuwa-
nia przez niego nowych pomystdw, jakoSciowo rdznych sposobow
wykorzystywania przyrzadow losujacych. Ogolniej, zadania te
przekamujg "sztywnoSC" mySlenia, rozwijajac zarazem jego
"gietkosC", w szczegolnosci "gietkoS¢ adaptacyjng™ oraz
"redefinicje semantyczng"' . Ozieki tym pytaniom powstaja
nowe analogiczne zadania. W czasie lekcji prowadzonej przez
autorke ostatnie z wymienionych pytan stato sie bodzcem do
szerokiej dyskusji 1 argumentacji za poprawnoscig konkretnych
propozycji, ktore czesto okazywaty sie bledne. Naturalnym
przedtuzeniem powyzszego problemu jest zadanie:

Jak z populacji n elementowej (n jest dostatecznie duze)
w sposob nie tendencyjny losowaé probke?

Motywacji do jego rozwigzania moze dostarczy¢ zagadnie-
nie statystycznej kontroli jakosci ([24], str.58).

W [10] “"gietkosScig adaptacyjna” nazywa _sie_zdolno$¢
wytwarzania Jjakosciowo roznych wymikow, umozliwiajaca zmiane
Kierunku poszukiwan.

"Redefinicja semantyczng'' nazywa sie w [I0] tak
zdolnosc, dz?eki_ ﬂ%reje,igt%o z%ien%yvéotycﬁczas[w!\ funﬁcje
przedmiotu lub jego czesci.
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Przy opisywaniu réznych doswiadczen, zdarzen i ich ko-
dowaniu, a takze przy pierwszych ocenach "a priori" czy
"a posteriori™, uczen postuguje sie réznymi Srodkami graficz-
nymi (tabele, grafy, drzewa, ukkad wspOtrzednych itp.) 1 wy-
korzystuje wiadomosci z innych dyscyplin matematycznych. Za-
tem zadania te pednie takze role integrujece, utrwalajece
oraz, ze wzgledu na nowe informacje dla ucznia, funkcje po-
znawczg.

Nie se to jakby sie z pozoru wydawato zwykde zadania-Cwi-
czenia (W znaczeniu [13], str.20). Moge one prowadzi¢ do
réznych sposob6w opisywania tych samych doswiadczen losowych
w zaleznosci od uczynionych zatozen oraz punktu naszej ob-
serwacji (sposobu widzenia zjawiska).

Rozwazmy dwukrotne losowanie kuli bez zwracania z urny,
w ktorej znajduje sie 3 kule biake i1 1 czarna.

Oto rozne sposoby opisywania przestrzeni wynikow tego
doswiadczenia: {(2,0),(1,D} , gdzie pierwszy ele-
ment pary oznacza iloS¢ kul biakych, drugi - czarnych, i

g2~ ={bb,bc,cb} . W pierwszym przypadku obserwowano, czy
wylosowane kule se tego samego koloru, w drugim: jakiego ko-
loru kule wylosowano za kazdym razem. Z dang sytuacje losowg
zwigzane jest nastepujace zadanie:

Wyobraz sobie, ze kto$S zaproponowat ci gre: Bedziesz
losowa¢ dwukrotnie kule bez zwracania z urny, w ktérej sg 3
biate 1 1 czarna. Wygrasz 10 A jezeli wylosujesz kule tego
samego koloru, w przeciwnym razie, ty wpkacasz do banku taka
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kwote. Czy przystapitby$ do takiej gry? Gdyby$ miat wphyw
na zawartos¢ urny, to ile whozytby$ kul kazdego koloru, aby
mie¢ jak najwiekszg szanse wygrania?

Pytania prowokujg do intuicyjnej oceny prawdopodobien-
stwa odpowiednich zdarzen. PrzypusCmy, ze uczen sformuto-
wak wniosek: "Gra jest dla mnie korzystna, bowiem prawdopo-
dobienstwo wylosowania kuli biatej jest 3 razy wieksze niz
czarnej, zatem datwiej jest wylosowa¢ dwie kule biake™, na-
tomiast Inny uczen stwierdzi4: "Nie oplaca mi sie grac,
poniewaz czeSciej strace, niz wygram". Obaj sadza, Ze gra
bedzie sprawiedliwa, jezeli w urnie bedzie po dwie kule z
kazdego koloru. Uczehn U2 argumentuje ten sad rysunkiem 4.

rys.4

Teoretycznych przestanek, co do tych prawdopodobienstw,
dostarcza analiza rysunkowa pomystu, ktdory podsungt uczen
U3 stwierdzajgc: "Gra jest sprawiedliwa. Aby mieC wieksza
pewno$¢ wygranej moze zmienidbym skdad urny. Jednak bez ry-
sunku trudno jest mi ocenié¢, czy zwiekszaé, czy zmniejszac

ilo$¢ kul”. Uczen U3 tak opisat doswiadczenie rysunkiem 5.
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Schematy graficzne (rys.6,7) mogg prowadzi¢ do uogolniania

sgdow i postawienia hipotez, ktore bedzie mozna zweryfikowac
(np. zawsze przy jednakowej ilosci kul obu rodzajow prawdo-
podobienstwo wylosowania kul tych samych kolordw jest mniej-
sze od prawdopodobienstwa wylosowania kul roznych kolordw).
W dalszej czesci artykubu (4.3.2) zostanie pokazane, do jak
interesujacych probleméw natury matematycznej prowadzi roz-
wigzanie tego zadania, oraz jak wykorzystaC ten przykfad do
zaznajamiania ucznidw z metodg heurystyczng.

4.2 Zadania rozwigzywane na etapie definicyjnym

Ola ksztattowania intuicji zwigzanych z pojeciem prawdo-
podobienstwa, jak rowniez do wprowadzenia tego pojecia nie-
zbedne jest rozwazanie sytuacji losowych, dla ktdrych jedy-
nym zroddem informacji o modelu probabilistycznym sg dane
statystyczne (albo estymacja jest jedyng drogg okres$lania
tego .modelu, albo tez droga a priori jest mozliwa, ale nie na
tym etapie nauczania, gdyz uczefn nie dysponuje jeszcze wystar-
czajacag wiedzg, np. kombinatoryczng).

WyjSciowym modelem pojecia prawdopodobienstwa jest w pre-
zentowanej koncepcji model czestoSciowy. Analiza danych empi-
rycznych prowadzi do jakoSciowych ocen prawdopodobienstwa,
ktore uwypuklajg jego czestoSciowy aspekt. Istotne na etapie
definicyjnym dla zadan, zwigzanych z estymacjg modelu pro-
babilistycznego, jest to, aby prowadzity one do odkrywania
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pewnych whasnoSci czestosci. Taka role spelnia nastepujace
zadanie:

Pawet 1 Gawet rzucajg na przemian monetg, az wypadnie
reszka. Wygra ten, ktory wyrzuci reszke. Gra koiczy sie re-
misem, jezeli po czterech rzutach nie wypadnie reszka. Czy
szanse obu graczy sg w tej grze rowne? Powtdrzcie w klasie
wiele razy takg gre. Obliczcie jak czesto wygrywat Pawet,
a jak czesto Gawet. ([31], str.78).

Naturalnym uogOlInieniem spostrzezen jest sformutowanie
nastepujacych wkasnosci czestosci: dla dowolnych zdarzen A
1 B:

Are =1=>fn(Au8) =@ + fin(B)
fn(AuB) = fn(A) ¢ M(B) - fn(A"B),

(AuB =Q 1 AnB =0)- *fn(A) =1 - Mm(B).

Ostatnim problemem przed sformutowaniem definicji praw-
dopodobienstwa jest wybor niezaleznych od siebie wkasnosci,
z ktérych datoby sie wydedukowaé pozostate. Zadania na tym
etapie petnig role wprowadzajgcg w nowe pojecia, ucza aksjo-
matyzowania oraz rozwijajg rozumowanie dedukcyjne. Popularna
"gra w okrety" ujawnia nowy aspekt (model prawdopodobienstwa)
([24], str.70). liczen odkrywa, ze prawdopodobiefistwo ma ana-
logiczne whasnosci jak pole, objeto$¢, a w ogélnosci miara’

. Wedtug Oyrszlaga ([21, str.64) czwarty poziom rozumie-
nia pojecia matematycznego 10 dostrzeganie wspolnej struktu-
ry roznych modeli pojecia.



Dokonujac “pojeciowego przesuniecia™ (“‘conceptual shift"”
[B] ) uczen przedstawia zdarzenia-zbiory, traktujac je ja-
ko figury zawarte w kwadracie jednostkowym (rys.8).

Waznym etapem aksjomatycznego definiowania jest oderwa-
nie sie od konkretnych modeli pojecia. Jezeli uczen zgodzi
sie, ze prawdopodobienstwem .na zbiorze S zdarzen zwigzanych
z rzutem monetg mozna nazywa¢ dowolng funkcje P okreslong
na S nastepujaco:

AES 0 {0} {r}
O

gdzie S ={0, loj ,{r* ,Q} ,ap iqg sg dowolnymi licz-
bami nieujemnymi, spedniajacymi warunek pt+g=1 ([31], str.69),
znaczy to, ze uczen formalnie  rozumie definicje. Umie-
jetnos¢ dopasowywania odpowiednich doswiadczen losowych (kon-
struowania przyrzadéw losujacych) do danych rozkkadow praw-

* Autor podaje propozycje wprowadzania pojecia prawdo-
podobienstwa w klasie VI za  pomocg pojecia pola. WyjSciowym
modelem jest model geometryczny.
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dopodobienstwa i odwrotnie, zgodnie z konkretnymi interpre-
tacjami pojecia prawdopodobienstwa, Swiadczy o specyficznym
rozumieniu tego pojecia.

4.3 Kilka uwag o problemach rozwigzywanych na etapie
rozwijania teoril

Istotng cechg odrézniajacg zadania tego etapu od trady-
cyjnych, typu: "Udowodnij ..." jest to, ze nowe twierdzenia
i pojecia odkrywane sg w trakcie rozwigzywania rdznego rodza-
ju probleméw, w wiekszosci zainspirowanych przez konkretng
gre losowg czy praktyczne zagadnienie. Czytelnik ¥atwo od-
najdzie w literaturze odpowiednie przykkady, dotyczace praw-
dopodobienstwa warunkowego, wartosci oczekiwanej, schematu
Bernoulliego oraz twierdzen: klasycznego i o prawdopodobien-
stwie catkowitym ([23], [24], [26], [27], [32]. [34])-

Zaletg probabilistyki jest fakt, ze to samo zadanie moze
by¢ wykorzystywane w nauczaniu dla osiagniecia, na roznych
etapach, roznych celow. Dla przykdadu, gra z kulami opisana
w 4.1 moze prowadzi¢ do odkrycia sposobu liczenia prawdopo-
dobienstwa (twierdzenia klasycznego, czy reguly liczenia dla
drzew), jJak tez do zdefiniowania warto$ci oczekiwanej.

BodZcem do formutowania wielu nowych probleméw staje sie
proste zadanie:

Wyznacz prawdopodobienstwa zdarzen zwigzanych z rzutem
trzema identycznymi monetami: wypadnie wiecej reszek niz
ordéw, wypadnie wiecej ordéw niz reszek, wszystkie monety
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upadng tg samg strong, cho¢ raz wypadnie orzet lub reszka.
Sprébuj te oceny uzasadni¢ teoretycznie.

rys.9%a rys,9%

Gra, ktorej regudy nietrudno sformutowaC (rys.9a), a na
tle ktorej pojawi¢ sie moze powyzsze zadanie, inspiruje do
konstruowania analogicznych doswiadczen, uogdlnienia i wyab-
strahowania wspdlnej ich struktury. Nie tyle sama tresC zada-
nia, co sposéb jego rozwigzywania (rys.9b) prowadzi do po-
jecia schematu Bernoulliego 1 rozk¥adu dwumianowego.

Interesujace wydajg sie interpretacje miarowe pojeé
i twierdzen teorii probabilistycznej. Interpretacje te mogg
pomagaC w rozumieniu pojeC i twierdzen tej teorii. Mogg tak-
ze sprzyja¢ odkrywaniu nowych twierdzen czy tez odkrywaniu
idei dowodéw tych twierdzen, ktore sg znane ze szkoly pod-
stawowej, badZz sformutowane w drodze rozwigzywania innych za-
dan, a ktore nalezy zalegalizowaC w budowanej teorii. Np. in-
terpretacja geometryczna prawdopodobienstwa warunkowego (rys.8)

P(AIB) - -JJ"— Erawdopodoblenstwo warunkowe ja-
rocent powierzchni B, pokry-
(P(B)> 0) tej przez A
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oraz interpretacje twierdzen:
0 prawdopodobienstwie warunkowym (rys.10)

(P(B)> 0a BCA) —~ P(A|B) = 1

o prawdopodobienstwie sumy trzech zdarzen,
0 prawdopodobienstwie catkowitym.

4.4 Zadania rozwigzywane na etapie stosowania teorii

4.4.1 Rozwigzywanie zadan probabilistycznych jako element
wprowadzania ucznia w metode heurystyczng

Interesujgce dla ksztakcenia umiejetnosci rozwigzywania
probleméw sg zadania, ktore tworzac pewien cykl, pozwalaja -
dzieki analogiom 1 skojarzeniom co do metody czy opisania Sy-
tuacji - rozwigzaC z pozoru odlegte i rozne zagadnienia. Za-
dania te peinig funkcje samoksztakceniowg, wskazujg, jak na-
lezy zdobywaé samemu wiedze, nie poprzez kumulowanie
poszczegdlInych informacji, ale poprzez odpowiednie ich
przetwarzanie (#3czenie relacyjne).
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Oto cykl zadan, z pednymi lub czeSciowymi roznymi spo-
sobami ich rozwigzania, ktoérych analiza pozwoli lepiej uchwy-
ci¢ specyficzng role tych zadan. Odstaniajg one pewne istotne
elementy procesu rozwigzywania problemdw probabilistycznych
(w ogélInosci heurezy).

Zadanie 1.

W urnie znajduje sie n kul, w tym jedna czarna. Gracze
losujg na przemian bez zwracania kule z urny. Wygrywa ten z
graczy, ktory pierwszy wyciagnie kule czarng. Czy chciatbys
zaczynaC te gre?

Rozwigzanie la.

Jest:

P(A) = =P(B) - dla n parzystego,
oraz
P(A) = * P@®) =TH dla n nieparzystego,

gdzie A 1 B oznaczajg odpowiednio zdarzenia: "wygra ten,
ktory zaczyna gre”, "wygra drugi z graczy" (zob. [32], str.
177-178).

W przypadku parzystej liczby kul w urnie gra jest spra-
wiedliwa. W przeciwnym razie wiekszg Szanse wygrania ma ten,
kto gre zaczyna.

Rozwigzanie Ib.

Dane doSwiadczenie losowe symulujemy tasowaniem i roz-
kkadaniem n kart, z ktorych jedng wyrdzniono. Obserwujac miej-
sca;na ktdrych moze znalezé sie wyrdzniona karta, otrzymujemy
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klasyczng przestrzen: *{1,2,3,... ,n}. Zliczajac ilosci
wynikow sprzyjajacych zdarzeniu A odpowiednio dla n parzys-
tego 1 nieparzystego oraz korzystajac z tego, ze A1 B s3
zdarzeniami przeciwnymi, dostajemy rezultat jak w rozwigza-
niu la.

Rozwigzanie lIc. (z pozoru podobne do rozwigzania ib)

Na rozkfadanie Kkart patrzymy teraz nieco inaczej. Roz-
rozniamy wszystkie mozliwe rozkozenia n roznych kart. Wowczas

2 jest rodzing wszystkich permutacji zbioru n kart. Prze-
strzen £2 2 jest klasyczna i =n!* Stad 1 z twierdze-
nia klasycznego mamy:

dla n parzystego

k i
— — = -Cn-1)!
B (n-Iyﬁh!..-t-m?m " - ) P(B).
dla n nieparzystego
n*l

oy GDELF-Di _YODEDL
n! n!

Zadanie 2.

Zmieniono skdad urny. Gracze losujg z urny, w ktdrej
znajduje sie n kul, w tym ¢ czarnych (c”n). Jakie sg teraz
szanse obu zawodnikéw? Jakie jest prawdopodobienstwo wyloso-
wania kull czarnej za pierwszym, drugim,..., za k-tym razem?

208



Rozwigzanie 2a.

Pierwsze proby analogiczne do rozwigzania l.a poprzednie-
go zadania ukazuja, Zze sposob ten jest mato efektywny w nowej
sytuacji. Znalezienie odpowiedzi na drugie z postawionych py-
tan za pomocg drzewa jest praktycznie mozliwe tylko dla kon-
kretnych liczb nic, niezbyt duzych .Refleksja 1 ocena po-
mystu sugeruje zmiane podejscia.

Rozwigzanie 2h.

Losowanie kuli zwigzane z opisang grg symulujemy tasowa-
niem 1 rozkkadaniem n kart, z ktorych c wyrdzniono. Poniewaz
kazda z kart ma takg samg szanse zajecia dowolnego miejsca,
prawdopodobienstwo, ze wyrdzniona karta znajdzie sie na k-tym
miejscu jest rowne 2 dla k=1,2...n. Wynik troche szokuja-
cy** , Zwkaszcza w kontekScie nikdego rezultatu poprzedniego
rozwigzania, jak i1 w zestawieniu z losowaniem kul, tu intui-
cyjnie jasny. Znalezione prawdopodobienstwa nie dajg jeszcze
odpowisdzi na pytanie: jakie sg szanse obu zawodnikow w tej

grze . W tym celu nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwa zda-
rzen "czarng kule wylosowano po raz pierwszy za k-tym*

W artykule [26" qpisano sposob rozwigzania tego pro-
blemu za pomocg drzewa I twierdzenia o prawdopodobienstwie
catkowitym.

** \lydaje sie, ze prawdopodobienstwo wylosowania kuli
czarnej za pierwszym razem jest inne niz za drugim. Bledne
intuicje sg tutaj wynikiem mylenia prawdopodobienstwa zwykte-
go z warunkowym.

_F* ROWNQSC tych _prawdopodobienstw ma praktyczne zastoso-
wanie w rozwigzaniu innych problemow (patrz, problem z za-
patkami [3l], zad. 619, str.103 [32]).
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razem" dla k=1,2,...,n-c+tl. Wydaje sie, ze tego problemu nie
da sie rozstrzygngé w sposéb analogiczny do rozwigzania 1.b.
Trudno jednak uwierzyC, ze pomyst jest zdy. Spojrzenie wstecz
na sytuacje 1 i1 jej rozwigzanie |.b oraz dodatkowe zadanie
ujawnia, ze analogia nie byta petna. Trzeba umiejetnie doko-
naC transferu metody. Do tego rozwigzania wrocimy po anali-
zie zadania 3.

Rozwigzanie 2c.
Przyjmujac przestrzen wynikéw takg jak w Ic otrzymujemy:

PG; ) eiEillifl_-£

b 2T e,

Skojarzenie jest natychmiastowe: liczby takiej postaci
daje rozwigzanie za pomocg drzewa. Zatem dalsze postepowanie,
dotyczace ocen P(A) i P(B) bedzie przebiega¢ jednakowo przy
tych dwéch réznych podejSciach do rozwigzania problemu.

Niech p* k=K(C1 k) dla k=1,2...n-ctl. Zauwazamy, ze
Ji Pii>J4< Pi >J4§1- Stad zachodzi nierdwnos¢ P(A)<. P(B) dla
n-c+l parzystego oraz P(A)> P(B) dla n-ctl nieparzystego.

Na tym konczy sie podobienstwo opisywanej metody Po tej
opartej nb drzewie. Okazuje sie, ze jest ona narzedziem
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(Jak sposéb 2.b), za pomocg ktorego znajdujemy odpowiedz na
drugie pytanie w zadaniu 2. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

(o L - . thJl;f
wyrdzniona karta pojawi sie na k-tym miejscu wynosi: = 2}
czyh £.

Zadanie 3. (Poréwnaj [37], zad. 3.30, str.29)

W urnie jest 10 kul, w tym 2 czarne. Gracz losuje 5 razy
kule bez zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod
pieciu wylosowanych kul znajdzie sie dok#adnie jedna czarma,
dokkadnie 2 czarne, nie bedzie ani jednej czarnej?

Rozwigzanie 3a.
Szukane prawdopodobienstwa znajdujemy za pomoca drzewa.

Rozwigzanie 3p.

Tradycyjny sposéb widzenia tego dosSwiadczenia ilustruje
nastepujacy jego opis: wyniki przedstawia sie  jako
zbiory lub ciggi 5-wyrazowe o wyrazach ze zbioru 10-elemento-
wego (kule ponumerowano).

Rozwigzanie 3c.

Rozwazmy losowe rozmieszczenie dwoch nierozrdéznialnych
kul w 10 "matych szufladach" (to tak, jakby rozkkadajac w
rzedzie po wczesniejszym potasowaniu 10 kart, obserwowano
numery miejsc, na ktérych pojawig sie te asy).

Na rysunku 11 zakodowano jeden z mozliwych wynikow tego
doSwiadczenia. Przestrzen wynikow jest zbiorem:

Q « {{i.gr * 1J€ {1,2...10}}
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rys.11

Przy takiej interpretacji wynikdw model probabilistyczny jest
klasyczny 1 £2 =

Rozwazmy nowg komodg o () ponumerowanych szufladach.
Kule czarne wktadamy do pudetka 1 losujemy dla niego jedng
z szuflad nowej komody. Jest to analogia (jakby podniesie-
nie wymiaru) do sposobu widzenia doswiadczenia z zadania
1w rozwigzaniu lI.b. Odpowiednikiem sytuacji "jedna kula 1 10
szuflad” (rys. 12) jest "jedno pudetko (W nim dwie kule) 1
(*1) nowych szuflad” (rys.13).

rys.12

Oznaczajac przez A zdarzenie "wsrod pieciu wylosowanych
kul znajdzie sie doktadnie j kul czarnych™ gdzie,j=0,1,2
("w pieciu pierwszych szufladach znajdzie sie dokfadnie j kul™),
otrzymujemy:
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A (1) 2
btaay - > -3 pa2) = 7TUT = 70 P(AO)=1-P(AI 0 A2)=|
12;

(poréwnaj z rysunkami 11 i 13).

numer szuflady starej komody

Opisana metoda w naturalny sposéb daje sie uogélni¢ na
dowolne liczby n, ¢ 1 k przy tradycyjnym opisie zmiana k po-
woduje zmiane przestrzeni. Dokonczenie rozwiezania (2.b) jest
teraz natychmiastowe. Wyobrazajac sobie rozmieszczanie ¢ kul
w n "matych szufladach", dostajemy:

Q » <), Ciat le-1;x 27 G "1,n-c+l =

Odkrywamy ciekawg regularnos¢ matematyczng (rys.14). Licz-

n-(n-ctlx
l C—l |

by  ” uporzadkowane od k=n-c+l do k=l sg kolejnymi liczbami

nastepujacych ukosnych rzedéw w trojkacie Pascala: pierwszego

dla c-1 (same jedynki), drugiego dla c=2 (liczby naturalne),
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trzeciego dla c=3 (liczby "trdojkatne™), czwartego dla c=4

(liczby "piramidalne™) 1itd., do poziomu wyznaczonego przez
odpowiednie n. Nietrudno teraz zauwazy¢ (rys.14) 1 dowiesc,
korzystajac z wkasnosci lliczb wielokgtnych , ze dla n-c+l
parzystego P(A) < P(B) 1 odwrotnie w pozostatym przypadku.

Zadanie 4.

Tasujemy talie kart (13 pikéw, 2 talie kart) i1 wykkada-
my po jednej tak ddugo, az pojawi sie as. Jaka jest oczeki-
wana liczba kart wytozonych do momentu pojawienia sie asa?

Rozwigzanie 4a.

Estymujemy wartoSC oczekiwang za pomocg Sredniej ary-
tmetycznej warto$ci odpowiedniej zmiennej losowej przyjmowa-
nych w trakcie wielu powtérzen doSwiadczenia.

0 ciekawych wkasnosciach tych liczb mowa jest w [7].
Zadania 4 1 5 pochodzg z [9] .
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Rozwigzanie 4b.

Niech Tf oznacza liczbe wytozonych kart do momentu po-
jawienia sie asa, jezeli wszystkich kart jest n, a wSrdd nich
C asow.

Wartosci oczekiwane odpowiednich zmiennych losowych znaj-
dujemy korzystajac z definicji nadziei matematycznej oraz z
rozwigzania 2b:

Tylko w drugim przypadku rezultat jest zadowalajacy.
Chciatoby sie uchwyci¢ ogolna, a zarazem bardziej widoczng
zalezno$¢ wartosci E( > od liczb nic. Aby oderwaC sie od
przyjetego schematu, dostrzec nowe 1 powigzaC w inny sposob
elementy rozpatrywanej juz sytuacji, potrzeba duzej gietkoSci
umystu. Decydujacego pomystu zmiany poszukiwan rozwigzania
moze dostarczyC kolejne zadanie.

Zadanie 5.
Rozmieszczamy losowo 2 kule w 6 "makych ponumerowanych
szufladach”. Niech Xj, X2 oznaczajg numery odpowiednio pierw-
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szej i drugiej szuflady, do ktérej trafia kula, a Y, Y2,
Y3 ilo$¢ pustych szuflad przed pierwszy pedng, miedzy dwiema
petnymi, po drugiej pednej* . Wyznacz wartosci oczekiwane
tych zmiennych losowych.

Rozwigzanie zadania (Jest: E(X") * E(X2> *y]) 1 za~
uwazone prawiddowosci (por. tabela rys.15) stajg sie podstawg
nastepujacego uogblnienia:

we Q X (o0) X,Cw)t

110000 1 2 0 0 4
101000 1 3 0 1 3
100100 1 4 0 2 2
100010 1 5 0 3 1
100Q01 1 6 0 4 0
011000 2 3 1 0 3
010100 2 4 1 1 2
010010 2 5 1 2 1
oiooot 2 6 1 3 0
001100 3 4 2 0 2
001010 3 5 2 1 1
001001 3 6 2 2 0
00011Q 4 5 3 0 1
0001 ot 4 6 3 1 0
000011 5 6 4 0 0

35 70 20 20

oznaczenia w pierwszej kolumnie:: 0 - pusta szuflada
1 - petna szuflada

N
o

. rys.15

Mowa o tych numerach 1 iloSciach przed rozmieszczaniem
kul. X1,X2,Y1,Y2 1 Y3 sg wtedy zmiennymi losowymi.
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Rozwigzanie 4c.
Dla tasowania i rozkadania n kart, z ktdrych c wyrdéznio-

no, przyjmujemy analogiczne oznaczenia: , Y2,,-",Yc+l od"”
powiednio iloSci kart przed pierwszg wyrdzniong, miedzy pierw-
szg a drugg wyrozniong. ... po ostatniej wyréznionej.

Z symetrii wnosimy, ze wszystkie Srednie dotyczace tych
ilosci sg rowne 1 wynosza: Zatem na pierwszg wyroznio-
ng karte czekamy Srednio: +1= Stad E(Tj2)-3 =106

(pordwnaj ten wynik z rozwigzaniem 4b 1)

Powyzsze zadania ujawniajg charakterystyczne cechy pro-
cesu heurystycznego rozwigzywania problemow i jego faz (patrz
[€]. W fazie "obserwowania" nastepuje powigzanie wyodreb-
nionych skdadnikow w trakcie jego analizy z wiedzg rozwigzu-
jacego i znanymi mu sposobami dziakania. ROzne powigzania
odzwierciedlajg poszczegdlne sposoby widzenia problemu (w me-
todzie algorytmicznej powigzania implikujg identyfikacje algo-
rytmu). Interesujaca jest faza "poszukiwania™. Droga do od-
krycia rozwigzania problemu wiedzie przez realizacje kolejno
wysuwanych plandw, wypednianie powstatych luk (narodziny
dobrych pomys#ow: sposob 2.b, zadanie 3 i 4) 1 napotkanie
niepowodzen (metoda 2.a, 4.b) oraz modyfikacje (w sposobie
2.b) lub catkowity zmiane sposobu postepowania (zadanie 5 i
rozwigzanie 4.c).

Szczegdlnie wazna dla heurezy jest ocena 1 refleksja nad
rozwigzaniem problemu. Prezentowany cykl zadan zmusza do ta-
kiej refleksji. Ukazuje jak w pewnych sytuacjach,jeden opis,
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czy przyjeta metoda, cho¢ teoretycznie poprawna (np. pewien
algorytm zastosowany w rozwiagzaniu 4.b" , nie prowadziew spo-
sob efektywny lub zadowalajacy do rozwigzania problemu, uwi-
dacznia sie konieczno$¢ eliminacji przyjetych metod oraz za-
chowania duzej ostroznosci przy algorytmizowaniu zadan pro-
babilistycznych. Moze ono bowiem potegowa¢ trudno$¢ w prze-
famywaniu schematow oraz hamowaC postawe twdrczg, skierowang
na otrzymywanie rozwigzan jak najprostszych. Ze wzgledu na
zaznajamianie ucznia z heurystyka, ksztafcace jest pokazywa-
nie roznych rozwigzan tego samego problemu (stymulowanie ta-
kich rozwigzan), zarowno tych dhugich i skomplikowanych, jak
krotkich i prostych. Nie jest to "szafowanie strukturami™, jak
napisano w [36] . Krotkie rozwigzanie zadania probabilistycz-
nego wcale nie oznacza, ze znalezienie danego modelu proba-
bilistycznego jest proste. Odkrywanie takich rozwigzan stano-
wi tworcza satysfakcje dla podejmujacego problem. Czasami
zdarza sie nawet, ze mozliwo$¢ takg stwarzajg wyobrazenia,
dotyczace bardzo nieistotnych szczegoddw zadania. Jako przy-
kkad moze stuzy¢ gra "ponad 10" (znana z paradoksu Kawalera
de*Mere): "Na stot rzuca sie 3 kostki do gry. Jeden z gra-
czy zakfada sie z drugim o to, czy 43czna liczba wyrzuconych
oczek bedzie wieksza, czy mniejsza od 10. "W celu rozstrzyg-
niecia problemu, czy gra jest sprawiedliwa,wystarczy zauwa-

Zastosowany sposob jest zgodny z algorytmem (*'schema-
tem etapow') do rozwigzywanila typowych zadan,” zwigzanych ze
zmienng losowg, podanym”w [9].
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zy¢ pewng whasnoSC kostki (suma oczek na przeciwleghych Scian-
kach jest réwna 7, [15] , str.62)?

4.4.2 Proste zadania probabilistyczne a wykaniajace sie
na ich tle réznorodne problemy matematyczne

W procesie uczenia sie istotna jest zasada funkcjonal-
nego stosunku miedzy nowg a poprzednio nabytg wiedzg. Zadania
probabilistyczne, ze wzgledu na swojg specyfike, stuzg rea-
lizacji tej zasady oraz szczegOtowego celu ksztakcenia mate-
matycznego (“'ukazywanie istoty matematyki przez integrowanie
jej roznych dziakow" [29]),

Ponizsze przykdady ilustrujg, jak prosta sytuacja losowa
moze prowadzi¢ do bogactwa Srodkow matematycznych, koniecz-
nych do rozwigzania problemdw ujawniajacych sie na jej tle.

Przyk#ad 1* (patrz zadanie 6.11 w |31], s.102).

Rzucamy n identycznymi monetami. Ocehn czy nastepujace
zdarzenia sg niezalezne:

A: wypadnie co najwyzej raz orzet,

B: wypadng zardwno ordy jak 1 reszki.

W podreczniku znajduje sie nastepujaca uwaga: "Trudno na
razie orzec, czy zdarzenia A i B s3, czy nie s3 niezalezne.

Nawet w_przypadku, gdy posiadane kostki nie sg zbudo-
wane wedtug tej zaSady, mozemy uczyniC takie zatozenie, nie
naruszajac warunkow przypadkowosci wynikow tego doswiad-
czenia.
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Wydaje sie jednak, ze na to nie powinna mie¢ wpkywu liczba
monet. Udowodnij, Ze tak nie jest. Rozwaz n=3 1 n=4".

Istotnie, okazuje sie, ze w pierwszym przypadku zdarze-
nia sg niezalezne, w drugim zalezne. Powstaty "dysonans
poznawczy" (psychologiczna zasada sprzeczno$ci) miedzy no-
wymi informacjami a pewng wiedza intuicyjng pobudza do sfor-
mutowania ogolniejszego problemu i jego rozwigzania: czy
wystepuje jaka$ regularno$¢ pomiedzy zalezno$cig (niezalez-
noscig) tych zdarzen, a liczbg n?

Rozwigzanie sprowadza sie w efekcie do ciekawego réw-
nania z jedng niewiadomg.

W klasycznym modelu probabilistycznym, gdzie
£2 = {0,I\*1>2. . . nk,otrzymujemy:

P(A) . PGB) = PA" 0)4" s ou e

b n .0 (n+|)(1—2n—_{) - n = 0"=*>



Przykdad 2.

W 4.1 opisano gre (zadanie z urng), ktéra zainspirowata
ogolny problem:

Jakie sg szanse obu graczy w tej grze, jezeli w urnie
jest x kul biakych 1y czarnych?

Przyjmujac model klasyczny:

§O =-[iji : i€ {12, ..xt}, xye N $03)

I oznaczenia zdarzen:
A: wylosowane kule sg tego samego koloru,
B:"wylosowane kule sg roznego koloru,
dostajemy

f1=(*;%, A, + B=xy
oraz

p(a)=p(b)4=" Xx(jp—"y(y2")-xy=0" ,x2~xfy2~y~2xy = °-
RownoSC ostatnig wygodniej jest zastagpi¢ postacia:

1 (x—y)2 =Xty
Analogicznie zastepujac znak odpowiednio znakami "<
> " otrzymujemy:
@) (x-y)2< x +y,
S (-Y)2 = =<y

Dalszy ciagg opisu rozwigzania zawiera relacje z charak-
terystycznego fragmentu poszukiwania rozwigzania problemu
przez pewnego ucznia.
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"Musimy teraz znalez¢ liczby naturalne speilniajgce warun-
ki (1), (2) i (3). Ale jak to zrobi¢?... Mary dwie niewia-

dome... Moze podstawia¢ kolejno liczby naturalne?... Alez nie,

jest ich nieskonczenie wiele. ... Chwileczka, dwie niewiado-
me. ... Gdyby byt jaki$s drugi warunek. ... Aha nmam Zatézmy,
ze x=y"

W ten sposéb uczen wyréznia nastepujgce przypadki, otrzy-

mujgc odpowiednio, szczeg6lne rozwigzania réwnania (1):

1y

y=X (X-x) =2x"=5>0 = 2x (sprzecznos¢ bo x) 0),

Y*2X  (x-2x)2=x+2xN =" x(x-3) =0"="x=3, y=6.

Poniewaz warunek (1) jest symetryczny wzgledem X 1 v,
drugim rozwigzaniem bedzie para (6,3)(dla x-2y),

3) y=3x  (x-3%) 2=x#+3xM=Ax(x-1) = O<i="x=l, y=3
(analogicznie jak poprzednio rozwigzaniem jest takze para
(3,1). Uczen przypomina sobie analize rysunkowg (rys.6).
Uogélniajac:

y=nx  (x-nx) 2=x+nx =" (n-D2x%-(n+1)x = 0
X=0v x==*1- dla nl,
(n-1)2
stawia hipoteze, ze dla n> 3 zawsze zachodzi n+l < (n-1)2.
Dowdd przeprowadza indukcyjnie.

Wniosek:

A 5 -llks
n¥ 8§ (n-
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Powyzsze rozwazania naprowadzajg ucznia na dalsze szcze-
golne rozwigzania. Jego ciekawo$¢ rodnie wraz ze wzrostem
analizowanych przypadkow: y=x+l, y=x+2, y=x+3, y=x+4, y=xt
i otrzymywanych par: (1,3), (3,6), (6,10), (10,15) oraz sy-
metrycznych (3,1), (6,3), (10,6) ,2(15,10). Dla dowolnego n
rozwigzanie rownania (1) przybiera postac:

y = x#n, n=2x + n<€ >x =

Zaciekawiony problemem uczen wypisuje liczby tej postaci:

1, 3, 6, 15, 21, 28, . A stad juz krok dzieli go od trdj-
kata Pascala. Dyskretnie zachecony konstruuje ten trojkat i
identyfikuje dane liczby, odkrywajac przy tym sposéb ich otrzy-
mywania (rys.17).

1
1 2
3*+ 3
6" + 4
10*+*5
t5 + 6
21*+ 7
28+
rys.17/

Interesujgca jest "interpretacja geometryczna" tych
liczb (rys.18).



rys.18

Spojrzenie wstecz na przebyta droge staje sie podstawg do
sformutowania przez ucznia nastepujacego wniosku:

Przypadek y=xtn dla n> 0 jest ogdlniejszy i wyczerpujga-
cy. Zatem jedynymi rozwigzaniami réwnania (1) w zbiorze
liczb naturalnych sg pary liczb postaci:

(12 in™un) > n ( n dlan> ¥

Rozwigzania nierdwnosci (2) i (3) nie sprawiajg juz klopotu:
dla n> 0, y=xtn (x=y+n)

£ 8 n@H) 4 n(nl 5 Ti=Dn
x? 0= 5 y$ o) 5 D . yS Ti@ED)

X <l(3)ﬂ(rh_—l) a ¥y < J) LoD y < -l )N

Otrzymany rezultat uczen ilustruje graficznie (rys.19a, b, ©).
dla n=Q lub net

Tk ok ~®
zawsze P(A) <1 E(B)

rys.19
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rys.19c

PowrGt do konkretnej sytuacji gry z losowaniem kul i in-
terpretacja uzyskanych wynikdw w jezyku tej sytuacji dostar-
cza praktycznych informacji: jeSli w urnie jest 10 kul, to
niekorzystnymi dla gracza bede nastepujace ilosci kul poszcze-
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géInych rodzajow: (5,5), (6,4), (4,6). W pozostatych przypad-
kach gra jest dla niego korzystna, przy czym najwiekszg szanse
wygrania zapewnia mu skdad urny: (1,9) lub (9,1) (wynik intui-
cyjnie jasny).

Zwroémy uwage na inny sposOb rozwigzania zadania. Wpro-
wadzajac w rownaniu (1) odpowiednie podstawienie: u=x-y i
vaxty otrzymujemy: (%) u=v. Krzywa o réwnaniu (x-y)?2=x+y
jest wiec obrazem paraboli (I') w afinicznym przeksztatceniu

Dla kazdej pary (n,n*) spekniajacej (1") otrzymujemy roz-
wigzanie (1):

NG R RN D)

oraz symetryczne

x -y D) Gia umyx, vey).

(Poréwnaj z jeszcze inng metodg rozwigzania pewnego rownania
diofantycznego [35], str.ll).
Podobnie uzyskujemy rozwigzania nierdwnosci (2) 1 (3).

Uvaga 1: Interpretacja geometryczna Eoprzednlego sposobu roz-
wigzania réwnania ego”modyfikacja
20h) dostarcza wyok razenla 0 kszta+0|e rzywej
opisanej tym rownaniem

Uvaga 2: Interesujacy wynik otrzymujemy w przypadku Iosowanla
ze zwracaniem. ~Okazuje Sig,  ze rownanie x2 +
ktore jest odpowiednikiem® rownania (1), nie ma roz-~

anla w zbiorze_ liczb naturalnych. Dla jakichkol-
VPVI(% X1 )é sachodm X2 + y2> Xy, CO 0znhacza,ze
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4.4.3 Specyficzne zastosowania teorii prawdopodobienstwa

W szkole, zwkaszcza na lekcjach matematyki, uczniowie
zapoznajg sie z metodami wykorzystywania informacji typu lo-
gicznego, ktore sg catkiem pewne. Nie sprzyja to rozwijaniu
umiejetnosci wykorzystywania informacji niepewnych do wkas-
ciwych wnioskowan probabilistycznych, ocen i prognoz. Utrud-
nia to znacznie rozwigzywanie probleméw w zyciu codziennym
I podejmowanie decyzji. Do niedawna decydowanie nie byto
problematyka, ale uprawianiem... i dzi$§ jeszcze ogromna wiek-
szo8¢ decydentéw pojmuje decydowanie jako przywilej, nie jako
jeden z rodzajow pracy polegajacej na rozwigzaniu problemow
decyzyjnych (z podaniem dowodu trafnosci)( [17], str.8).

Ksztattowanie umiejetnosci wyboru wkasciwych decyzji,
optymalnych strategii 1 weryfikowanie prostych hipotez meto-
dami probabilistycznymi to wazne, specyficzne cele nauczania
rachunku prawdopodobienstwa. Kilka wybranych przykfadow przed
stawia specyficzne funkcje zadan probabilistycznych, ukazu-
jacych charakterystyczne dla tej dyscypliny proste zastoso-
wania w roznych problemach pozamatematycznych.

W urnie znajduje sie 100 kul, w tym cze$¢ biatych 1 czesc
czarnych. Przed wylosowaniem kuli masz odgadnaC jej kolor.
Jeshi trafites, otrzymujesz 100 n.

lle chciatby$ zapkaci¢ za prawo przystagpienia do tej gry:
a) nie wiedzac, ile kul poszczegélnych rodzajow znajduje sie

W urnie;
b) wiedzac, ze urna zawiera 30 czarnych i1 30 biatych kul.
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Ciekawostka jest to, ze wiele osob woli podejmowaC ryzyko
jak 1 phaci¢ wiecej na warunkach b) ([4], str.132). A prze-
ciez w obu przypadkach Srednia wygrana wynosi 50 £ Cnie li-
czac optaty za prawo udziatu w grze).

Zachowanie sie cztowieka w obliczu niepewno$ci moze
takze ujawniaC rozwigzanie nastepujacego zadania:

Dane sg dwie urny. W kazdej z nich znajduje sie 1CO kul,
w jednej 70 biakych 1 30 czarnych, a w drugiej odwrotnie.
Wylosowano za pomocg monety jedng z urn. Masz odgadngC, ktora.
Wyobraz sobie, ze pozwolono Ci dodatkowo wyja¢ jedng kule
z wylosowanej urny. Jak  teraz, w zaleznoSci od wyniku swo-
jego losowania, ocenitby$ prawdopodobienstwa hipotez:

i wylosowano urne z przewagg kul biatych,

wylosowano urne z przewagg kul czarnych.

Podaj przybli20n9 wartosci tych prawdopodobienstw w pro-
centach. Pozwolono Ci powtorzyC te czynnoS¢ jeszcze kilka
razy (losowanie ze zwracaniem). Jak zmienig sie Twoje oceny?

Okazuje sie, ze na ogot oceny te sg znacznie nizsze od
teoretycznie otrzymanych prawdopodobienstw. Oznacza to ze lu-
dzie sg mniej pewni niz byC powinni, ze okreSlona hipoteza
jest prawdziwa (zobacz [I1], str.88).

5. ZAKONCZENIE
w rozdziale 4. pokazano propozycje wykorzystania zadan

probabilistycznych w praktyce szkolnej. Szeroki wachlarz po-
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ruszanych problemow sprawit, Zze nie wszystkie funkcje zadan
zostaty wyczerpujgco oméwione 1 zilustrowane przykfadami
(Swiadomie pominieto funkcje kontrolujacg). Uwage starano sie
skoncentrowa¢ na specyficznych funkcjach zadan z rachunku praw-
dopodobienstwa .

Optymistyczna jest refleksja, te rozwigzywanie problemow
probabilistycznych, ze wzgledu na ich specyfike, moze dos-
tarcza¢ wiele korzysci kazdemu z ucznidw, niezaleznie od te-
go czy bedzie to przyszty matematyk, inzynier czy skrzypek.
Wymiermy najwazniejsze z nich:

- sposobnos¢ uksztaktowania okreslonych nawykdw mys$lo-
wych, rozwoju mySlenia intuicyjnego (heurystycznego) i pro-
babilistycznego oraz innych zdolnosci intelektualnych nie-
zbednych w procesie rozwigzywania dowolnych problemdw,

- rozwéj zainteresowan 1 motywacji zdobywania wiedzy,

- ukazanie praktycznych zastosowan probabilistyki i efek-
tywnosci metod 1 $rodkow matematycznych do rozwigzania rozno-
rodnych probleméw pozamatematycznych,

- szczegOlnego rodzaju tworcza satysfakcja z odkrywania/

I tworzenia poje¢ matematycznych i twierdzen oraz rozwigzy-
wania zadan o bogatej heurystyce, wyrézniajacych sie rzeczy-
wistym pieknem matematycznym (poréwnaj [33], str.314).

UmiejetnoSci zdobyte w trakcie rozwigzywania zadan z pro-
babilistyki stanowig dobrg podstawe organizacji nowych wiado-
moSci, ktére uczen bedzie otrzymywat w ciggu catego swojego
zycia.
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Problem, ktory stanowit przedmiot niniejszej pracy,

omowiony jest takze - ale w innym ujeciu i marginesowo - w
pracy [32].

[
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