BARBARA WILK

Obiekty rzeczywistosci a przedmioty teorii
W propedeutyce
rachunku prawdopodobienstwa

Matematyka sama w sobie - w przeciwienstwie do nauk ta-
kich jak biologia czy geografia - nie jest naukg o obiektach
naszej rzeczywistosci, a jej pojecia - w przeciwienstwie do
poje¢ tamtych nauk - nie posiadajg realnych desygnatow.

Nie ulega watpliwosci, ze nauczyciel uczacy np. geometrii
musi whasciwie rozumieC istote roznic miedzy obiektami Swia-
ta realnego, na bazie ktorych zapoznaje uczniow z pojeciami
geometrii, a tymi drugimi wkasnie, bedacymi jedynie przedmio-
tami teorii, a wiec - istniejacymi jedynie w naszej mysli,
pozbawionymi materialnego bytu. Musi zdawaé¢ sobie sprawe z
tego, ze uczac np. o kole, nie uczy przeciez o tym konkret-
nym klocku z materiatu logicznego Dienesa, o tym wycietym
z kartonu krazku, ani nawet o tym rysunku koka, wykonanym
kredg na tablicy, czy okowkiem w zeszycie - lecz o "przedmio-
cie”, ktérego pokaza¢ sie nie da, bo jest on wkasciwie tylko
umoanym kodem - ideg pewnego zespobu whasnosci, wyabstrahowang cecha
ksztaktu, oderwang od innych cech tych rzeczywistych przed-
miotow, takich jak: wielkos¢, grubosC, kolor, rodzaj i ges-
toS¢ materiatu itp. 1 musi uczyC tak, by uczniowie od poczat-
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ku w taki wkasnie sposdb matematyke rozumieli. Nie jest to
fatwe, tym bardziej, 2e nieporozumien przyczynia i sam jezyk
matematyki, w ktorym w wielu przypadkach funkcjonujg nazwy
przeniesione z jezyka potocznego na okreSlenie pojeC matema-
tycznych wyabstrahowanych z tych roznych ich rzeczywistych
Zrodet - "prototypow™ (chociazby wspomniane juz koto - w je-
zyku potocznym i w geometrii). W szczegéInoSci 1 nauczyciele,
i uczniowie muszg wkasciwie rozumie¢ umownoS¢ np. padajacego
na lekcji geometrii 1 odnoszacego sie do pewnego konkretu
sformutowania typu "to jest koko" - wkasciwie, tzn. w opi-
sanym powyZej sensie: ze ma ceche, ktorej w jezyku matematyki
nadalismy nazwe koto, ze jest rzeczywistym modelem tego ab-
strakcyjnego pojecia, ale nie jest jego desygnatem.

Uczac propedeutyki geometrii bazuje sie na rzeczywistych
doswiadczeniach uczniéw, obserwowaniu przez nich konkretnych
przedmiotdw, rozwazaniu konkretnych sytuacji, bedacych nos-
nikami problematyki natury geometrycznej 1 - przy whasciwym
podejsciu do nauczania matematyki - na tej bazie uczy sie
schematyzowania tych rzeczywistych przedmiotow i stosunkow mie-
dzy nimi, abstrahowania doprowadzajgcego do teoretycznego uje-
cia pojeciowego wyjSciowej sytuacji.

Podobnie na pierwszych spotkaniach uczniéw z rachunkiem
prawdopodobienstwa w szkole podstawowej nie zaczyna sie od
podania aksjomatycznych podstaw probabilistyki 1 od rozwazan
czysto teoretycznych, lecz powinno sie, tak jak w przypadku
geometrii, uczyC schematyzowania rzeczywistosci 1 aksjomatyzowania
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wyabstrahowanej na tej drodze teorii. Tyle, Ze po czesci
inng - niz w przypadku geometrii - nature ma tu ta wyjSciowa
rzeczywistos¢. Matematyzujac rzeczywistoS¢ przy tworzeniu geo-
metrii obserwuje sie 1 opisuje to, co jest - jest materialnie.
Budujac teorie probabilistyczng takze obserwuje sie 1 bada
pewne elementy rzeczywistosci materialnej - rozmaite material-
ne obiekty, przy uzyciu ktorych przeprowadza sie konkretne
eksperymenty losowe, lub przy udziale ktorych zachodza natu-
ralne zjawiska losowe. Ale wyjSciowa rzeczywisto$¢, z ktorej
wyrasta probabilistyka,jest bogatsza i bardziej zdozona - bar-
dziej abstrakcyjnaa. Tworzac pojecia probabilistyczne bada
sie bowiem i ocenia takze szanse na to, by coS zaszbo (tzn.
zrealizowato sie materialnie) - a wiec przedmiotem badan sta-
je sie coS, co z samej swej natury jest juz pozamaterial-
ne, choC oceniane na podstawie materialnych wdasnoSci rze-
czywistych obiektow, czy szacowane na drodze powtorzen rze-
czywistych eksperymentéw 1 zjawisk losowych.

0 nauczaniu poczgtkowym geometrii czytamy w [2] miedzy
innymi  (podkreSlenia moje):
ikl STt - O RSO e RIS,

uk+adow przedmlotow roznych przestrzenn ch stosunkaw,

1
Jab czy model przestrzenny pojawiad SI% r|ako konkrety—
tKChmYes“ jako rﬁ)omoc W rozwigzywaniu emu. |..-

ﬁ rgsu e Sj[est 1de t czny Z rzecz Isto CI

tora ma przedst tem, uproszczonym obraZem.
Nie_ jest tez |dentyczny z naszq mysla, bo jest przednioten ma-
teridlnym. W rozwigzywaniu problemu: |...| model tylko nam po-
maga, pomysty nasuwane przez model ostatecznie Wykorzystujemy
w rozurosaniu,” Ale po rozwigzaniu problemu ng naszym schemacie
mozemy powrociC do materlalnej rzeczywistosci 1 to rozwigzanie
tam Zrealizowac.|... |"
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Skomplikowana droga rozwigzania rzeczywistego problemu na-
tury geometrycznej zilustrowana zostata (takze w [2]) naste-

pujacym diagramem (rys.l):
schemat

Podobnie mozr.a probowa¢ graficznie przedstawi¢ droge - a
raczej rozne mozliwe drogi - rozwigzywania problemu natury
probabilistycznej, ktdrego geneza jest rzeczywista sytuacja
(rys.3), przy czym analogiczne "ogniwa" na tej drodze majg
tutaj nastepujace znaczenie:

- sytuacja rzeczywista, problem rzeczy-
wisty - to problem zwigzany z konkretnym doSwiadczeniem
losowm (badz z konkretnym zjawiskiem, ktore przy pew-
nych zatozeniach moze byC uznane za doswiadczenie lo-
sowe), z oceng szans zajscia pewnych odpowiadajacych
ru zdarzen losowych;



- ujecie pojeciowe to adekwatne do rozwaza-
nego do$wiadczenia praktycznego dodwiadczenie probabilis-
tyczne (teoretyczna idealizacja doSwiadczenia konkret-
nego, doSwiadczenie pomySlane, zwigzane z wyidealizo-
wanym generatorem rozk¥adu prawdopodobienstwa), o tej
samej, co wyjSciowe, nazwie oraz jego model probabilis-

ey (Q , p);

-model konkretny - tu moze by¢ dwojakiego ro-
dzaju (bo jakby z dwu réznych szczebli abstrakcji),
a wiec:

1/ tzw. model symulacyjny - to w dalszym ciggu dosSwiadczenie
konkretne, inne od wyjSciowego, ale majgce wspolny z
nim (wspolny izomorficznie) model probabilistyczny
(zob. schemat na rys.2 oraz przykkad 3);

2/ model rysunkowy*;

rys.2

* Przykdady roznych modeli rysunkowych doswiadczen loso-
wych znalez¢ mozna w dalszej czeSci tej pracy.



teoretyczne rozwigzanie problemu 2z po

mocg modelu - to wyznaczenie teoretycznych ocen

iloSciowych szans zajScia interesujacych nas w wyjscio-

wym doswiadczeniu losowym zdarzen, czyli - ich prawdo-

podobienstw.

Rozwazmy kilka przykkadow ilustrujgcych rozne mozliwe

drogi przej$¢ od PRAKTYCZNEGO PROBLEWU natury probabilistycznej
do jego TEORETYCZNEGO ROZWIAZANIA.

Przyk#ad 1.

Ala i Wojtek postanowili odda¢ w rece przypadku sprawe
rozstrzygniecia, ktdre z nich ma wyj$¢ na spacer z psem. Za-
decyduje rzut zwykda kostka do gry: gdy wypadnie Scianka o
parzystej liczbie oczek - idzie Ala, gdy o nieparzystej -
Wojtek. Czy tak bedzie sprawiedliwie, czy majg rowne szanse?

Konkretne doSwiadczenie losone, to rzut kostkg szeScienng,
ktorg przygotowali Ala 1 Wojtek. Matematyzacja opisanej kon-
kretnej sytuacji bedzie w tym przypadku przebiegata droga
idealizowania przyrzadu losujacego, abstrahowania takiej ce-
chyj jak symetria jego budowy, upraszczania poprzez zanied-
bywanie innych jego cech. W ten sposdb w naszej my$li pojawia
sie taki "idealny rzut idealng kostkg" - doswiadczenie probabili-
styczne. Zatozona "idealna symetria budowy" przyrzadu losuja-
cego pozwala przypisa¢ mu model probabilistyczny o klasycznym
rozktadzie prawdopodobienstwa:

1n jn 6






To byko przejscie drogg (1.1) z rysunku 3. Swego rodzaju
konkretyzacjami tego modelu probabilistycznego w rysunku
(droga "5)) moga byC¢ np. rys.4a, 4b, 4c, 4d:

rys.4b

rys.4c rys.4d

Drzewo stochastyczne z rysunkéw 4a i 4b réznig sie kodami
wynikow; ponadto na drugim z nich opuszczono warto$ci p przy
gateziach (co mozna zrobi¢ jedynie w przypadku rozkkadu kla-
sycznego). Prostokaty zawarte w kwadracie jednostkowym z ry-
sunku 4c (zob.[3], np. str.lll) reprezentujg wszystkie mo-
zliwe elementy przestrzeni wynikow "rzutu kostkg" (oznaczone
sg mozliwymi liczbami oczek) - rowno$¢ pol tych prostokatow
jest interpretacjg w aspekcie miarowym faktu, ze rozk#ad praw
dopodobienstwa jest klasyczny.
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Rozwazane zadanie jest na tyle proste, ze znalezienie je-
go teoretycznego rozwigzania nie wymaga graficznej konkrety-
zacji. Dobrze jest jednak przyzwyczajaC uczniow do stosowa-
nia roznego rodzaju graficznych interpretacji - w tym takze
do poszukiwania nowych, bardziej dla uczniow dogodnych, przej
rzystszych, ekonomiczniejszych - co staje sie nieocenione w
przypadku bardziej skomplikowanych doswiadczen losowych, a
jest czeScig umiejetnosci bardzo waznej dla catego matematycz
nego (i nie tylko!) ksztakcenia - umiejetnosci kodowania in-
formacji, przetwarzania ich, dekodowania.

Przyktad 2.

Rozwazmy wyjSciowg sytuacje analogiczng do poprzedniej,
tyle Zze tym razem o jej rozstrzygnieciu zadecydowaé ma wy-
nik doswiadczenia polegajacego na losowaniu 2 kulek z worecz-
ka o zawartosci: 2 kulki biate, 2 kulki czarne (nierozréz-
nialne w dotyku); jesli wylosowane kulki beda tego samego
koloru - idzie Ala, jesli bedg sie roznity kolorem - Wojtek.
Pytamy, jak poprzednio, o rownosSC szans.

ldac drogg abstrahowania, idealizowania, upraszczania
(1,1) dochodzimy do, adekwatnego do opisanej konkretnej sy-
tuacji, pojecia doSwiadczenia probabilistycznego o trzech mozli-
wych wynikach: b - obie kule bedg biate, c - obie kule bedg
czarne, r - kule bedg w réznych kolorach oraz do teoretycz-
nego ujecia interesujacych nas zdarzern losowych w postaci:

A ={b,c} , W={r}
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Rozwigzujac zadanie tego typu uczniowie (a zdarza sie,
ze i studenci), czestokroC bez jakiejkolwiek analizy,”odpowia-
daja, ze szanse sg rowne - bo tyle samo jest kul biakych i
czarnych (zob. [5], 88). Bywaja 1 inni, ktorzy - przeprowa-
dziwszy analize w rodzaju powyzszej - stwierdzajg: P(A)=2P(W),
bo zdarzeniu A sprzyja 2 razy wiecej wynikow. Ani jedni, ani
drudzy nie wzieli pod uwage drugiego elementu modelu proba-
bilistycznego, a mianowicie funkcji p (zresztg pierwsi z opi-
sanych nie zainteresowali sie takze przestrzenig Q ; drudzy
utkneli w drodze (1.1) na jej wyznaczeniu). Na ogdt okresSle-
nie funkcji p w tym przypadku sprawia uczniom kdopot, nasuwa-
Ja im sie bfedne intuicje (rozkfad klasyczny). Tymczasem bar-
dzo #atwo mozna doj$¢ do tego okreSlenia drogg schematyzacji
(droga (2.1)) opisanego doswiadczenia w modelu rysunkowym
(rys.5) 1 obserwacji tego modelu (droga (4.1)).

Wyznaczony model probabilistyczny:
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mozna skonkretyzowa¢ (droga (5)) na drzewie stochastycznym
(rys.6):

Opierajac sie na zakodowanych na tym drzewie informacjach
dochodzimy na drodze rozumowania (drogi (4.2) 1 (6)) do
rozwigzania teoretycznego (niezgodnego z pierwotnymi intui-
cjami wielu ucznidw!) postaci P(A) =" = , PW=].

Interpretujac uzyskane rezultaty w wyjsciowej sytuacji
(droga (7)) otrzymujemy wniosek: szanse Ali na spacer z psem
sg dwukrotnie mniejsze, niz szanse Wojtka.

Przyk#ad 3 (zob. takze [4], str.28-30).

Rozwazmy doSwiadczenie losowe zwigzane z sytuacjg, w kto-
rej fakomczuch Wojtek zastanawia sie nad szansami na to, ze
w bukce, ktdrg wybrak, bedzie wiecej rodzynkow, niz w tej,
ktorg zostawit Ali (mamy Ali i Wojtka wsypata do ciasta 3 ro-
dzynki 1 zrobida z niego 2 buteczki).

Przejscie droga (1.1) jest - jak poprzednio - nietrudne
do pewnego momentu, a mianowicie do wyznaczenia O

liczba rodzynkéw w I bukce 0 1 2
liczba rodzynkow w 11 bukce 3
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Ale przy okre$laniu rozkkadu prawdopodobienstwa znowu zdarza-
<Jg sie bdedne intuicje, sugerujace zapostulowanie rozktadu
klasycznego (bo przeciez jest tak samo mozliwe, ze dany ro-
dzynek "wybrat sobie" butke I, jak to, ze "wybrat" 1l - ar-
gumentuja uczniowie). Dobrze bytoby zweryfikowaC stusznosc¢
takich podejrzen w drodze eksperymentowania. Ale powtarzanie
doswiadczenia polegajacego na pieczeniu butek po losowym roz-
dzieleniu miedzy nie rodzynkow, wsypanych do wyrabianego cia-
sta - nie jest wyjSciem najekonomiczniejszym. | tu rodzi sie
pomyst zastgpienia tego doSwiadczenia innym, o analogicznym
przebiegu. Wyszukanie takiego do$wiadczenia wymaga od umystu
wysidku upraszczania wyjsciowej sytuacji, odrywania cech dla
niej najistotniejszych, dostrzezenia analogii tych istotnych
cech z istotnymi cechami konkretnego do$wiadczenia losowego
(droga (3)).

Modelem symulacyjnym dla rozwazanego w tym przykdadzie do-
Swiadczenia moze byC np. rzut trzema nierozroznialnymi mone-
tami i obserwacja liczby wrzuconych ordéw (rodzynkow, ktore
trafidy do 1 bukki) 1 reszek (rodzynkow w Il bukce). "Syme-
tria budowy" monety jest odpowiednikiem "symetrycznoSci™
sytuacji przy "wyborze" bukki przez rodzynek (obie bukki ma-
Jja w nim réwne szanse).

Powtarzajac wielokrotnie to nowe do$wiadczenie losowe
(czyli symulujac doSwiadczenie wyjSciowe) mozemy estymowac
prawdopodobienstwa interesujacych nas zdarzen, podajac ich
ocene jakosciong. By jednak podaC ocene iloSciowg, trzeba wyzna-
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czy¢ model probabilistyczny. Przedstawiajac schematycznie
rozwazane doSwiadczenie (droga (2.1)) otrzymujemy np. taki
model rysunkowy (rys.7)r

rys./

Z rysunku tego odczytujemy (droga (4.1)), ze

co mozna zilustrowa¢ na odpowiadajacym takiemu modelowi pro-
babilistycznemu (droga (5)) drzewie stochastycznym (rys.8):
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rys.8

Interesujace Wojtka zdarzenie, to w ujeciu teoretycznym
zbior W = {(3,0), (2,1)} . Zatem szanse Wojtka na to, ze w
wybranej przez niego bukce bedzie wiecej rodzynkéw, niz w buk-
ce, ktorg zostawit Ali, wyraza prawdopodobienstwo P(W) =j.

Dla sprawdzenia, czy uczniowie rozumiejg sens uzyskanego
wyniku liczbowego (interpretacja teoretycznego rozwigzania w wyjscio-
wej sytuacji - droga (7) z rys.3), warto ich zapyta¢ w tym miej-
Scu np:

- Jakie sg szanse Ali na to, ze w jej butce bedzie wiecej ro-
dzynkéw, niz w bukce Wojtka;

- czy Wojtek, wybierajac butke jako pierwszy, zwieksza swoje
szanse na to, 2" wiecej rodzynkéw bedzie w jego bukce.

Na pytania te (zwkaszcza drugie z nich) stosunkowo cze-
sto - i to w#asnie wbrew uzyskanemu wynikowi - uczniowie od-
powiadajg btednie.

Uvaga: Wraz ze wzrostem Ilczby monet (rodzynkow) _ rysunek
VoY 'ES Ghatarcos Bodsta do rzerscia ha trous )
éﬂgegg.i"’“%ﬁ(’%a&&%a r&%““%(’vé?rz"y%aﬁ"?”ezr oy ini

oszuklwanla Innego rodzaju modelu rysunkowego i
oparC|a na nim rozumowania.
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0 NIEBEZPIECZENSTWACH MIESZANIA PRZEDMIOTOW TEORII Z
RZECZYWISTYMI OBIEKTAMI W NAUCZANIU RACHUNKU PRAWDOPO-
DOBIENSTWA

Na przyktadzie "rzutu monetg", najprostszego doswiadcze-
nia probabilistycznego, przyjrzyjmy sie pewnym kontrowersyj-
nym zabiegom 1 rozwazaniom przytrafiajacym sie niekiedy tym,
ktorzy zwigzani sg - w praktyce, czy tylko w teorii - z nau-
czaniem rachunku prawdopodobienstwa. Zabiegom i rozwazaniom
zdajacym sie wyraznie Swiadczy¢ o myleniu dodwiadczenia proba-
bilistycznego z doSwiadczeniem rzeczywistym oraz mogacym prowadzic
do nierozrézniania ich przez uczniow i utozsamiania przez nich
prawdopodobienstwa z czestoscia.

Zacznijmy od rozwazenia pewnej sytuacji z praktyki nau-
czania rachunku prawdopodobienstwa. Na lekcji rachunku praw-
dopodobienstwa prowadzacy dokonuje serii rzutéw monetg, ucz-
niowie zas zliczajg, ile razy w przeprowadzonej serii rzutow
wypadt orzet, a ile - reszka. Po 16 rzutach liczby uzyskanych
orddw i reszek zrownaty sie, w zwigzku z czym eksperymento-
wanie zostato przerwane i wienczone radosnym wnioskiem: "jak
widaC, w rzucie moneta prawdopodobienstwo uzyskania orka jest
rowne prawdopodobienstwu uzyskania reszki™. |1 tylko pozornie
cate zho powyzszego zabiegu tkwi w zbyt matej - do wyciggania
jakichkoliwek wnioskow - liczbie przeprowadzonych rzutéw oraz
przerwaniu eksperymentowania w momencie uzyskania tej samej
liczby ordow, co reszek. Na ile bowiem poprawidaby sie sytua-
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cja, g@dyby rzucano tg monetg chociazby 1 ... 500 .razy?
Znane sg z praktyki szkolnej, zwigzane z takimi dduzszymi
eksperymentowaniami, niestety takze nie najszczesSliwsze za-
biegi (czy raczej "wybiegi™) w rodzaju: "'sami widzicie, ze
gdybysmy rzucali bardzo duzo (tzn. - ?) razy, to w koficu dos-
taniemy tyle samo orddw, co reszek' (?1), czy: "widaé, ze caly
czas mamy prawie tyle samo orkdw, co reszek™ z wnioskiem: "a
wiec mozeny powiedzieC, ze w rzucie monetg prawdopodobienstwo
wyrzucenia orda jest rdowne prawdopodobienstwu uzyskania re-
szki".

Nie zadowala nas takze propozycja przedstawiona w jednym
z podrecznikow dla klasy VI ([i], str.226, przyk#ad 33). Oto
fragmenty z tego podrecznika (podkreslam kontrowersyjne wnios-
ki):

"PrzypusCmy, ze na 500 rzutow monetg (np. 2 Z) otrzymalis-

my 252 razy reszke i 248 razy orka. Czesto$¢ pojawienia sie

reszki |...| wynosi oco - 0,504. Czestos¢ za$ pojawienia

sie orda wynosi 248 - 0,496. Te wyniki pozwalaja przypusz-
czaC, ze 1 przy dalszym rzucaniu monetg (np. 1000 razy)
czestoSC pojawienia sie reszki bedzie w przyblizeniu réwna
czestosci pojawienia sie orda. Mowimy wowczas, Ze zdarzeniaf rj
1 |ojJ 53 jednakowo prawdopodobne?.
"l...] Tym razem czestoSC pojawienia sie reszki wynosi
"°% 20,388, za$ czestosé pojawienia sie orka wynosi
= 0,612. Nie mamy teraz podstaw do przypuszczenia, ze
po zwiekszeniu liczby rzutéw, np. do 1000 czestos¢ poja-
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wienia sie reszki bedzie rdwna czestoSci pojawienia sie
orfa. Wrazamy to mowiac, ze zdarzenia £r} i (0J nie 53 jednakowo
prawdopodobne™.

"A do jakich przypuszczen podstawg bedg np. czestosci
0,568 1 0,432?" - zapyta uczen (i - co wtedy?!).

Ale zacytowany tekst budzi jeszcze inne, duzo powazniej-
sze zastrzezenia. Z podkreSlonych uwag wynika jednoznacznie
wniosek: w rzucie monetg prawdopodobienstwa zdarzen {o} i {r$ za-
lezg od monety, ktérg to dosSwiadczenie wykonujemy - mogg byC row-
ne, ale mogg byC i rézre (V).

Takie postawienie sprawy jest w pewnym sensie analogiczne
do sytuacji, w ktorej - nauczajac geometrii - twierdzilibysmy
np. , ze czescig wspolng 2 okregdw moze by¢ punkt, ale moze byC i uk -
a przeciez zdarza sie, ze zaskoczy nauczyciela takim stwier-
dzeniem uczen utozsamiajacy konkrety Swiata materialnego z wyabstra-
howanymi z nich pojeciami matematycznymi, popierajac swoj sad ry-
sunkami w rodzaju ponizszych (rys.9a i rys.%b):

rys.9b

Tak jak np. prowadzona przez prekursoréw geometrii obser-
wacja rysowanych kresek, kawatkéw drutu, krawedzi blatu stohu,
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$ladow stop osoby idacej najkrotsza drogg na dany cel itp.
doprowadzida - na drodze abstrahowania od niektdérych cech
(takich jak grubos¢ czy kolor) tych konkretnych przedmiotow
do powstania teoretycznego pojecia odcinka, tak obserwacja
konkretnych monet i rzutéw nimi doprowadzita do wyabstrahowa-
nia teoretycznego doSwiadczenia o modelu klasycznym:

o 0O T
pcoy 4+ 1

doSwiadczenia probabilistycznego, ktdéremu nadano takze nazwe
"rzut monety”, teoretycznego schematu konkretnych doswiadczen lo-
sowch, przeprowadzanych przy uzyciu konkretnych monet. Oceny
(jakosciowej 1 wynikajacej z niej iloscio wej) rozkdadu praw-
dopodobienstwa p w "rzucie monetg" dokonaC mozna a priori,
obserwujac wkasnosci fizyczne konkretnych monet 1 uznajgc
jedne z nich, wspolne dla wszystkich monet, za istotne (jak
"symetria” budowy, jednorodnoS¢ materiatu), inne za$ za ma-
jace tak niewielki wpkyw na wynik przeprowadzanych przy ich
uzyciu doSwiadczen losowych (jak np. ksztakt rysunku na da-
nej stronie monety czy jej wielkosC), ze decydujemy sie od
nich abstrahowaC. Dokonujemy w ten sposob w mysli idealizacji
tych ogladanych przedmiotéw i idealizacji zwigzanych z nimi
konkretnych doswiadczen losowych - w naszej mysli powstaje
ich wyidealizowany schemat, o narzuconym przez przeprowadzo-
ny proces abstrahowania rozktadzie prawdopodobienstwa. (Eks-
perymentowanie réznymi konkretnymi monetami daje nam podstawy
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do uznania, ze przypisana "idealnemu” do$wiadczeniu o dwu-
elementowej przestrzeni wynikow i klasycznym rozkkadzie praw-
dopodobienstwa nazwa "rzut monetg" jest adekwatna, gdyz model ten
w zadowalajacym stopniu przystaje do konkretnych rzutow mo-
netami — ale jest to juz zagadnienie wykraczajgce poza za-
kres propedeutyki rachunku prawdopodobienstwa).

W przypadkach doswiadczen losowych takich, jak rzut mo-
neta, czy zwykda kostka do gry, dla ktdrych poprawne odpo-
wiedniki teoretyczne narzucajg sie stosunkowo naturalnie, le-
piej w nauczaniu zrezygnowaC z eksperymentosania, a rozwazania
zwigzane z oceng prawdopodobienstw zdarzen przeprowadzaC od
razu w tym teoretycznym modelu (ewentualnie z pomocg modelu
rysunkowego), a nie na podstawie obserwacji czestosci tych
zdarzen.

Eksperymentowanie moze tu jedynie zaciemni¢ obraz modelu
probabilistycznego 1 powodowaé utozsamianie przez ucznidw ele-
mentow teorii z elementami rzeczywistoSci oraz wyrobi¢ prze-
konanie o niezbednoSci  zmudnego eksperymentowania dla formu-
fowania jakichkolwiek wnioskow natury probabilistycznej.
Naktanianie ucznidw do eksperymentowania w przypadkach ta-
kich bardzo prostych doSwiadczen moze sprawi¢, ze potem na
pytanie o prawdopodobienstwa wynikow jakiegos doswiadczenia lo-
sowego uczniowie ci reagowaC bedg odpowiedzig - schematem:
trzeba wzig ten przyrzad i powtorzy¢ to doSwiadczenie wie-
le razy a potem wyznaczyC¢ czestosci wynikow.
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Inna jest oczywiscie sytuacja w przypadku do$w adczen
losowych, ktére nie majg teoretycznych odpowiednikdw - dos-
wiadczen probabilistycznych o takich samych nazwach (np. pod-
rzucanie pudedkiem zapatek) 1 dla ktorych a priori nie na-
rzuca nam sie zaden model - z braku #atwo matematyzowalnych
cech przyrzadu losujacego (np. gdy przyrzadem takim bedzie
wspomniane pudetko zapatek). Wtedy rozwazania dotyczace mo-
delu prowadzi¢ bedziemy na podstawie zgromadzonych danych
statystycznych, na podstawie wyznaczonych czestosci; bedg to
wnioski o charakterze ocen jakoSciowch, dotyczace pewnych
cech rozkkadu prawdopodobienstwa, jego jakoSciowa estymacja
(w poczatkowym okresie nauki rachunku prawdopodobienstwa o takie
tylko oceny w tego typu przypadkach nam chodzi).

Cenniejszg (od opisanej tu) funkcje pedni w nauczaniu eks-
perymentowanie w przypadku préb dopasowywania przez uczniow
do rozwazanego przez nich dos$wiadczenia losowego zdego - sku-
tkiem przeoczenia pewnych przestanek - apriorycznego modelu
probabilistycznego. Uzyskujac wéwc2as w wyniku wielokrotnych
powtorzen doSwiadczenia efekty w sposob istotny niezgodne z
pierwotng intuicjg ucznia, budzimy w nim niepokoj tworczy,
uruchamiajac aktywnos¢ intelektualng, nakierunkowang na
2weryfikowanie przyjetych a priori zatozen o rozkkadzie praw-
dopodobienstwa .

Wracajac do cytowanego tekstu podrecznika, stwierdzamy
ostatecznie:

1/ mozna powiedzie¢, ze w serii rzutow tg monetg uzyska-
lismy takie czy inne czestosci pojawiania sie orda czy reszki,



ale niemozna (') mowi¢ o prawdopodobienstwie dla tej whasnie
monety, jako o czym$ odniennym od prawdopodobienstwa dla "rzu-
tu monetg” jako pewnego typu doSwiadczenia:

2/ nie mozna zatem méwi¢, ze zdarzenia (o} 1 {rj s3 dla
jednej monety jednakowo, a dla innej niejednakono prawdopodobne (1);
dla réznych monet mogg sie rozni¢ czestosci danego wyniku (ktore
obliczamy po wykonaniu serii rzutow), ale prawdopodobienstwa, kto-
re s3 liczbowg oceng szans na uzyskanie danego wyniku (szans -
ktore sg istotne tylko przed wykonaniem rzutu), to elementy
wspdlne dla wszystkich losowych doswiadczen podpadajacych pod
typ "rzut monetqy';

3/ po zapostulowaniu - w drodze abstrahowania, uprasz-
czania, idealizowania - teoretycznego schematu doswiadczal-
nego typu "rzut monety", o klasycznym rozk#adzie prawdopo-
dobienstwa, nie mozna mowi¢, ze dla jakiej$ monety zdarzenia
{o} 1 {r™ w rzucie nie sg jednakowo prawdopodobne; mozna jedynie -
na podstawie uzyskanych dla niej w wyniku wielokrotnego ekspe-
rymentowania czestoSci - powiedzieC, ze zbyt sie one romia, by
monecie tej moc przypisa¢ model probabilistyczny "rzutu mo-
netg”, o jakim myslimy w teorii, by rzut tg moneta mozna byto
uzna¢ za konkretny model rozwazanego doSwiadczenia probabilis-
tycznego (tak jak np. niedok#adnie wykonany rysunek (rys.10)
szeSciokata uznany zostanie raczej za model siedmiokata,
gdyz jego cechy lepiej odpowiadajg tej drugiej figurze geo-
metrycznej) - z uczniami mozemy sie umowiC, ze takie monety,
0 dodatkowych, specyficznych wkasciwosciach (jak no. jakas
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rys .10

niejednorodno$¢ materiatu), nie rzucajacych sie w oczy, a jed-
nak niebagatelnych z punktu widzenia przebiegu rzeczywistego do-
Swiadczenia bedziemy np. okre$la¢ krotko mianem "fakszywych™ *
i Ze nie bedg nas one interesowat, ze nie bedziemy sie zaj-
mowaC poszukiwaniem adekwatnych dla nich modeli probabilis-
tycznych .

Punktem wyjScia do prowadzenia w klasie rozwazan natury
probabilistycznej, bazujacych na do$wiadczeniach losowych
zwigzanych z monetami, mogkaby byC dyskusja zainspirowana np.
poczatkowym fragmentem zaproponowanej w [4] (str.56-58) listy
pytan - problemow:

"a/ Przed rozpoczeciem meczu pitkarskiego sedzia podrzuca

do gory monete. Dlaczego on to robi? Czy jest to ja-
ki$ przesad?
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b/ Sedzia jest juz na boisku, ale - jak sie nagle oka-
zato - nie ma przy sobie ani grosza. Ma jednak kostke
szeScienng do gry. Czy i w jaki sposob kostka pozwoli
sedziemu wybrng¢ z tej sytuacji?

¢/ Czy do rozpoczynania meczu pidkarskiego mozna by wy-
korzysta¢ 4 asy?"

Z punktu widzenia celdw 1 zadan nauczania rachunku praw-
dopodobienstwa wazne jest wyksztakcenie u ucznidw umiejetnosci
wyznaczania modeli probabilistycznych dla rozmaitych doswiad-
czen losowych. Wazne jest jednak takze i to, by uczniowie umie-
li rozpoznawa¢ wsrdd wielu do$wiadczen losowych doswiadczenia
0 "wspolnym™ (izomorficznie) modelu oraz by do danego modelu
probabilistycznego potrafili dopasowa¢ odpowiednie dos$wiad-
czenie losowe, odpowiedni przyrzad losujacy (czyli - by po-
trafili skonkretyzowa¢ ten model probabilistyczny w réznych rzeczy-
wistych modelach).

Pytania o to, czym sedzia moze zastgpiC monete, czy nada-
Jja sie do tego karty, kostka, zapatki itd. - i jak ich wtedy
uzyC, chociaz sg pytaniami bezposrednio o konkretne doSwiadcze-
nia, konkretne przyrzady, to jednak wymagajg od ucznia - nie-
werbalizowanych wprawdzie - rozwazan wokét modeli probabilis-
tycznych. Rozumowanie ucznia, jego poszukiwania przebiegaja
weddug schematu (rys.11):



rys.11

(D) - to droga dostrzegania 1 odrywania istotnych cech wyjscio
wego konkretnego do$wiadczenia losowego, idealizowania,
schematyzowania, zakofczona zinterioryzowang konkluzja
dotyczaca cech jego teoretycznego odpowiednika - do$wiad
czenia probabilistycznego - wyrazonych w modelu probabi-
listycznym ;

(2) - to droga poszukiwania innego do$wiadczenia losowego,
czynigcego zados¢ warunkom wyabstrahowanego na drodze
(D) modelu probabilistycznego.

Gdy pytamy ucznidw, czy sposéb losowania pidki przed me-
czem za pomocg monety daje obydwu druzynom jednakowe szanse

na jej uzyskanie, zdecydowana wiekszoS¢ uczniow odpowiada bez

wahania: "tak, oczywiscie". Dlaczego? - "bo moneta ma 2 stro-

ny, moze upasC na ziemie albo jedna, albo drugg strong”. Przy-
toczona wypowiedz uczniow jest formalnie poprawa - w znaczeniu:
prawdziwa jest implikacja, ktorg sie postuguja - majaca po-
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staC: "moneta ma 2 strony, moze upasC¢ na ziemie albo jedna,
albo drugg strong™ (prawda), z tego wynika, ze "obydwa wyniki
rzutu moneta, sg jednakowo prawdopodobne™ (prawda w przyjmo-
wanym - w zwigzku z “‘symetrig budowy" monety - klasycznym mo-
delu). A jednak powinna w nas zasiaC ziarno dydaktycznego nie-
pokoju. Moze bowiem kryC za sobg rozumowanie, oparte na bled-
nym utozsamianiu faktu, ze kazdy z dwu mozliwych wynikow sta-
nowi polowe wszystkich wynikow z faktem rownego rozkdadu prawdopodo-
bieistw, co powoduje czestokro¢ tendencje do bezkrytycznego
przypisywania kazdemu doswiadczeniu o dwu wynikach klasyczne-
go modelu probabilistycznego oraz przedtuzenie tej tendencji
na dowolne doSwiadczenie losowe 0 k wynikach. Pytajac uczniow,
czy sedzia moghby zamiast monetg postuzyC sie pinezka, zauwa-
zamy najczesciej brak takiego jak poprzednio pednego przeko-
nania, brak jednomy$InoSci; czeS¢ uczniow ma watpliwosci, cho-
ciaz poczatkowo nie wszyscy z nich uSwiadamiajg sobie w pedni
ich Zzroddo - ale indagowani, przyznaja sie, ze tym, co budzi
ich niepokdj, jest "inna niz monety budowa”. Mamy oczywiscie
doskonatg okazje - motywacje do sprawdzenia (na drodze ekspe-
rymentowania), czy stusznie zauwazong istotng "asymetrie" bu-
dowy uznalismy za podstawe do kwestionowania klasycznoSci mo-
delu probabilistycznego doSwiadczenia losowego takiego typu.
Ale to nie oznacza jeszcze zazegnania wspomnianych powyzej
niebezpieczenstw. Ogromng warto$¢ dydaktyczng majg w tej sy-
tuacji zadania probabilistyczne dotyczace doSwiadczen o skon-
czonych przestrzeniach wynikéw 1 nieklasycznych rozk¥adach
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prawdopodobienstwa, ale zwigzanych z takimi “porzadnymi* ge-

neratorami rozk¥adow klasycznych jak monety czy zwykde kostki
do gry.
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