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Sytuacje problemowe
W nauczaniu propedeutyki
rachunku prawdopodobienstwa

PRZYKLADY

Artykut ten przedstawia pewne propozycje - przyktadowe
sytuacje problemowe, mogace sta¢ sie punktami wyjScia do orga-
nizowania w klasie aktywnoSci matematycznej ucznidw - skupio-
nej wokot problematyki probabilistycznej, ale nie do niej
jedynie ograniczonej.

Rozdziat 1 zawiera refleksje dotyczace dydaktycznego opra-
cowania zagadnien zwigzanych z doswiadczeniami losowymi typu
"rzuty k monetami”. Wychodzac od gry, dostarczajgcej uczniom
poprawnych intuicji ocen jako$ciowych rozk¥adu prawdopodobien-
stwa dla "rzutu trzema monetami' oraz inspirujacej poszukiwa-
nia teoretycznego uzasadnienia dla tych intuicji, pokazuje sie
mozliwosci dydaktyczne wykorzystania dostepnego uczniom apara-
tu matematycznego do przedtuzania zagadnienia opisu i ilustra-
cji modeli probabilistycznych "rzutéw k monetami” na dowolne
k(> 1.

W rozdziale 2 przedstawiona jest propozycja pewnego, nie-
typowego dla lekcji rachunku prawdopodobienstwa, podejscia dy-
daktycznego. Propozycja ta polega na stawianiu ucznidw wobec



wymagajacych losowego rozstrzygniecia konkretnych sytuacji
problemowych - zadaniem ucznidw jest ocenianie roznych do-
Swiadczen losowych pod katem ich przydatnosci do danej sy-
tuacji problemowej oraz okreSlanie do$wiadczen losowych, czy-
nigcych zadoS¢ warunkom zadanym przez te sytuacje.

W rozdziale 3 opisany jest przyktad wplatania w lekcje
rachunku prawdopodobienstwa problemdw z innych dziakow ma-
tematyki. W odpowiednio do tego celu zaaranzowanej sytuacji
problemowej ukazano m.in. mozliwoSci pobudzania uczniow do:

- weryfikowania wstepnych hipotez (w opisanym przykfadzie -
opartych na bdednych intuicjach rdwnolicznoSci pewnych zbio-
row) w drodze rozumowan dedukcyjnych;

- podejmowania prob przedduzania rozwazanych probleméw.

1. 0 TYPOWYCH DOSWIADCZENIACH LOSOWYCH ZWIAZANYCH Z MONETAMI

1.1 Uwagl wstepne

Graficzng reprezentacjg modelu probabilistycznego "rzutu
monetg” (Qj,Pj) moze byC drzewo stochastyczne (rys. la) lub
diagram kwadratowy, w ktorym prawdopodobienstwo wyniku jest
polem reprezentujacego ten wynik prostokata (rys. 1Ib) (zob.[3],
Op. str.HI):
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rys.la rys. b

Aby zilustrowa¢ model probabilistyczny "dwukrotnego rzu-
tu monetg” (CA2>P2M wystarczy do powyzszych ilustracji "do-
tozy¢" graficzng reprezentacjg Il etapu (rys.2a i 2b):

rys.z2a rys.2b

Powyzsze ilustracje graficzne pozwalajg zauwazyC, ze: rozpa-
trujac doswiadczenie typu "k-krotny rzut monetg" (k> 1) bedzie-
my mieli zawsze:

U Akn(Q kt>- n(Qk>2 =2kl ,

gdzie n( oznacza liczbe elementéw przestrzeni wy-
nikéw "k-krotnego rzutu monety™;
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2) AN o aUK
A OJ@Q, pk(™ ) * 4G)°;

3
R otk 0 sk

gdzie oznacza rozkkad prawdopodobieristwa na St i.

A wiec: dla kazdego k (£7k,Pk) jest modelem klasycznym - 2),
liczba wynikow ze wzrostem ko | wzrasta dwukrotnie - 1),
za$ prawdopodobienstwa dwukrotnie malejg - 3).

Gdyby jednak interesowaC sie jedynie ilosciami wyrzuco-
nych orkdw i reszek, to dla takich doSwiadczehn przestrzenie
wynikow - oznaczymy je przez & * - bedg postaci:

Crk = oL (x,y): x - liczba uzyskanych ordéw, y - liczba

uzyskanych reszek, x +y = k"

Oczywiscie przy takim spojrzeniu na efekty wykonywanych dos-
wiadczen, mozna kazde z nich zastgpi¢ rzutem k monetami rownoczes-
nie. W poprzednim przypadku takze mozna by to zrobi¢ - tyle
ze monety muszg by¢ wtedy #atwo rozroznialne (np. o roznej no-
minalnej wartosci) i niezbedne jest ustalenie, ktérg z nich
uwaza¢ bedziemy za pierwsza, drugg itd., a wyniki odczytuje
sie - zamiast: za | razem, za Il razem itd. - nastepujaco: na
I monecie, na Il monecie itd.

OdpowiedZ na pytanie, jaki jest w przypadku k = 2 roz-
k¥ad prawdopodobienstwa, sugeruje rysunek 3.
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Kazdemu z wynikow (0,2) i (2,0) przestrzeni A odpo-
wiada jeden wynik “dwukrotnego rzutu monetg”, wynikowi (1,1) -
dwa rézne wyniki tego doSwiadczenia. A wiec

p*((0,2)) =p*((2,0)) =

P2((1.,1)) =y + J=T1.

czyli model nie jest klasyczny (co bynajmniej nie jest dla
uczniow z gory oczywistel).

Umawiamy sie z uczniami, ze mowigc o0 "dwkrotnym rzucie
monetg” (ogdlnie: k-krotnym, k” 1) bedziemy mie¢ zawsze na
mysli dosSwiadczenie polegajace na obserwacji wynikéw 2 kolej-
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nych (k kolejnych) "rzutow monetg”, czyli doSwiadczenie, ktorego
przestrzenig probabilistyczng jest:
= { (X,y) :x - wynik I rzutu monetg, y - wynik Il
rzutu moneta}
(@wiec x £ {o,r} 1yt jo,r} ).
(Ogolnie:

Q k ={(XJ,x2...xk): x» - wynik j-tego rzutu monetg})
Natomiast mowigc o "rzucie 2 monetami” (ogdélnie k monetami,
k™ 1), bedziemy mySle¢ o doswiadczeniu, w ktorym obserwuje-
my liczbe orddw uzyskanych na rzuconych rownoczesnie 2 monetach
(k monetach) oraz liczbe uzyskanych reszek.

Stad dla takiego doSwiadczenia:
N2 x *“ liczba orkow, y - liczby reszek,
x+y=k }
(gdzie oczywiscie x € {0,1,2}, vy € {0,1,2} ).
(Ogolnie:

Q k ={(x,y): x - liczba orkdw, y - liczba reszek,

x+y=k } ).

1.2 Uwagi dydaktyczne dotyczace "rzutw k monetami'.

Realizacje w klasie zagadnien zwigzanych z doSwiadczenia-
mi typu "rzut k monetami”, do$wiadczeniami, z ktdrymi czesto-
kro¢ 43czg sie bdedne intuicje uczniow dotyczace rozkadow
prawdopodobienstwa, wigzaC nalezy - zwkaszcza w pierwszych la
tach nauki rachunku prawdopodobienstwa - z grami i zabawami,
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dostarczajacymi silnej motywacji do rozwazan teoretycznych.
"Dlaczego on ciagle wygrywa?", 'Ta gra jest niesprawiedliwa!"
- protestujg uczniowie czeSciej przegrywajacy; +atwo wtedy
skierowa¢ ich zaangazowanie emocjonalne na tory poszukiwan
racjonalnych przestanek faktu, ze gra jest "niesprawiedliwa"
oraz dociekan, jak mozna by zmodyfikowaC jej reguly, by byka
"sprawiedliwa™. Punktem wyjScia moze byC np. gra analogiczna
do proponowanej w [I] (str. 57 - 58).

Idea tej gry jest nastepujaca: gra 4 zawodnikéw. Kazdy z
nich wybiera sobie jedno z kodek planszy (rys,4) - kazdy inne.
Na starcie stoi pionek. Zawodnicy kolejno rzucajg monets.
Jesli wypadnie orzet, pionek przesuwa sie o jeden odcinek dro-
gi wprawo, jeSli reszka - w gore. Wygrywa ten, kto wybrat
kotko, do ktdérego doszedt pionek (po 3 rzutach - co datwo za-
uwazyc).

Btadzenie losowe pionka po planszy moze sie zakonczy¢ 4
roznymi wynikami - dotarciem do ktoregos z 4 kolorowych kofek li-
nii mety (na rys.4 sg to kotka w kolorach - od lewego gdornégo
rogu planszy zaczynajac: czerwone, niebieskie, z6kte, zielone).

rys.4



Wybierajac pola przed | rozgrywka uczniowie/ kierujg sie
swoiiri upodobaniami do okreslonych koloréw. Po pewnym czasie
trwania gry zaczynaja zauwazaC, ze zdecydowanie uprzywilejo-
wanymi sg ci, ktorzy wybrali pola Srodkowe. Dyskusja: czy gra
jest losowa, czy losowo-strategiczna? Co jest powodem tego,
ze pokrzywdzeni sg uczniowie, ktorzy wybrali pola skrajne? -
zainspirowana zostaje aktywnosScig uczniow w czasie zabawy.

I aktywno$¢ ta w niewymuszony sposOb przeniesiona zostaje na

grunt teoretycznych docieka¢ dotyczacych modelu przeprowadza-

nego do$wiadczenia losowego, uzasadniania, ze nie jest on kla-

syczny .

Analizujac mozliwosci dotarcia pionka do poszczeg6lnych
pol-kotek uczniowie zauwazajg, ze:

- do kotka czerwonego prowadzi tylko 1 droga - mozna by ja
zakodowaC: rrr (albo (0,3) - 0 orddw, 3 reszki);

- do kokka niebieskiego prowadzg az 3 rézne drogi: rro, ror,
orr - chociaz z punktu widzenia grajacych () sg to drogi
tego samego typu (bo prowadza do tego samego kodka) - ty-
pu, ktory oznaczyliby$my (1,2);

- do kotka zoMego prowadza takze 3 drogi: oor, oro, roo, -
wszystkie typu (2,1);

- do kotka zielonego prowadzi tylko 1 droga - ooo (albo (3,0)).

Poniewaz nie ma podstaw do uznania "wyboru" jednej z tych
drog przez pionek za bardziej prawdopodobny niz "wybor" innej
(wynika to z symetrii stosowanego przyrzadu losujacego - mo-
nety oraz z faktu tej samej ddugosci wszystkich drdg), to
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wnioski o szansach zawodnikdw obstawiajacych poszczegolne po-
la planszy sg juz oczywiste. Nietrudno takze o oceng iloscio-
wg tych szans - wyrazajaca sig ilorazem liczby drog prowa-
dzacych do danego pola 1 liczby wszystkich drég .

Rozpatrujac pojedynczg rozgrywka w opisanej grze fatwo
zauwazy¢, ze sprowadza sie ona do doSwiadczenia typu "rzut
3 monetami™ (zob. uwagi wstepne tego rozdziatu).

Gdyby plansza gry umieSci¢ w prostokatnym ukdadzie wspod-
rzednych tak, jak to pokazano na rysunku 5, to pary liczb,
ktorymi oznaczylidmy typy drog doprowadzajacych do poszczegol-
nych kodek (bedace zarazem kodami wynikéw *'rzutu 3 monetami'")
bedg takze oznacza¢ potozenie Srodkéw tych kokek w ukdadzie
(gdzie x - liczba uzyskanych orddw, y - liczba reszek).

rys.s



Punkty ukdadu wspdtrzednych wyrdznione przez Srodki kékek
reprezentujg graficznie elementy przestrzeni ~j  "rzutu

3 monetami” (rys.6).
¥

Z uczniami obeznanymi juz z ukkadem wspodrzednych wydaje
sie naturalne przedtuzenie zagadnienia graficznej interpre-
tacj1 przestrzeni "rzutu k monetami” na dowolne k” 1
(w przypadku k = 1 jest to po prostu "rzut monetg”, to samo
doswiadczenie, co wyrdznione wérod “k-krotnych rzutow mone-
tami™ warunkiem k=1 - nic nie stoi na przeszkodzie, by jego
wyniki kodowa¢ takze inaczej: (1,0) jest w tej interpretacji
kodem wyniku "wypadnie orze¥', poprzednio kodowanego: o;
(0,1) - to inny niz poprzednio kod wyniku: r).

Nietrudno zauwazyC, ze za kazdym razem elementy przestrze-
ot reprezentowane bedg przez punkty lezace na prostej
0 rownaniu x+y=k, o wspodrzednych catkowitych, wiekszych lub
rownych zero a mniejszych lub réwnych k (rys.7):
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Tak, jak graficzne interpretacje "k-krotnych rzutéw monetami"
pozwolity zauwazyC, ze ze wzrostem kol liczba wynikow wzras-
ta dwukrotnie (zob. uwagi wstepne w 1.1), tak 1 tu reprezen-
tacja graficzna jest Zrddtem konstatacji, ze:
a) w przypadku "rzutéw k monetami' wzrost kol powoduje
wzrost liczby wnikow takze o 1;
by /\ n(£2f) =k + L.
k> 1
Czy te zauwazone na rysunku prawiddowosSci moge uczniowie
"podeprze¢” wiedze teoretyczne z innych dziedzin matematyki?
Ksztatcece bydoby uSwiadomienie im, ze na przestrzen
Q k mozna spojrze¢ np. jako na réznowartosciowe odwzorowa-
nie zbioru {0, 1,..., k} na siebie (spetniajece warunek
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x,y) £ : 4==R x + y = K) - skad oczywisty jest wniosek

0 liczbie jej elementéw (musi ich by¢ tyle, ile jest liczb w

zbiorze {0,1,...,k} ) oraz wniosek sformutowany w punkcie a).
Ale do wnioskéw a) i b) moga takze dojS¢ uczniowie nie

znajacy jeszcze pojecia funkcji - jeSli tylko odpowiednio

uporzadkujg wszystkie mozliwe pary liczb dajgcych w sumie k:

Z drzewa stochastycznego dla "k-krotnego rzutu monetg"
fatwo wydedukowaC rozkkad prawdopodobiefnstwa na przestrzeni

Analogicznie z ilustracji graficznej przestrzeni Q Kk
(rys.7) mozemy wydedukowaC rozk¥ad prawdopodobienstwa na niej.
Ustalmy dla przyk#adu k=3. 0,3).,(1,2) ,(2,1), (3,0)}.
Rozumowanie analogiczne, jak w przypadku rozwazanej gry, pro-
wadzi do wnioskow, ze:

- wynik (0,3) mozna uzyska¢ tylko na 1 "sposob™ (gdy na

wszystkich 3 monetach bedzie reszka);

- wynik (1,2) mozna uzyska¢ na 3 "sposoby" (reszka na

jednej spos$rod trzech monet);

- wynik (2,1) (orzet pa jednej z 3 monet) - takze na 3

"'sposoby"’;

- wynik (3,0) - na 1 "sposob™ (gdy na wszystkich 3 mone-

tach bedzie orzet).



Te rozne "sposoby" (mozna na nie spojrzeC jako na wyniki
"3-krotnego rzutu monetg) reprezentowane sg graficznie przez
mozliwe drogi doj$cia z punktu (0,0) do punktéw reprezentuja-
cych wyniki "rzutu 3 monetami” - zatem zliczenie ich sprowa-
dza sie do zliczania tych drog w ukadzie wsporzednych (zob.
rys.8). Poniewaz wszystkie-te 'sposoby" sg tak samo prawdo-
podobne (prawdopodobienstwo kazdego z nich jest takie, jak
prawdopodobienstwo kazdego z wynikéw "3-krotnego rzutu mone-
" - zatem prawdopodobienstwo danego wyniku “'rzutu
3 monetami™ wyraza sie stosunkiem liczby "sposobdw”, na jakie
mozna ten wynik uzyskaC, do liczby wszystkich mozliwych "spo-
sobow" uzyskania ktoregokolwiek z wynikéw tego doSwiadczenia.

Odkrycie metody zliczania wspomnianych drog w ukkadzie
wspotrzednych (liczba drog dojécia do danego punktu reprezen-
tujacego element przestrzeni jest rowna sumie liczb
drég dochodzacych do punktéw bezpoSrednio ten punkt poprze-
dzajacych) prowadzi do odkrycia sposobu konstruowania trdjkgta



2. DOBOR 1 OCENA DOSWIADCZEN LOSOWYCH W SYTUACJACH PROBLE-
MOWYCH
Propozycja dydaktyczna

W [A] znajdujemy (str.41-44) szczegotowg charakterystyka
celdw propedeutycznego kursu rachunku prawdopodobienstwa (propo-
zycja autora). Czytamy tam m.in.:

"Podstawowym celem nauczania rachunku prawdopodobienstwa

w szkole ma byC rozwijanie intuicji probabilistycznych i mySlenia

probabilistycznego, jako nowego aspektu mySlenia matematycz-

nego" .

Ola realizacji tego celu wazne jest m.in. ksztakcenie umie-

jetnose :
1) dopasomywania modelu probabilistycznego do danego doSwiadczenia
losowego - z [4)-

"Kurs rachunku prawdopodobienstwa w klasach IV - VII ma
by¢ | etapem matematyzowania towarzyszacych doSwiadczeniom
losowym sytuacji i zwigzkow iloSciowych i jakoSciowych",
"Konkretne sytuacje losowe bedgce przedmiotem analizy na
lekcji oraz towarzyszace im stosunki ilosciowe i jakosScio-
we stanowig dobry surowiec do pokazania, jak sie matematyzuje”,
"Kazda z drog prowadzacych do modelu (lub do wykrycia jego
pewnych cech), a wiec zaréwno droga a posteriori, ejak 1 dro-
ga apriori, rozwija intuicje. Zadnej nie powinno sie w na-
uczaniu pomijac",

aw tym celu 1 umiejetnosci schematyzowanl a , kodowania (i deko-

dowania) informacji (takze graficznie) oraz wykorzystania posiadane]

wiedzy matematycznej, poznanych Srodkow matematycznych;



2) rozpoznawania wsrod wielu dodwiadczen losowych dodwiadczen o
"Wspolnym™* (izomorficznie) modelu probabi listycznym, wymySlanie innych
dodwiadczen (i odpowiednich przyrzaddw losujacych) o danym modelu - z [4):

"Jednym z wazniejszych zadan |...|] jest rozwijanie zdol-
noSci wykrywania 1 wykorzystywania we wnioskowaniach probabilis-
tycznych analogii w sytuacjach losowych™,
w tym i umiejetnosci konstruowania modelu symulacyjnego danego doSwiad-
czenia losowego - z [4):
"Kurs propedeutyczny ma rozwijac zdolnoSci opisywania zja-
wisk losowych w konteksScie ich prostych modeli symulacyjnych,
opartych na rzutach monetami, kostkami, na losowaniach kul z umy,
czy kart z potasowanej talii".

Waznym dla dydaktyki jest pytanie: jak, poprzez jakie za-
dania ksztakci¢ te umiejetnoSci w poczgtkomym okresie nauczania
probabilistyki? Wydaje sie celowe stwarzanie sytuacji dydak-
tycznych dostarczajacych uczniom silniejszej motywacji do teo-
retycznych rozwazan natury probabilistycznej, sytuacji, w kto-
rych aktywnosci matematyczne, takie jak abstrahowanie, upraszcza-
nie, schematyzacja, dostrzeganie analogii nie sg celen dzia-
falnosci ucznia, ale Srodkiem, dzieki ktéremu w drodze teore-
tycznych rozwazan rozwigze on pewien konkretny problem. Taka
wyjSciowa sytuacja problemowa moze zostaC stworzona przez
gre losong (silng pozamatematyczng motywacje niesie tu cheC
wygrania) albo przez zadanie - pytanie o propozycje losomych wy-
borow (losowan) (zob. np. [5] str. 9-10; motywacji dostarcza
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cheC podania jak najciekawszej, najlepszej propozycji). Mozna takze
stawiaC ucznia wobec roznych propozycji losowych rozstrzygnieC w
danych konkretnych sytuacjach problemowych (autentycznych
czy fikcyjnych) - dajac mu mozliwo$¢ oceniania ich zardéwno
pod katem czynienia zado$¢ kryterium 'réwnych szans" jak 1
pod wzgledem "dawania odpowiednio duzych szans” wynikom uzna-
wanym przez ucznia za stanowigce najsensowniejsze (z roznych
punktow widzenia) rozwigzania tych sytuacji.

Jeden z przyk#adéw zadan - sytuacji problemowych tego
ostatniego typu, zwigzany z zagadnieniami losowych rozmiesz-
czen kul w szufladach i nadajacy sie do rozwazenia z ucznia-
mi  klasy co najmniej VI (lub na kétku matematycznym), przed-
stawiony zostat w [2]. Punktem wyjScia jest opis nastepuja-
cej sytuacji:

Klasa VIb, liczaca 20 ucznidw, wybiera sie na wycieczke.
W sk¥ad wycieczkowego zaopatrzenia kazdego ucznia ma wejsc¢
m.in. paczka z owocami (jabkka 1 gruszki); ustalono, ze be-
dzie ich po 3 w paczce. Agata, Olek, "Nobo"™ 1 "Gapcio" - ucz-
niowie tej klasy - maja zakupi¢ owoce i zrobi¢ paczki. Jest
juz po lekcjach; Agata 1 jej koledzy nie zdaza juz skontak-
towaC sie z resztg klasy. lle owocow ktorego rodzaju zaku-
pi¢? Jakie wykonaC paczki?

Dalej podane sg fragmenty - wyimaginowanej - dyskusji
tej czworki ucznidw, w toku ktorej powstajg 2 propozycje
losonego tworzenia paczek (jedna jest rozwigzaniem opartym na
20-krotnym powtorzeniu losowego rozmieszczenia 3 kul w 2 szu-
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fladach, druga - na rozmieszczeniu 20 kul w 4 szufladach).
Dalsza czes$¢ dyskusji toczy sie wokot propozycji losowego roz-
dzielania paczek miedzy uczniow  (ktorego modelem jest losowe roz-
mieszczenie 20 kul w 20 szufladach - w tym wypadku kul nu-
merowanych 1 w "matych™ szufladach). Ustami “Gapcia" zostaty
przekazane pewne sedy oparte na biednym rozumowaniu (dotycza-
cym rzekomych analogii pierwszych dwu z wymienionych rozmiesz-
czen) oraz na blednych intuicjach (dotyczacych rzekomej "niekla-
sycznosci™ rozkkadu prawdopodobienstwa na przestrzeni wynikow
trzeciego z tych rozmieszczen). Zadajac uczniom w klasie py-
tania o to, czy "Gapcio" rzeczywiscie ma racje (w I przypad-
ku), czy istotnie jego obawy sa stuszne (w Il przypadku),
inspirujemy ich do poszukiwania zrodet bledow. (Przykdad ten jest
w [Z] szczegotowo zanalizowany).

A oto druga tego typu propozycja:

1) Opis sytuacji: 10-osobowa grupa turystdw wschronisku
na Hali Kondratowej planuje wejScie na Giewont 1 jeden z
Czerwonych Wierchdw - Kope Kondracka, (zob. rys.9).

rys.9



Nie ma tylko wsrdd nich zgody co do wyboru trasy tej wyciecz
ki. A sg cztery (ze wzgladu na wyznaczone szlaki) - sensowne
mozliwosci; mozna by je zakodowaé nastepujgco:

albo krocej,np. tak:

D ek
2) PK- G- PpK
3 PK- -k
4 PK- K
(dlaczego te drugie oznaczenia tras s wystarczajace?!).
2) | - jako Srodek inspirowania matematycznej aktywnosci

uczniow - przykfadowa (Fikcyjna)“dyskusja tych turystow:

Anna proponuje, by wybra¢ te trase, za ktorg opowie sie
najwiecej osdb.

Barbara protestuje: - Czy zrobienie tego, czego chce wiek
szoSC, jest najsprawiedliwsze? Moze lepiej, by zadecydowat
los?! Niech kazdy napisze na kartce numer wybranej przez sie-
bie trasy, a potem wylosujemy jedng z tych kartek - tak wy-
daje mi sie sprawiedliwiej.

Cezary: - Po co az tyle roboty? Wystarczy zrobi¢ tylko
4 losy z numerami tych czterech tras; na pewno wszystkie
trasy beda miaty w tym losowaniu rdéwne szanse.

Dariusz: - A ja proponuje, by dla kazdej trasy zrobic
tyle losow, jaki jest jej numer.
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Ewa: - To nie ma sensu! JeSli juz w ogdle mamy losowac,
to tylko spo$rod tras, na ktére sg chetni. LosOw mozemy zro-
bi¢ ile chcemy - byle tylko zachowa¢ proporcje takie, jak
wsrod chetnych na poszczegolne trasy.

Filip: - Wy wszyscy jestesScie niemadrzy. Trasy (3) i (4)
trzeba od razu odrzuci¢ - kto mi kaze iSC 3 razy przez te
samg przekecz?! Robmy tylko 2 losy - z numerami 1 i 2.

Grzegorz: - Nie, te dwie trasy nie sg bynajmniej tak
samo sensowne. Ze wzgleddw czysto praktycznych lepsza jest
(1); do Przekeczy Kondrackiej idzie sie - pod gore - przez
Piekietko (calg mase schodkow!) - juz ja wole zaliczaC je w
drodze powrotnej, schodzac w dok. Chcecie, to losujmy. 1 niech
zadecyduje moneta: jezeli w dwu rzutach przynajmniej raz wypad
nie reszka - idziemy "jedynkg", w przeciwnym wypadku - “dwojka"

Halina: - Niech bedzie moneta, ale wybierajmy ze wszyst-
kich tras. Zobaczcie jaka ja mam propozycje (rys. 10):

Irena: - E, wiecie co? Najlepiej bedzie jak zadecyduje
przewodnik.

Proponujemy uczniom zastanowienie sie kolejno nad wszystki-
mi tymi propozycjami, przeanalizonanie ich pod katem *losonosci',
a tych, ktore sg propozycjami doswiadczen losowych - pod ka-
tem szans, jakie daja poszczegolnym trasom.

)] Oméwienie proponowanych rozwigzan w rozwigzaniach po-
danych przez Anne i lIrene o wyborze trasy decydujg wykgcznie
upodobania poszczegolnych czkonkow tej grupy. W sytuacji pro-

ponowanej przez Anne liczy sie tylko zdanie osdb preferujacych
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rys.10

te trase, ktora odpowiada najwiekszej liczbie czdonkow grupy.
Propozycja lreny skazuje cakg grupe na poddanie sie decyzji
przewodnika. W obu przypadkach ci, ktorzy majg upodobania
odmienne, nie majg zadnych szans. Sg to propozycje wyboru
przez glosomanie. Znajac decyzje poszczegdlnych osdb  wieny,
ktora trasa zostanie wybrana. Natomiast w propozycjach zwig-
zanych z losami znajomo$¢ liczb loséw o poszczegélnych nume-
rach tras nie daje nam pewnosci, ktora trasa zostanie wy-
brana; podobnie przedstawia sie sytuacja w przypadku propo-
nowanych rozwigza¢ przy uzyciu monety. Te propozycje sg pro-
pozycjami wyboru.przez losowanie - 1 te nas (z punktu widze-
nia probabilistyki) interesujg. Propozycje Filipa i Grzegorza
sq wprawdzie propozycjami wyboréw losomych (losowan), ale nie
sg to losowania sposrod podanych 4 mozliwosci, lecz tylko spo-
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$rod 2: PpK, PK- *.G-—>PpK. Narzuca sie tu pytanie, czy w
propozycjach obydwu chopcéw obie te trasy majg takie same
szanse. U Filipa - tak, bo wyciagniecie losu z numerem 1 jest
tak samo mozliwe jak wyciagniecie drugiego z tych losow

(z nr 2). Grzegorz chciat daC wieksze szanse trasie nr 1, bo
Ja uznat za odpowiedniejszg. Analiza schematu rysunkowego od-
powiadajgcego propozycji Grzegorza (rys. 11) pokazuje nam, ze
mu sie to udato: trasa nr 1 ma w takim losowaniu wieksze szan

rys,11

se (1 to trzykrotnie), niz trasa nr 2. Pozostaty propozycje:
Barbary, Cezarego, Dariusza, Ewy i1 Haliny. Wszystkie one s3
takze propozycjami wyboréw losowch. Losowanie proponowane
przez Cezarego ma model probabilistyczny o 4-elementowej prze
strzeni i klasycznym rozkdadzie prawdopodobiefstwa; propono-
wane przez Dariusza - ma takze 4-elementowg przestrzen pro-
babilistyczng, ale rozkkad prawdopodobienstwa jest nastepu-
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wreszcie propozycja Haliny - to losowanie o modelu:

(1)*— (2)— (3)—=1£, I
(zob. rys.10)
4) Uwagi Kkorcowe: po przedyskutowaniu z uczniami wszyst-

kich propozycji informujemy ich, ze turysci zdecydowali sie
ostatecznie na rozwigzanie proponowane przez Barbare 1 Ewe
(jak nietrudno zauwazy¢, obydwie te propozycje - losowania -
majg ten sam model probabilistyczny) 1 ze np. za trasg nr 1
opowiedziaty sie 4 osoby, za kazdg z pozostatych - po 2 (co
implikuje model: (1)- 2)- 3)- »->1").
Pytamy uczniow o model probabilistyczny 1 o to, ile i jakich
losdw trzeba wykona¢ (zgodnie z sugestig Ewy - wystarczy 5
losow, w tym: dwa oznaczone jedynka i po jednym oznakowanym
numerem kazdej z pozostatych tras).

3. "CZY ZAWSZE LICZB PARZYSTYCH JEST TYLE SAMO,
CO NIEPARZYSTYCH?"
Propozycja dydaktyczna

Nie chodzi oczywiScie o kwestionowanie rownolicznoSci
zbiorow Np [ an, Pretekstem do postawienia takiego kontro-
wersyjnego pytania staty sie bdedne intuicje studentow roz-
wigzujacych proste zadanie kombinatoryczne: "lle jest liczb
czterocyfrowych, w ktorych nie powtarza sie zadna cyfra?"

Na pytanie: "jak sie wam wydaje - wérdd nich wiecej jest pa-
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rzystych, czy nieparzystych?" (uznajac je najwidoczniej za co
najmniej dziwaczne) odpowiedzieli bez wahania: "Jest ich po
tyle samo. Przeciez zawsze parzystych jest tyle sam, co nieparzys-
tych". (1) Poniewaz rozwazania, do jakich prowokuje to proste
zadanie., wydajg sie ciekawe, proponujemy - jako inspirujaca
uczniow do podobnybh rozwazan - nastepujaca sytuacje:

1) Opis sytuacji - Nauczyciel proponuje uczniom nastepu-
jaca rozgrywke - losowanie: Za pomocg butelki z wydtuzong
szyjkq*, zawierajacej 10 jednakowych kulek oznaczonych cyfra-
m: 0,1,...,9 wylosujemy liczbe 2-cyfrowg (potrzasamy kilka-
krotnie butelka i odczytujemy cyfry 2 dolnych kulek; w przy-
padku, gdy na dole znajdzie sie kulka oznaczona zerem, do-
Swiadczenie powtarzamy). JeSli wylosowana liczba bedzie
parzysta, najblizsza lekcje matematyki poswiecimy na klasuke,
jesli  nieparzysta - na rozwigzywanie ciekawych, a nawet za-
bawnych  zagadek matematycznych.

WERSJA 1I: wylosowana liczba parzysta-- "~-klasowka
wylosowana liczba nieparzysta-- "-zagadki

Mozemy zresztg zmieniC reguby:

WERSJA 11: wylosowana liczba parzysta-- “zagadki
wylosowana liczba nieparzysta—- "-klaséwka

Zastanbwcie sie, ktorg wersje wolicie.

2) Analiza dydaktyczna tej sytuacji: Zeby odpowiedzieé
na pytanie, ktéra wersja daje wieksze szanse zagadkom (ktorg*

* Sg takie w zestawie pomocy do nauczania rachunku praw-
dopodobrenstwa opracowanym przez Z. Semadeniego 1 A. Olecka.
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bardziej optaca sie uczniom wybraC), trzeba zastanowié sie

nad tym:

- ile jest wszystkich wynikow proponowanego losowania (a naj-
pierw zauwazy¢, ze bede nimi liczby dwucyfrowe o nie pow-
tarzajacych sie cyfrach),

- czy wszystkie wyniki sg jednakowo prawdopodobne (tu odpo-
wiedz jest prosta: klasyczny rozkdad prawdopodobienstwa
jest zagwarantowany sposobem losowania)

- 1le wérdéd tych wynikow sprzyja zdarzeniom:

A: wylosowana liczba bedzie parzysta,

B: wylosowana liczba bedzie nieparzysta.

Skoro model jest klasyczny, zadanie sprowadza sie do wy-
znaczenia liczb: n(A), n(B), n(").

Warto zapisa¢, jakimi zbiorami sg zdarzenia A i B. Samo
to zapisywanie - przekdad warunkow podanych stownie na jezyk
symboliczny, jest dla uczniow ksztakcace, zmuszajace do dys-
cypliny mySlowej (by nie opusci¢ zadnego warunku), do poszu-
kiwania najekonomiczniejszej formy zapisu (symbolicznego kodu
werbalnych informacji). Mozna zakodowa¢ A 1 B np. tak:

I tu "na oko" wydawaé sie moze, ze A ma tyle samo elementow,
co B. Zanim jednak przejdziemy do sprawdzenia, czy istotnie
n(A) = n(B), zinterpretujemy c2 graficznie. Mozna to pro-
bowaC zrobi¢ na drzewie (rys. 12), ale robi sie ono nieczy-

telne:
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rys.12

Lepsza jest w tym wypadku tabelka kartezjanska (rys.13), czy
ukfad wspdtrzednych (rys.14). Krzyzykami zaznaczono kratki
tabelki kartezjanskiej i punkty w ukdadzie wspotrzednych
reprezentujace pary: (0,x) oraz (x,x), gdzie x€{o,l...9}
(elementy nie nalezace do £2).

Wida¢ z rysunkow, ze n(A) = 9+4»8, n(B) = 5*8; prze-

283



Zatem

P(A) 58 + 1
==»PC ; P(A) = P(B iL
P6) 5.8 i PCA)> P(B) (A) (B) + h
2-5-8 + 1J
Prawdopodobienstwo wylosowania liczby parzystej jest o “fo-
wieksze od prawdopodobienistwa wylosowania liczby nieparzys-

tej - zatem bardziej optaca sie uczniom wybraC wersje Il gry.

Ale nasuwa sie teraz pytanie: czy - 1 na ile - zmienitaby
sie sytuacja, gdyby losowa¢ w ten sam sposob liczby 3-cyfrowe?
Weedy

A=|Xy,D: xe{l,2,...,9", yE{O]I1(*,,I"}t
ze{0,2,A,6,B}, xi yi z, xi z},

B ={Cx.y.z): x€{l.,2,...,9}, ye{0,1,...,9},
zc {1,3,5,7,9}, xiy/z, Xi z}.

Teraz ilustracja zbioréw £2, A, B musiataby byC tréjwymiaro-
wa, a ze wzgledu na duzo wieksza niz poprzednio liczbe wyni-
kow, stracidaby przejrzystos¢. Nie pozostaje wiec nic innego,
jak z drogi rozwazan opartych na obserwacji modelu przejsé

na droge rozwazan czysto teoretycznych.

Wréémy w tym celu najpierw do poprzedniego, prostszego,
przypadku. Zeby liczba byka nieparzysta, to w rzedzie jed-
nosci musi byé: 1,3,5,7 albo 9. W kazdym z tych przypadkéw
W rzedzie dziesigtek mozemy dopisa¢ dowolng cyfre od 1 do 9,
byle tylko rézng od cyfry rzedu jednosci. Czyli - w kazdym
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z tych przypadkow mozemy dopisaC cyfre dziesigtek na 8 spo-
sobow. Jest zatem 5*8 liczb dwucyfrowych nieparzystych o roz-
nych cyfrach. A parzystych? Jak w rzedzie jednoSci postawimy
2.4,6,8, to z cyfrg rzedu dziesigtek jest jak poprzednio - a
wiec mamy juz 4*8 liczb. Natomiast jeSli w rzedzie jednosci
bedzie 0, to cyfre dziesigtek mozemy dopisa¢ az na 9 Sposo-
bow. Stad wszystkich liczb dwucyfrowych parzystych o rdznych
cyfrach jest 4r8 + 9 = 5*8 + 1. Trzycyfrowe nieparzyster -
jest ich 5*8*8 - ostatnig cyfre mozna wybraC na 5 sposobow,
pierwsza na 8 (tak, jak poprzednio), a Srodkowg takze na 8
(moze to by¢ ktoérakolwiek z cyfr: 0,1...9, byle rézna od
pierwszej 1 ostatniej. Trzycyfrowe parzyste: - jest ich 4*8*8
(gdy ostatnig cyfrg jest 2,4,6 lub 8) oraz 1*9*8 (gdy ostat-
nig jest 0), czyli 5*0*8 + 8.

Zatenm

P(B) = '2*57IV'+ 8 »

P2 - S A PO)ZSYri POt ' Zou
Warto zastanowi¢ sie, czy jest to prawidlomosC, ktéra zachowa
sie wraz z wydfuzaniem ciggu cyfr (zob. tabela).
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(1) nie;zg)rzyste par%g)ste (4)

(I\I/)I(I) «*>>*<*>
g 5*8*8*7 4*B*8*7 ¢y 1*9*8 *7 «
*5.8-8"7+ 87 i* ¢ iuUT
5 1 1
W " P00 >P(») 0
% 5e8+847-6 4*8*B*7*8 ¢ 1*9*B*7*6 =
h * 5*B*8*7 %6 + 8*7-6 ReB*G *Aih gt
t}i 1 1
(VIXI) P(A) >P(6) o
9 S*B*B*T6*5  4e8*Be7*6*5 ¢ 1*9*B*7*6*5*
0%51 * 5*Be8 *7*6*5 ¢ 8*7*6*5 1 1
mr
u
[0}
r. analogicznie
% *
6]
a
u
Q
kA> (jest ich tyle saao)
\'
> f
0

Nasuwa sie jeszcze jedno pytanie: czy jeSli zrezygnujemy
z zatozenia "roéznosci" cyfr, to prawdopodobienstwa P(A) i P(B)

sie zrownajg?
*

"'Dduzsze" liczby o nie powtarzajacych sie cyfrach nie
istnieja. y p Jacy g Cy
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Wszystkich liczb k-cyfromych nieparzystych jest:
00

%1)
5-9-1 0 - 10,

k-2 czynniki
wszystkich k-cyfromch parzystych - oczywiscie tyle samo.
Warto jeszcze na zakonczenie zauwazy¢, Ze na kazdg k-cyf-
rowg liczbe mozna spojrze¢ jako na odwzorowanie zbioru
{1,2,...,k} w zbi¢r {0,1,...,9}; w przypadku liczb o nie pow-
tarzajacych sie cyfrach, sg to funkcje roznowartosciowe, spet-
niajace warunek T(l) 4 O.

Bedace punktem wyjScia stosunkowo banalne zadanie kombi-
natoryczne stato sie inspiracjg do ukazania mozliwych drog
jego przedhuzania (dajac mozliwoSC wprawiania w ten sposéb
ucznidw w stawianie sobie samym nowych, dodatkowych pytan -
problembw), do szukania innych interpretacji postawionego problemu
(zamiast o liczbach, mozna mowi¢ o wspétrzednych punktéw, czy
o funkcjach), do dostrzezenia przez uczniow zwigzkow miedzy po-
jeciani  réznych dziatéw matematyki.
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