
ZOFIA LESZCZYŃSKA, ZENON MOSZNER

Sur la commutativite des transformations affines

Introduction. M. J.Schwaiger a pose la probierne de dcn- 

ner l’qxemple d'un groupe ( G,*) et de deux homo.morphismes 

f. -et g iu groupe additif des ncoores reels (fR , 

a ( G,*) pour lesquel3 1*implication

f ft) g(t) = g(t)f(tj=^ A e(Rf(3)gCr) = gfrJfCo; 

nNa pas lieu.

J.iVroolewski comae le premier a donnę un tel example 

dans [.4] .11 est donn! dans 17 33 quelques consid!ration3 

gendrales eu sujet du problems ci-dessus.Nous avons ddnontrd 

dan3 [1] que si ( G,') est le groupe multiplicatif ies matri­

ces carrees non-singulieres d'crd’re n des elements du corps
, *

C des nombres complexes dans ce cas pour n^3 1* implica­

tion fl) a lieu pour chaque deux hoaomorphismes f et g 

de , +) a (G, •) et pour n> 4 cette implication

n'a pas lieu.
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Ce rlsultat entratne que l'implication (1) a lieu 
aussi pour cheque deux homomorphismes f et g de OR , +)

au groupe des transformations affines de (£* ou de (C* avec

la superposition comme l'operation.

Les considerations au sujet de l'implication (1) si

(g,*) forme le groupe A des transformations affines de

C* avec la superposition comme l'operation " • " sont

l'objet de cette note.

I. D'apres l'isomorphisms du groupe A avec le groupe 

G multiplicatif des matrices des elements complexes et de 

la forme

/ a11 a12 a13
a21 a22 a23

a31 a32 a33
0 0 0

pour donner tous les homomorphismes de , +) a A il 

suffit da determiner tous les homomorphismes de (*R , +) a G.

On a demontre dans f2] que cheque hoaomorphisme f 

de (R , +) a G. doit etre de la forme

A est une matrice d'ordre 3 non- singuliere et f0(t)

prana une des formes:



(
a o o *) U o oo &,c«
O a o foty l  /5 /  o o e(^ct)-zl) ; 

0 0 4 jty*)/ W  ^ 4 t>2Ltf

o o d(cfz(łw)^
0 4 O foG)
1 0 4 /V*)

\i /o /

/6/ ifjCł) o  €(tf3Cfe)H) 
O -1 j&jCt)

O

O

n t

A O O
O 4 O faty
o o  cfcft) e (y zty -4)J

'A cQtt) O eCjftJtgfd/fl}* 

O A 0 dcbty I;

O o <f*Cfc) e^ct)M) J

/a /

^ or, W  iof4*ft;+c<»tt) ocu(t)+̂ c-tj+do4£t)o(A(t) + ̂o(/tv)

(9 4 °̂Ci) €^(«+dofaĈ +̂ oC,?«l

c? o -1 olo f̂t) ,

(

ĉtt) o o \ /<?(*) o a(({ct)->i)+i?<jet)óęltt)

o e(ef3̂M) J j/10/  0 W. O

/II/

ĉf£-t) cftt}ÓC|Cfe) CfW)S,tU aCtfW-̂ +bcf̂ ĄłCfeJ+Ĉ oŁCtó̂  

O ty v bCtfC*)-<)

O 0 cfCfc) cCc? MH)

faitf cjc*)SM*) m*)(Wtywv) eUłffłh-O+b̂ +̂ccfftjW*) +<W
/12X o cfCt) (fftftlt) *fc>((fCt)-0 + C£ff«5,(t)

\  (3 cftt) zfyty-A) j

łoi st dens le 3uite nous onettons dans lss matrices 

la ligne derniere ?ui3que sile delt £tre toujours de

xa lorne (o O O 1 ) .
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to  ft) <f4WZty o 14 «Ąft) 0 dbW+$otAzft) 1

/43 a () ca(t) C ; /h / 0 4 o act,(t)
O o ^  of4(y 4 o/4ct)f j

t 0/15jP A
lo O

O P*<±) j
4 d«x^ I

( 4 oCjC-fc)

O 4

O O

O +■ Ąafa)'
C  d o C Ą & )

4 03 W

0  o /< Of, (4)
0 4 0 Cof3tt) j) /16/10 1 0  e f o ( £ )  t - d Ą t t )  \

P <4tt) 4 0 4 ;

fjj of,W ft) * efj,*ĉ ł e o C , \
/17/ i

O
O
4

cŁof̂ Ct) +eof4Ct) 

€oCi C-t) t .f o ( x t y

ou 0Ct ,£*<., 3*.: IR-*<E pour \? .1 ,2 ,3 ,4  =1,2,3 e t >  =1,2

ce sónt des fonctions additives,c’est-a-dire reaplissantes 

l'equation:

ftCC 11 w.) = of (6) + oc Cvt-) ,

il n existe pas dans (17)<''constante k de <C telle que 

OĈ, = k ; o t ,  if-0 t ocĵ O sauf dan3 C8) , Cfju. '■ (R'■?£v{ojpour 
^=1,2,3 ce sont les fonctions exponentielles,c'est-a-dire 

remplissantes l'equation

q>f-t+ u,) *=• cfCt) ĉ Coo),

• *) Le signe ^  designe ici et dans la suite que l'egalite' 

a lieu pour chaque valeurs reelles des variables en conside­

ration, le signe designe que == n'est pas remplie.

66



et d,e,f sont des constantes complexes.

R e m a r q u e .  Kucharze.vs ki a rernarque oue si

nous designons par 3^ la matrice qui nous recevrons da 

la matrice unit̂  d'ordre 4 par le changement de la ligne 

de nuraero i et de la ligne de nuraero k ,dans ce cas on a

[5'j*e<zC5] e* , eii, w v
ou LvJ designe une matrice arbitraire de la forms ( ,donc 

pour avoir tous les homomorphismes exiges nous ne devons 

pas prendre en consideration das matrices de la forme /5'/, 

/5<,/»/15#/,/15w/ pour f Q dans la formule /2/.

Nous demontrerons le theoreme suivant :

3i les homomorphismes f et g de fra  .*) ..a .(a. gant 

.teles que f a la forme /2/ ,cu f& est.de la forme /4/- 

/4-3-/—at a est arbitraire ou inve'rsement .dans ce cas 1* im­

plication 71/ s lieu. Si au contraire f a la forma 72/ et 

/IS/ qc-t) - 8 3q (*) ,

ou f et orennent l̂ une des formes /14/-/17/ .dans ce

cas rimplication /M _ne doit cas avoir lieu.cv33t-a-iir.£-

on paut choi3ir las oarametres dans /2/ et /IS/ d̂ une maniere 

oue 1*implication /1/ n̂ est pas remolie.

D'abord nous formulons le lemme 1 suivant ,demontr̂  dans Li]: 

II n'existe pas les trois scus-*groupes , 3* , Ba 
du groupe (® ,*) pour lesquels 

IRs3ąv&j,v&*> et &<*lR » ® st

II en resulte que si pour les trois homomorphismes 

pour \> =1,2,3 de (R ,+) aux groupes <3v arbitraires avec
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lea elements neutres 6̂  ,on a
$ ,  .

(R -  U  { t.- łV t) = e* ) ,

dans ce cas b̂ (-t)=ê  pour au moins un V# .

Nous allors de demontrer le 

Lemma 2. Si

(ćyctW) [<*(*)- (cfCtM)] =0,
ou Of- est une fonction additive et cy ,cy 3ont des fonctions 

exponentielles,alors

cyCt)&4 ou <X(t)sO et <yftr) = 'l.

Demonstration. Supposons que t  d pour un t , done

tpui3que la fonction cy est exponentielles,d' ou 

o6C-fc)-Ccf^-d) =0, 

oC C-t) -  (cy (—6) ) -  0 .

La deuxieme relation nous donna

-  cC Ct) -  ( "/0

done d'apres la relation premiere

II en resulte que (cfCt)~/f)7' = 0 ,alors C fC ^d et de 

la o(Ct)=(? .Nous avons icnc 1 implication 

ćfty+d - ?  cf«H  et oc.Ct)-0, 

d'ou d'apres le lemme 1 nous avons la these.

II en resulte le 

Lemme 3. Si

[cy ft) of et) - Ctyrtj-4)] -0 ,
ou oC est une fonction additive et <? śont des fonctions

exponentielles,alors
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^ W )z i ou S i  et oc(*)«0.

Dn effet nous avons d eprss la supposition faite

( «rw  D*«fr- ( < -  f a )1  = o,
d'ou nous avons

(ę«M) ~ B0'
puisque .puisque la fonction ^  est sussi exponen-

tielle,d'apreś le lemme 2 nous avons la these.

Demonstration de la partie premiere du theoreme.

II suffit de demontrer que pour chaque deux matrices C 

et D non-singulieres de la forme /3/ ,

/̂ /̂ C{0(*) O'* 5 H-D goW O'* Z

pour fQ de l'une des formes /4/- /13/ et gQ de l'une 

des formes /4/- /17/ ,entrains que 

/ m  1 10( 4 ) s 

On peut ecrire la condition /19/ sous la forme 

/2 1 /  |„ ( t)  fl"4 S*C-fc) £ +cC*) ft**,

ou D^C et dans ce cas /20/ a la forme

/22/ ff ^  (*) O'* 9o (t) £ SoM R *>(*> ?5‘\

Pour demontrer que /19/ implique /20/ il suffit done de
cf

montrer que /21/ implique /22/ pour chaque matrice R 

non-singuliere de la forme /3/ et pour f l'une des for­

mes /4/- /13/ et gQ l'une des formes /4/- /17/ .On voit 

aussi qu'il suffit demontrer cela pour gQ de la forme de 

numero plus grand ou egal a celui de f .

De plus nous avons deja demontre dans Cll que 1 eralite 

des elements dans les trois premieres lignes et colonnes
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dan3 les matrices du aerabre gauche et du merabre droit dans 
/21/ entratne l'egalite des memes elements dana /22/ .

Fuisque lea lignes dernieres des matrices dans /22/ sont 
egaux a ( 0 0 0 l),donc pour demontrer notre theoreme il

3uffit de montrer que sont egaux les elements dans la der- 

niere colonne et trois premieres lignes des matrices du raem- 

ore gauche et du membre droit dans /22/ .

Cas I . Soit fQ(t) a la forme /4/‘#) , c'est-a-dire soit

fQ(t) un groupe un-parametrique des translations.

Dans ce cas A fQ(t) A"4,pour une matrice A arbitraire 

non-singuliere,est aussi un groupe un-parametrique des trans­

lations , done

( A 0 0 &C t) \

A fQ(t) A"'1 = 0 i  0 h lt) ,
\ o  o 1 jv*) J

ou ce 3ont des fonctions additives,

di gQ6 /4/ ,1a relation /22/ a lieu.puisque les translations

sont commutatives.

Si g06/5/ ,1a condition /21/ nous donnę /pour les ele­

ments de la derniere colonne et trois premieres lignes/:

/ 1.1/ s

et /22/ est equivalente a :

/ 1.2/ B cfsMfaU).
II resulte de / 1.1/ que p ^ O f c j C ,

i,’ expresion " □  a la forme (o) " nous ecrivons dans 
la 3uite comme O 6  (o) .
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d'ici d'apres le leame 1 on a ou .Puis-

que dans notrs oas Cf^^l ,on a pACtf=o et da la k  rela­

tion /I.2/ a lieu, c.q.f.d.

31 gQ a les autres formes possibles,en raisonnant ana- 

logiquement nous constatons que /21/ entraine /.'2/ .

Cas II. fQ 6 /5/ et gQ e /5/ ,ou dans gQ nous pre

nons ^ , ft* , & au lieu de cf* , fa , , e .Posons

de plus dans /3/
/* y M

A = / ay vr tr 
\ a- b c jI.

La relation /21/ donnę pour les elements de la colonne 

derniere et les trois premieres lignes

/II. 1 / fcfjCt)-/()Ct)(a<V-uc) + Ê et)m)fcc-az)tfcpKux- * ‘•Ojy- 
/II. 2/ {a>ł-̂ A tef̂ jCt)̂ (xc-cudt̂ Ĉ X'ux-jcu)}v  -

-(cfeCt> -’0[fV*)u, + V€C(f5ft) -0 + PjC-t) hT]<3(€ł-R =07 

/ 11. 3 /  (cf5 (t) ~d) [Pi ftXcur-'icc) t  ? (t)-/>fcc -cyc) +j?3̂ )(u:o-.xw-)l b =0.

Pour demontrer la relation /22/ il suffit de montrer que 

/II. 4/ (V5 +eCć&̂ r) -4)(=cc-ox)

/II.5/ fcf;,OiH) L&( H-0( * * > +  fs1" * -*^)J^“

-('qr5M><)LAif'5)̂ +veCcf%t'4W) W ' s)̂ o(e+ w

/ii. 6/ CcfefcH) [Pkif'r)fâ -̂ Łc)+efćfoćr)-*) tux-'Xirflb-O.
Nous avons d'apres /21/ pour las trois premieres lignes 

et colonnes

Nous omettrons dans la suite l'expresion " pour les ele­

ments de la colonne derniere et les trois premieres lignes".
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(y}<±) ) fcfjffc) -<<) Caw-- uc) + ~ O,
- 4 ) ( X c - c l z J i J - O ,

(fyw-*) (ift(4)-*)Uc-az)b *0y

( fyU)-*) C«f5fQ-aXuz-x*) tys.0

et de plus et .11 suffit done de verifier

lee conditions /H.4/ -/II.6/ eeuleraent eoue lee suppositions 

que les relations susdite3 soient remplies.Si dans ces rela­

tions au moins un des nombres /aw-uc/v‘,/xc-az/y ,/xc-az/b 

ou /uz-xw/v -est different de zero,alors d'apres le leairae "1 

nous recevons %«»•< ou ,ce qui est impossible.

Hous avons done

/aw-uc/v=0=/xe-az/y et /xc-az/b=0=/uz-xw/v.

He en results puisque la matrice A est non-singuliere 

(aj v=D et xc-az=0 ou (a*) u=0=v et y=0=b .

Jans le cas ( a j  les relations /II.1/ et /II.3/ pren- 

nent la f eme

(cf3C t =0,

CifeC+H) £ /Vi) tcus-wc) fc>sO,

ou lył + |bl + 0. Nous avons, puis que ,

/3„C-fcJ La.u'-'uc) t x*) BO.

Les relations /II.4/ et /II.6/ ont lieu dans ce cas et la 

relation /II.2/ prend la forme

(ćf̂ CtO-M) £ /Vt)*u 4 - v l  C?(ef « 5<D,

ce :.ui nous donne d'apres W i n  que

Jan3 ce ca3 la relation /II.5/ est renplie,c.q.f,d.
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Dans le cas (o*) les relations /II.4/ et /II.6/ ont 

lieu et la relation /II.2/ arend la forae

(%C*W) v(£-oe) SO •

II en resulte d'apres f. cf^ et /xc-az/v * 0

que £ = ve ,donc la relation /II.5/ est satisfaite.q.e.d.

Dans le cas si t Q£ /5/ et gQ 6/6/ le raisonneaent est 

analogue que dans le cas II.

Dans les cas si fQ € /5/ et gQ prend l'une de3 formes 

/7/ , /15/ , /16/ on peut faire la demonstration analogi - 

queaent que dans le cas II.

Cas III. f Q e /5/ et gQ€ /6/ ,ou dans gQ nou3 prenons 

Jfo * %  »j£«> • 3 , e au lieu de <f„ , <f», , j2>», ,d , e .

La relation /21/ donne

/ II1.1 / +(£f5Ct)-'i)C*£ y -

- e C f t f y - A + z f o t y l d e l - R  s  0 ,

/III. 2/ + Cąi t±)--4')(pcc-a.z)Z ̂ OdCuK-xu) IV --

- (ćf3f r ) - M ) [ u j V - t ) + S-O,

/III. 3/(cfeftHLC$ct) M)faw--/u^a+C%^'^-o^)c +^(ux-^Jb=0.

Pour demontrer /22/ il suffit de aontrer que 

/III.4/ f<j’5</4)-'0 +(̂ (>̂ -4) (sec-ax)?' -

(<ęA('V“) -̂) [pcjg, (4)+-ye(ifiC4)-4) +« det Ą -0,

/111.5 / C«fcWH) loot'd -4) (au^iu) a t focc-ax) S' •+yfl5Ĉ

+ve(if3f4H+^sf4)l ete*- A =

/III. 6/ftf5̂ "̂)Ĉ ^̂Xa«V'-'ttc)af+§'(t̂C'id-'4)6fc--<xx)

D'apres /21/ pour les trois premieres colonnes et lignes

nous avons *)_____________________________________
*)
1 Nous omettrons dans la suite 1’expression "pour les trois 

premieres colonnes et lignes".



/III .7/ C fact)-Sf3tt))(cf5a) -4 )(au -u < )v  =0,

( % . & ) - (cfcCt)-4) (?rc-<xz)y £0,

($&(*)--O (cfe&H)(â -'u,c.)b£0,

(c£J-t) '4) (cfjft̂ Ciwc-oci/Jy =-0,

(ćf5t-fc}"0 *"<0 Cxc-ciz) b s-O/

(d[bCb)-4) Ctf5(fc)-4)(ur-oc(*-)V- so,
ou if et .11 suffit done de verifier

les conditions /III.4/-/III.6/ seulement sous ces supposi­

tions.

Nous recevons des /III.7/ en raisonnant comme dans le 

cas II

(O.*) a=0=c et v=0-y ou (a.^) x=0=z et b=0=v ou

(â ) b=0=y et w=0=u ou (o*) b=0=x.v-uz et

Sn raisonnant comae dans le cas II nous recevons dans

les trois premiers cas que les relations /III.4/-/III.6/ 

sent remplies. Dans le cas (.o-u) la relation /III.6/ a lieu 

et les relations /III.1/ et /III.2/ prennent la formę: 

(^CŁWHfcfjOt^fc-y - t̂ «̂r))ołeł-Rj 50

(%c«-4)CC^-H)k-^- to,

ou k=c(/aw-uc/+e/xc-az/-e-det A et 1 et c{bC t)$ l.

Au moins un des nombres y ou v eat different de zero, 

puisque la matrice A est non-singuliere et xw-uz=O.Pre- 

nons que y # O ,donc si k # O d'apres le lemme 3 nous 

avons ou et x fiĄ(4r) + z J%Ctf£Q ,contraire-
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ment a la supposition faite.il en resulte que k=0 et dans 

ce cas les relations /I11.1/ et /III.2/ prennent la forme 

(& * ! -< ) 6fr) +* (*,«*) deW  =0,

d'ou, d'apres le lemme 1 ,nous avons x jV*)+ z |Vtf - 0  •

Les relations /III.4/ et /III.5/ ont done lieu et la demon­

stration dans le cas III est finie,

Cas IV. Si fQ£/5/ et gQg/3/ dans ce cas d'apres 

/ 2 ‘ [ /  nous avons 

/1V. 1 / c / Ą (+) C i f t f t ) -4> Caw- ux) t> » 0,
/17.2/ oC4 et) (if j ą - Ą t e c  - a x ) b t ( U -  u $ b  =  0 ,

/ 17.3/cC,C*Kcfeft)-4) Lbf̂a-ax) t i>(uc-a£̂)J £0,
/IV.4/ (<f>, E°Lt (-y ( c m — u - c )  +V'(Qx-jrc))+(i°C,̂)+ĉ Ĵ)fax--j<rc)bl=Q

/IV. 5/(if>,tt)-'01°̂(4") (v(pec-ax)+ bC3CW- ux)) + ( W-ło* W)(aw- u c ) \>-J =0 

/ IV. 6/ aĉrt") ĈCtîUyfoCc-aX.) +v̂Coa/-<uzJ>J +

('cfettJ-OLgGcw-uc)+ b/oew'-u.z)! sO. 

Puisque d4(fc) et ,il resulte de /IV. 1/ et

/IV.2/ que b=0 ou a=0=c . Pour b=0 la relation /IV.3/ 

donne v/aw-uc/=0 .De la nous avons les cas suivants ; b=0=v 

ou b=0=a\v-uc .Dans le cas premier la relation /IV.4/ 

prend la forme:
oLtCfr) (tfot-t)'*) ( a ^ r - u c ) y  2 0 .

Puisque la matrice h est non-siaguliere et o£,Ofc) 

et t y t y ł i  cette relation ne peut pa3 avoir lieu.

Dans le cas deuxi&ne la relation /IV.4/dcnne 

oiĄ (t)( tfj,ctM)(oz-xC) iy s-0,
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ce qui ne.peut pas aussi avoir lieu.

II en resulte que b # 0 ,donc a=0=c .Dans ce cas la 

relation /IV.5/ prend la forme

oCt (t) ( cf»,C-fc) -A) (cos- UX.) b =0 

et au3si ne peut pas- avoir lieu.

II rśsulte de nos considerations que dans le cas IV 

les relations /21/ ne peuvent pas avoir lieu,ce qui finit 

la demonstration.

Cas V. fQ 6 /5/ et gQ€>/9/ et nous prenons dans gQ 

les Ćfi ,<fa , ty ,C au lieu des Cf̂ ,â  ,tfĄ , e .

Les relations /2“\/ nous donnent

/V. 1 /| t) M)(aw-u.y)+ e C?5(̂-<X3Coar)+f

del-fi

/v. 2/[d(̂ cvH)(«-iv-ncc) + eCć&CtH)(ocC'Cue)+ K%tłr)-/f)(u*-xłv)}̂ tfjfth)- 

-CŁfjW-l)c?ł€l' ft c-vĉ tfc) +V€“Ccf5ftH) 4 W-fe Ur))-0,

/V.3/ | -ue) + -cu.)4

+ (<f>, ('-)-•<) b **

-  ft) -4)  de+ ft c+) + be (M’s -4) + c ̂ 5f't)) = 0. 

pour demontrer /22/ il suffit de montrer que 

/V.4/ f d r̂ Pr)H)fu*-of»/)3̂ f3W)%-

def fi (mc p/*)+ae(cfjfe)-4)+-rf̂ c<5)) 2 0;

/  v. 5 / [

"(̂ 3 W'4)deł frfcfcfi fa) + ve (<s)) -0,

A V  /  [ ̂ fć f̂/v)->l)(aw -vuc)+? -4)(ao>-out)

-rć̂ (V)-4)def R (a p 1C'f) + 6eCc{i &)-4)-tcfoC'*)) ~ O.
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Nous avons aussi des relations /21/

/V.7/ (<f5(t)-.0 (%<*)-%«))(a.u-'u.c) V-£0,
Ct(xUt)~ t̂ c-y) fav-wc) b £0,

(%«} - %<-UKocc-q.Z') y eO, 
b 20,

(tfett) -4) Cł)-^

iSn raisonnant analogiquement coame dans le cas JJ. nous 

avons de /V.7/

(qm) ou (a*) ćfjftJsćpjJtJet b=0=uz-xw

ou (Oj) cĵ Ct̂ ĉ tt) et y=0=avv-uc ou (Q-w) u=0=v/=y=b=0,

Dans le cas (<*0 les relations ZV.17-ZV.37 prennent la 

forme

/v .8 /  ky -  deirPt (Xfac*r) tz,ps ĉ )} £0,

{Ccf%0)-<)fcb̂  deffV(cLfM+}+ efoO))}^

ou Ic=d/sw-uc7+£7xc-az7+f7uz-xw7- det A-e et et

Puisque la matrice A e3t non-3inguliere,au moins un des 

nombres y, v, b est different de zero.Soit yfO, dans ce 

cas si k±0 d'apre3 le lemme 2 on a ou <r

et x/J,Ct) + sfotySO ,contraire.aent a la supposition faite. 

D*ou k=0 et d'apres les relations 7V.87 nous avons:

*&«> <czfo<*)=0,
U(V*> *» ft) =<?, 

ccfaC-t) + c. fł5lt) £ O ,

Les relations Z7.4Z-ZV.6Z ont done lieu,c.o.f,d.

77



xja demonstration dans les cas (O-i,) et (â ) est analogue 

. la demonstration dans le cas III(ftjj) .

Jans le cas (a* *) les relations /V.1/-/V.3/ prennent 

la forme

( de*-ft (xfac-t)**pbft)) 50,

(Bfb Gfc)-A) C s (sec - ax) - e cte* A) ftfbCt)->0 

(ep4t0-d)det-A-(aji,,ft)tePfcft)) so, 

ou v̂ 3 et ê (t|$4 pour i=1,2,3 et • efoft)̂  ,

Nous avons done d'apres le lemme 1

x jbA (V) +zfoC t)=0, e-p>4<-*) + c ) et 'e = ve .

Les relations /V.4/-/V.6/ sont done remplies,ce qui 

finit la demonstration.

Nous avons done fini la demonstration dans le cas V .

Jas 71 . f 6 / 5 / et go6/10/,ou prenons a, S, c" 

au lieu a, b, c dans gQ .

Les relations /21/ donnent

/VI. 1 /{Cafê <fCfc')a;ct)lCcLW-/uc) tĈ <f̂ )W+«Ctf(t)-<)J(UJr-»X̂ )t 

+ 9 fcf ct)-d) (set- a*)} y - (cf (t-) +y e(cf,ftH+

-t * fad)) - ̂ ft) ̂  et) (u fie t) + ve fcfjtt)-*)+iv-/?>9 ft)) £ 0;

/ VI. 2/ { C£(ifCfcH) t S ftiLfaw-*tc)+CBTcf +?fcf «̂ )J (ab5-*iv-)+

+£ f<fft)-»0(?CC-<w)}f<f5(t)̂) v-- fyU j-Ą cU l A-f-vt/V*)* ve/cf,ft)->0+1/(3,60)50, 

/vi. 3 / ft)-i) t£ tfC0Sr4(t)J(â -ntc)+ cfft3cq.ft)+ c(cf -0Jfux-*w)t

* Ff«fCt)M)6cc-ax)j(<ftCtii)b -ftjftj-̂ êł-Rfaĵ W+bcfcfsftJ-nJ+ĉ eO)-

- ^ £•<) + vefcfv,et)-/) -tw/33et)) s0

et pour demontrer /22/ il suffit de montrer 

/ VI. 4/ {[a ftfM-l) t b f/r)̂ HJ Caî vcc)+t5 (cf + Z(tf («)-/)} Ouz-sar)+
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+ S (if {*-Y4)(oCC-a.T)} C tfj(/fi-A) y  - C«f(<r)-*Oe>ŁefA CvCfa f-j) t-ye ćcfofsW)* 

CJCt')«,(<rW+ft C'û f-4)-łvefcfj,C4H)+*r̂ fo)) eo,

/ J1.5/\ CS fcf W-*)+B ćf M X) WJ (atr-^tc)+CE«? W3*(<**)+c (cf('r)-vi)](Lu->x/)t 

+ b(cf Ŵ )0«-a*)} 6f̂ 4W> V- - (cf M̂ ')cteWvrtt̂ f$)+vefcfiĉ T<)+̂ f>b(Ą)=0,

/VI. o/[[a(ajOr)-/<)+E tffo-)̂(źr)XCa4y'-*tcc)+CScff»)ô(<r)+6ftfW*4)2f'‘*JC''=<K) +

ł “5 CtfCoi-̂)f5cc CĄ-ri) b -Cif frN)deł-»Hajy<)+bef(fof̂ > cfoh))-

- «f M S Ł W  dew* ('Kp/o+*e fcftfcW) + ap9r*)) h q .

Lee relations /21/ donnent aussi 

/VI.7/ Ctf3«M)(aŵ 4tc)*sO, 

aA«r) (tftC-fc)-*) (CUS-'U.C)’* £0; 

o?4tt) CajjCt-)-̂) f/w,*-octv-)v- eo; 

or*/*) Cvfo(Q-4) ( u x -  oCu) i>- = 0 ,

joT/i-) C-yfanr-'w-c.)-vCocc-afc)] 13*«^y Cta-aĉ )} (tf*,&-*) *0,

| SjC-t) Cbf ux - x w-) - V-Cxc -a»;j tSC,W b faw-wcc)̂  CcftCtH) £-0,

3i au moins un des nombres v/aw-uc/ ou v/uz-xw/ est 

different de zê o.donc nous avons Ŝ (Ąs.0 eS^CĄ .In raiso- 

nnant dans la suite comme dans le cas V (aĄ) nous avon3 les 

relations /VI.4/-/VI.6/,c.q.f,d.

Considerons le cas si v/a'.v-uc/=0=v/uz-xw/. Nous avons 

CoO v = O ou Co*) w = O = u .

Dans le 0 3s (oi4) les deux relations dernieres dans /VI.7/ 

donnent oQ(ł)/aw-uc/ + ft) /uz-xŵ 0  et dans ce cas la 

relation /VI.2/ prend la formę

C cfftrH) tt) + C-tJ) Crteł» £ 0,

d' ou d' apres le lemae 1

-û /tf+łŷ C*) £Q.
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Les relations /VI.1/ et /VI.3/ sont dans ce cas de la

forme

- def-fl(xfacwtx|V+)H

(ifrt)-0 {(<f&ce)-4)fct>~ d t i f K a f a W + x f o C Q ) }  * 0 ,

ou k=£/a.v-uc/ +b/xc-az/ +c/uz-xw/ -e»det A . 

an raisonnant dans la suite comma dans le cas V. C o -a ) nous 

constatons que les relations /VI.4/-/VI.6/ sont remplies, 

ce qui finit la demonstration.

Dans le cas. (et*) d'apres /VI.7/ nou3 avons de plus 

SC| (*■)s 0  - & % t :t) ,d'ou la relation /VI.2/ donne

(tfÔ McfljCtJHXscc-axJvCB - ve) =0.

II en resulte que *b* = ve et les relations /VI. 1/ et 

/VI.3/ prennent la forme

(c?(t)-'0(x/5/,C-t)*x/*»,C«) cleffl 5 0 ,

CcfC^-^Ca^Cł-J-i-c^sC^rtePA sO.

Nous avons d'apres le lemme 1 que x f i Ą Ct) + z f t $ i t )  *0 

et âC-t) +c f o c + ) s O , les relations /VI.4/-/VI.6/ sont done 

remplies,c.q.f.d.

Si fQ 6 /5/ et g0€/11/ ou g06/12/ ou gQ«./13/ 
la demonstration est analogue comme dans le cas VI.

Cas VII. Si fQ€ /5/ et gQ e /14/ ,ou dens gQ pre- 

nons cT, “e au lieu de d, e ,

La relation /21 /  donne
/VII. 1 / fcfsĈ)[(orsCt)+̂ 1ct))(a*/-uc) +9ĉtt36«-aA)+(ofyt-) + ^ c i k ^ u x - x u ) J i j -

-cC,ci)Cu,|?i,(t)+v€(t^et)--ó+ det- ft ~0>
/VII. 2/ (cf/t) -h)EWjOJ+ -w c)+ t JxiCtJ)(u*-.*v)J w=0,
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/VII. 3 / --Ogtjtt) + (W-wx) + â fł) C*c- ftzJ+Cot̂ tJ+l̂ )h it-M )] b -

- 0CA(t) O^O) + v€(cp5f« '4) + /io, C-t)J C< e tr fr = O

Pour demontrer /22/ il suffit de montrer que 

/VII. 4/(tf5tó'-<)li<3̂/r)+ ‘jfor/ć̂JCcû-uc) +d<XiH(XC-a. +fo'*H'ćur-:*‘<)]y “

" tv-e(cf5 Cl>H)+0^5 5<}

/VII. 5 /  (tf 5 (-$-*9 Oty M+f/̂ Jfa*<MWc) ł-ScC, (<») (xc-ax-)+(<fHM t  Scx/Crr îu-x îT^O, 

/n i.e /fyW lfcM + faW M tw i+ fąc tite rad H ącn jtg tfM u s^ a iflb - 

-0̂/r) Cu/U*)+ vefefeĈV) deł-ft- ̂O-

D'apres /2.1/ nous avons aussi 

/VII. 7/ (̂̂(cfjftJ-vtXcuV'-̂tc)̂ 2 0,

CfoBHV *« -*«)* a°' 

o(tWfcfjWH/(aw-4tc) v so, 

oG.ft-JĈ -̂'OC'vox-ocŵv *0,

(tfjlłjM) [<<(*•} ({cuv-̂co)̂ +v-(aM'OCc)) +c4Ct)Cî6'jcu*-)y] £0, 

tyjCi)-*) £ ° C | b  +ofa,ft)((u«-JĈ )b+v-(fa*-̂ )3 so, 

ou oĉ CQ̂ Ô QfiCt) et ,3n raisonnant comma dans le

cas II nous recevons des quatres premieres relations dans 

/VII.7/ que v=0 ou w=0=u .Puisque la matrice A est 

non-singuliere les deux dernieres relations nous donnet 

que v=0 et de la

ĉc-t) (aw-uc) +orLft) txuc-xis) so,

ou /aw-uc/*/uz-xw/+0 .11 en resuite que la relation /VII.5/ 

a lieu et puisque a<*,«r)sC<*jtt) , les relations /VII.1/ et 

/VII.2/ prennent la forme

( f y t y - A ) Sfo(,ft)(xc~axUy ~
- oCąCW Coĉ Ct) + de-t-ft =■ 0,
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(cf.jCV)-x) [orftC4>) (aw-wcc.) + ocHCfc)(nx-ur) t ctautyCxc-axJlb -.

- ofj/P) £/U.f?MGt) + /ŷ-(̂J Cv) J c(e<- ft ££),

• . ,u = aw-uc
ou ' «.z-<5a/-0f<tt) •

Si dans ce systeme nous considerons c<,(4) Du.flk&) "* ̂f̂ jf+)Jc<eł ft 

a t (c{5 Ci) ~<) (aw- -vec) t<*M «d (û -ocw) + cfo ctj Caa-as)!

comae les inconnues,le determinant /uz-xw/**det A est dif­

ferent de zero.Puisque oc„Ct)£Q et done

cCjfv) (aw-rvtc) + oTv W) (<v<jc-scw) + *0

et sp,

II en resulte que /VII.4/ et /Vll.5/ ont lieu,c.q.f.d.

Gas VIII . Si fQ€ /5/ et gQ6 /17/ las relations 

/21/ donnant aussi 

//III. 1 / ofttt) C->0 (ou/--ncc) V- £Qy

ofAH:)(cft,CM*‘<)(aw'-'uc'>t> £<),

(aw-rt̂c) i>- =0, 

of̂Ct) (tfic44H)(aw-/w.Ot> e.o,

(<fe(t)-̂> Cot,CP)(a)[aw-vw.c)+vda z - s c c ) ) + oGet-) b (aX-nrc)]

4c^u) (nfav/-rvtc)+bfxw"-ux))J
ou of/|W) £G$ch(.4) ,il n'existe pas un k de C tel que 

<**«$* fcor/4) et . 3n raisonnant comme dans le cas II 

nous recevons d'apres les quatres premieres relations dans 

/VTII.1/ que aw-uc=Q ou v=0=b .Puisque la matrice A est 

njn-singuliere les deux restantes relations dans /VIII.1/ 

donnent aw-uc=0 et oC,C4)0- + ofACP)fc> = 0} ou vb£Q ou v=0=b 

et / o/4Cf) = c> So/» CP) ou contrairement a la supposition

faite.La demonstration dans le cas VIII est done determines.



CasIX. f0 e /ó/ et g0 6/&/,o'd dans gQ nous prenons 

* ̂ 5 > Fi » 2f , S au lieu de cfe, , cfb , p, , <f , e .

D'apres /2 * \/ nous avons

/IX. 1 / a(%«̂ ,0[Ĉ ttH)Cv*-bw-)x +(*&(Jk)-*)(0LU-uc)y3 +

“ EpcsC (cf̂cvj-o + ye(vfiU)-4) -ł deJ- fl +

+ £ +  ftf3ftJH)(occ-a*) y J i

+ $^^£Ccfe£d|“4)(̂ w~-v*)5C ■ + 1  -0/

/IX. 2/ cTCefa, <*)"») -m) - b ̂  «.+ (<f9Ct)*)Ca.v -'Uc)V-J +

f e C^W-^£(cfzL*)-4Xb*-ye>)u,Kef̂c-fe) H)cscc-uz) l̂ * 
“CTsW^tuctf cf̂ W-O Gfc«M +*rfaC4)}c(*ł fl- +

+Fb^ L^-H) CąjW- V2)'u4-(cf5C+)-<) (atSC-SCfc/XI «• 0 ,

/IX.3/ ^ « ) - > 0 c-v-c-+ (Vf3 (*;-*)(aw--itc) bj t 

d g' C ifettj-d) °/cLf fcfj c-q -1) (af-<o-») bj+

vs*)a+C«f5«}',0 CatA-̂ ĉ  bj 2 0

et pour demontrer les relations /22/ il suffit de aontrer 

/IX.4/ # («ĵ H)ft<k£4)-4)Cvc-bir}ae+Gf̂ W)-*Xa u -**<0̂  1t 

- ( ^ h )[3«( (cj»f4)-o +-acrcf5r<s)-d) ^ 4  +

d Cb*-H®)sc C» -OA)<y j t

/IX. 5/ 3 CCtfjtfol-iOfvc-bw) 'lc t

+ g'/c(3 Ct)-*) LĈy-fl-̂ f b*-yc) **• d (<f*, WH) Cocc-â ĵ j -

[/ueC Ctfcfo) ~*> d >€ -»0 d f/*)J 6>(̂ n t

+ JV-) +ftfłC4)->l)C'VŁ:s-«̂ )l>-J £0,

/IX. 6/ 3 f/cfjW-̂ ) fvc- bŵ ct -t /̂f/s)-/!) fair- ut) bj-f

d g G& Cr) -4) Ef<(,//«)-4) fhtc- y < p a + -4) Core-cue) bj + 
d|>3 C<r) V»)a + ('u,Z.-'2Ca) bj = o.
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De plus de /21/ nous avons

/IX.7/ [(̂ CV)b«-) w  »,CH-<) (au—uc)x>J = 0,

/IX.8/ (Ćfxtt)-<) fti&CtH)(vc-bw)at bjSO,

/IX. 9/ $j«d)Lftbt̂ X̂bx-aOX+Ctf̂ -̂ facf-ouc)̂ J £0,

/ix. 10/ ({fecym)£ fc&c-y-̂) rt>*-yO a + 5 et) ̂<) c:*c-a*) t>3 sq,

/IX. 11 / f + (c(bc*i~$l*z-oCu) y} SO,

/IX.12/ OfjttM)£Ctfa.ĉ t O ^ t e ) ~m) ('VUC-ocw}v-J = <?, 

ou &<*) *-f * Cf,ctj et Cf3<y. •

D'apres ./IX.11/ et /IX.12/ on a %  *>=<«. OU ££</*) =i OU 
Ccfc/f*W) f V ” v*) :* f  ~0f•wx’-jav)y -O,

/IX 13/ CojŁct)-'0(,'y«-v«) vt * Cif»)(̂ -̂ 'X'iA/X'oCu)v- -0.

Si dans ce systeme Cefat*)*’0 C-y ur - v») et ftjjftJ-Ofi-cc-tfCw)

sont les inconnues,alors le determinant de ce systeme est 

egal a xv-uy = 0 .Oonsiderons les cas 

to,) xv-uy #0 ou ćb) xv-uy = 0.

Dans le cas (a.) nous recevor3 du systeme /IX. 13/

CcfĵCt) -̂ C-y w- v*j = 0 - (y ̂ Ct) -<) Cv-X-ou*).
Si l'un des nombres yw-vz ou uz-xw est different 

de zero ,nou3 pouvons supposer que yw-vz * 0, puisque dans 

le cas uz-xw #0 le raisennement est analogue.il en resul- 

te dans ce cas d'apres le lemmelque = i  ou % * * *  ou

tfccy=/L ,ce qui est impossible dans notre cas. De la 

yw-vz= 0 =uz-xw ,d'ou w = 0 = z .Dans ce cas les relations 

/I w.8/ et /IX.10/ prennent la forme cf2Cb)s4 ou ou

(W*)-*) V-tt =0;

*3a ~ fL5*,ct)"w) t>JC - O •
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Si dans cs systeme nous prenons ftfaOft' f )o- et (tfjb

comme les inconnues,le determinant de ce systeme vx-uy 

est different de zero.Sn'considerant comme ci-dessus nous 

avons a = 0 = b .Dans ce cas les relations /IX.7/ et /IX.9/ 

ont la forme

(Qfj}C*)-£k«0) v-uc bo,
C £&w  - %0») ( -cfjttD aryc £ <?/

ou c f 0 ,d’ou

(a*) £&,<*) e ćfjC-t) ou (<**) efcO) =c{$C+) ou 

(Oj) v = 0 = x ou C0*) u = 0 = y .

Dans le cas («<) la relation /IX.6/ a lieu et les rela­

tions /IX.1/ et /IX.2/ prennent la forme : £}*<*) = 1 ou

-stoev- ł-̂ uy-ŷ Joc +/<f»,f'*3-<)(oce-u.9-€30>-+euyjy =0, 

CtfxM>)"*)fv5C -djev M)fx?-u3-«cĉ +eu.y)w = 0.

Si dans ce systeme C /vcf-dxvfduy-ye/ at

Cef̂c*-)—<)/xe-u3-exv+euy/ sont les inconnues.la determinant 

de ce systeme xv-uy est different de zero.Puisque 1 ,

<6P i*i*<1bCQ nous avons

v3-dxv+duy-ye = 0 = xe-ua-axv+euy = 0 .

II en resulte que les relations /IX.4/ et /IX.5/ sont 

satisfaites, q.e.d.

Dans le cas fa*) la relation ATX.6/ a lieu et les rela­

tions /IX.1/ et /IX.2/ prennent la forme

(^ (■fc i-'O C cfj^ -O C Sf-'sect ft BO,

Ct&tt$-4)C<k,ctM)C c-vu>C-veJoteJ-R 20/

d'ou nous avons. "u-xd-ye = 0 = sT-ud-ve .11 en results ■'
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/IX.4/ et /IX.5/ sont remplies,c.q.f.d.

Dana le ca3 (a-j) la relation /IX. 6/ a lieu et les rela­

tions /IX.1/ et /IX.2/ prennent la forme 

C fcl - ye) vujc. £0/

(g--uxl)vtyc S-0 ,

ou uyc # 0 .De la cl-ye = 0 = e-ud ,d'ou les relations 

/IX.4/ et /IX.5/ ont lieu,ce qui finit la demonstration.

Dans le cas Cci-u) la demonstration*est la nieme que dans 

le cas (a5) - .

Dans le cas (b) les relations /IX.11/ et /IX.12/prennent 

la forme

-4Xcfc,c+) C *x- u£)h b o ,

-‘SVbX ioc- vex) v- = 0,

d' ou

Cb«) = • ou fbj,) x = 0 = u ou (b̂ ) y = 0 = v . 

Dans le cas (t><) les relations /IX.3/ et /.eX.10/ ont la

forme

(ć&Ctf-4) ((&(*)-*) (av~ ut>) c 5 0,
(*^-4)cxb-ay) c £O,

oil I av-ubl+ |xb-ay[ * 0 ,d'ou c = 0. Les relations /IX.7/ 

et /IX.9/ prennent la forme

C %,«)- «̂r)) Cav— vcb) w- £ O,

C «?*«•)- (cqxW "«) Cxb-ay) X5 0 ,
oil lwl + |z|f 0 .Nous avons de la £Ć̂ Ct) ,alors /IX.3/

irend la forme

|̂CV) (eĵCtr)~<0 (d/ćyw- vds) + (wx-oek/Ob) SO/
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% ^
ou /yw-vz/a+/uz-xw/b = dat,, ♦ O ,d ou ŝ̂ )=0 .11 en rśsul-

te que /IX.1/ et /IX.2/ prennant la formę
k  -  d e i  R (3aC+) ;ę j  = O,

/XA,U/ £Oł

ou k=/ctw-ez//a.y-xb/-/xd+ey/detit at

l=/cfw-t3z//av-ub/-/ud+ve/detA ,

et au aoins un des nombres z at w 33t different da zero. 

Puisque xv-uy = O les nombres k et 1 sont proportion- 

nels .In raisonnant analogiquement comme dans le cas III (â) 

nous recevons des relations /IX.14/ que k = 0 et

Les relations /IX.4/ et /IX.5/ 3ont satisfaites,oe qui 

finit la demonstration.

Dans le cas (b „) le3 relations /IX.3/ et/IX.1l/ nous 

donnent ćk«a=4 ou ou

(tf. ctM)(v-c- bur-)a -V H)ab^ = O,
/IX .1 5 / , w

C^ctHKt>*-yc/a - (t(6cł)"()at>* "O,

3i dans ce systeme efa,Cł)-4 et cf90t$-4 3ont les incon- 

nues.alors le determinant de ce systems ast egal a 

-a4bc/zv-wy/,ou a/zv-,vy/ f 0, Si bo £ 0 ,alors le lemmelnc- 

us donnę qa(4) = l ou ou tftjHr) 5 1 *cfoCi) ,ce qui est im­

possible dans notre ca3.Considerons done le cas bc = 0 

et les sous-cas:

(b*«) b # 0 et c = 0 ou b = 0 = c ,

pui3que pour b = 0 et c # 0 d'apres /IX.15/ nous rece­

vons <{*“■>51 ,ce qui est impossible.

Dans le cas (b*i) les relations /IX.3/ et /IX.11/ donn. 1.
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<&,(*)£cfoO) et les relations /IX.7/ et /IX.9/ prennent la 

forme

(cfj,̂ ) CJfc/t) -tf3c«;a* y =0 ,

ou a f 0 ,a ou

OU (bi4Ł) w = 0 = y ou (b̂ *) v = 0 = z . 

Dans le cas premier par le raisonnement analogue comme 

dans le cas Cbf) nous recevons que /IX.4/-/IX.6/ ont lieu. 

Dans le cas relation /IX.3/ donne T W * o  ,d' ou

/IX.1/ et /IX.2/ prennent la forme 

CćĵC4J-i0̂jCfe) zdeł-ft £0;

C?-v<) so,

ou avz = detX # D , d'ou et e-ve = 0 .De la les re­

lations /IX.4/ et /IX.5/ ont lieu ,ce qui finit la demonstra­

tion.

La demonstration dans le ca3 est analogue que dans

le cas (t>j<a),dans le cas fb*x) elle est analogue comme dans 

le cas C6!*<) et dans le cas C b$) comme dans le cas Cb0 .De cet- 

te maniera la demonstration dans le cas IX est terminee.

Jas X. fQfc /6/ et gQ 6 /7/ , ou nous posons ,5̂ (

, et ,S dans gQ au lieu de tfo , <<4 , ofa , , e .

La relation /21/ nous donne 

/X. 1 / («sCq +jj?Sf«*«a)b*rjx +(<f»,«J-'d(ouj~tu )y}+

4 3óc4c<4 GtyuH* cW f-yC.)XtĈ ctjm)Cxt-oaOy J +

4 c(^ct>-4) CCtfet*)-*)(yw-var)sct-<)(“*''jcw)y 1 "
- ot4 Ct) Ou-et CĉCt)-/) + + <w ft = 0,
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/X. 2/ CV) + ̂S4*C+>) QC<fa.Ct)-0(v-t-toW-) V<- -f (cf5ct)-i)(o.w—uc)v- j +

+3'S'4(-t) QCtĵctj-̂CbJt-yc) u,+Ĉ 5ct)-M)cpcc-a2,) vj f 

* £(%Cfc)-4)[((&'C<4~4)('dVic)'w.+-ftęJc+)-()C'ur-ocw)i>'J 

/X .3/ f a,*ce)nC<f^-4)Cvc- bw)a+C<fc«-)-0Ca< -̂ ue jb jt

+ 334it] Cft̂cy-««) CbJL-yOafCtfjCti-̂ Cxc-aZiJW +

+eCćfo«H-4 )[(c b ,a )-4 )(y *r -v z )a , ł(e fsc t ) -< ) ( tu t 'X w jb j-  

-  W-0 [adfĉ tt) -<)4 t>e CtfjCt) -<) + cjb3(-t)] del fi 5 0.

rour demontrer /22/ il suffit de montrer que 

/X.4/ Ĉ fr) + | S?,V)) [(tfjU)-*) (vc-b>r)x  + (̂ (4) -4) (a w - aO y 3 1 

+of 3 /r )  [jCcfj/WW) Cb*"yc)x+f^3 C-i)->0 (xc ~&c) y 3 +

+ 2 (?*C"i-4>0'qttC4N)ly*r-v3dx + -

- Ą W  (juxt (t̂ C/rt-̂ J+veCcfjW)'̂ ) t/w|35C*)3®<&ł fi =-0,

(cfjM+|̂ lĈ )CCtfe(0)-«)(VC-b̂ )u.+ (<fe&H>(a»-uc)irJ +

+ aSt«M C.CtfJ,Ĉ )-'0Cb*-yOrc+ Csxrc-ax.)t>-J■#•

+ £(«£c*V-0 ft«f* W>-*) (y w - w*) u ł- 20,

/X.6/ Só̂ ŁĈ)CCfcfctó) --OCVc- bwDa + C<f5(<i)-/0C£W-U.Ob] f

t [C«J*,M>-4)Cb*-yO«.+ CtfeM-’Ofocc-o*) bj +

+ d'etre*)-*) y n - v-jc)a,+ćef s -OCa** - oc w) b] -

âoLCt̂ C'iV̂ ■(• beft̂ 5f<0-4) +cj35C<f>X<r>(e+ fi 50. 

De plus d'apres /21/ nous avons 

/ X . 7 /  f %  C«--O CC«fa|rtW)( bw~-vc) cl + Ccf£tt}h )C-u c - cu^) b j £ 0 ,

/X.S/ (EfoOfcM) [j:cfît)--OC-yw--vadv.ł-Ctf3Cil-OCvx-acw-)‘v>-JeO;

/X.9/ Ĉ j,cfei"0 LC^C -̂'i) Cbz-yc)a+ CtfjC-bj-̂ )focc-o») bj +

+ S?*Ctf Cf«fzŁt)-4>Cbw-v-c)at c^cw-OC-wc-cu^) b3 50,

/X. 10/ Ĉ ,c-’)-/!')Cfc(ACtj-«0(yw-fCifjf-tM̂CatJC-oav) yj -
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- of«(V) L(Łfł,Cfc)-A)(rj*r-V-ł)u + C<fjCt)-0( u x - jc u ) V J BO,

/a. 11 / cC,Ct) [̂cfAa)-«)fv>c- IŁ + CaiJ—uc) o 2 £0,

/X. 12/ a^LCjfcOH) C»tCv̂ -bw-)-«.CbiC-yc)) +

+ fc(ft£«-i)(v|(ttur-UC) Ą V"Ccl2-xc))J SO, 

ou 41 , &,CŁ)*0 , cfcO-) 4 X 5 ĉC*).

Nous avons des relations /X.3/ et /X.10/ que ou

+ Ĉ iM-̂ )Cu.Z-Xu)v =0, 
(t̂ CtJ-vOCyw-v*)̂  +ćef*tt)-'ÓŁ«MS-*M‘>«J -O.

3i nous consiierons dans ce systeme Ctf»,<v)-̂(yw— v«)at

(uz-jcis) comme les inconnues.le determinant de ce sys­

teme est egal a uy-xw .In considerant le3 cas uy-xw t- 0

ou uy-x.v = 0 et en raisonnant comme dans le cas IX,nous 
avon3 des relations /X.7/-/X.12/ que w = z = 0 = a = b

et CfLct) s-cfjOt) .Les relations /X.2/ et /X.3/ prennent dans 

ce cas la forme

(ocv-w.y)cof s-0, 

fact) (qxGr) -a) (x^- u.y ) cL =■ O,

ou /xv-uy/c # 0 ,d' ou “3 = 5 et £5ct)aO .Les relations /X.5/ 

et /X.6/ sont done remplies et la relation /X.1/ prend la 

forme

Qofjtt) - Ŝc-t) (.■«•«* +■ oe)3 *4e4- ft =0, 

d'ou — S?4tt>(vxl+ve)=flLa relation /X.4/ jst done satisfaite

et la demonstration e3t terminee.

3i fQ 6 /6/ et gQ prend l'une des formes /14/ 

ou" /15/ le raisonnement comme dans le ces X nous pelmet 

de conclure que les relations /22/ ont lieu.
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Jas XI . Si fQ ®/o/ et gQ 6 /8/ ,1a relation /21/ 

donnę

/XI. 1 / L( - 0 ( vc - b w) a + f cf j, £*■) -i) Cav ~uc) bj -0y

/XI. 2/ c<iĉ  cb z - C  tf5«)-<X=cc -w) b +

+( ̂oĈO-)4c«t(t))[̂c{ŁC+J-̂)Cv-c-t>w-)a.+ CtfjCłd-̂ Cau-at c) bl =0,

/XI. 3/ otA G<3 CCekC*HX(b*-cy)a- <x( vc- bw)J+Ĉ(ti -<)( b(pcc-ox)+v(uc-auf))J=q̂

/XI. 4/ ci<(t)(jfifiCt)-̂)(3C(Vt:-bw)-ufbx-yt-))+/Łf»>ct)-4)C'vj Câ-«x.)+vCaX-occ))J + 

+f£tf.«łCt)+c£,«:)) [fĉ Mr) -4) (y c-bz)a Hy >/*■} -O Cax - =*c) bj =0,

/XI. 5 / rf„ (v)[ĉj.W bx-y c)-a( y u-V-*)+ fo<rf-az)-ł b fscw-ux))J+

4(l«CizW  £ O,
/XI.6/ oC<,Gt)£Ĉ -<)(afbx-yc)-(Xyw-V4))+fŁfłCt)--()fĄJ&c<r-ax)+vf3tw-uz))J+

+( ̂ tC0-to&(̂ R<fic*H) Ĉ Cact-b̂ ) -**)) +

+ f cf$C+i-4) (-yCô -zuc) + - u*))] =0,

ou ĉć-fc) ?0*cfjC4) et c&.«3 f 1 ą cp9«-).

Nous avon3 des relations /XI.1/ et /XI.2/: oc,C-t) = 0 ou 

(«fett)-4) (vc-bw-)«x +• Cciu--K.c> b

C«b,tM--<)(b*-3e)a + dxc - ax ) b -O.

Le ilterminant de ce systems, ou C c et (<fo(*)-4)b 

sont les inconnues,est śgal a c-detA .Considerons les cas 

(a*} e t o  ou (<»a) c = O .

Nou3 avons dans le cas (a<) ,puisque <{*(*) 4-i 4 (f} ft) et o4,0t)$Qf
/

que' a = O '= b .11 en resulte que • /XI.3/ prend la formę 

of̂(V) (<ĄJM- cf$Cb) uv-c = 0,

ou lul+|v/4’0 .Si u = O et v 4 O /le raisonnement si 

u 4 O et v = O est le meme /,alors /XI.5/ a la formę 

oC, W  ćif3c*)--0 v-occ =0
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ce qui ne peut pas avoir lieu,puisque vx f- 0 ,car la matri- 

ce A n'est pas singulisre.

Si cfoCt) ,1a relation /XI.4/ prend la formę

oC,(4Hcf*C*H)(vx-uy)C =0,

ce qui est aussi impossible puisque c/vx-uy/ £ 0 .

Dans le cas (a*) la relation /XI. 1/ prend la formę 

o(<Ct) (<?*«)-<fr(*>)a-bhr i-0, 

ou |al+lb|# 0 .Considerons les cas '

(a41) w .̂0 ou (CLjjJ) w — 0 ♦

Nous avons dans le cas premier 

(din) ou (CLziz) a :  0 ł b ou a = 0 = b .

Ici dans le cas premier la relation /XI.3/ prend la formę 

oc,(-fc) (tfoCt)-4) (ub-av“)w =0,

d'ou ub-av =0 et de la la relation /XI.4/ nous donnę

c(«(t) C^CO-4) (ocb-ay) w-

ce qui est impossible puisque rb-ay # d , car A est non- 

singuliere.et ô (-t)̂ 0 et f i .

Dans le cas (tt̂ ) considerons a = 0 et b 4 0 /le cas 

deuxisme est analogue /,i'ou la relation /XI.3/ donnę 

cC|CfcK«feW-4) bu. w =0.

Si u = 0 la relation /XI.4/ prend la forme

or4M:)(«kCt)-4),xbfcr =0,

ce qui ne peut pas avoir lieu.

Dans le cas (0*1),si w = 0 d'apres le raisonnement ana­

logue comme dans le cas fen) nous concluons que les rela­

tions /21/ ne peuvent pas avoir lieu.
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Cas XII . fQ6 /S/ et £c t  /9/ ,ou dans go orenons 

,Ćf5 ,of ,g ,f au lieu de Cfc, ,cf6 ,0ft ,d ,fi .

Lea relations /21/ nous Aonnent 

/XII .1/ a. [(tfaCłJ-̂ scC-̂ -bw) +(cf3('fr)-<>‘vjCaw-atc)J+

+ HY&CtW) LCĉci:>H>x( bar- yc)+(«jjjCt)-4) y U c  -a z ,)\ +

- CcfrtM-rt de< A£5cd(cfLct)-d)+̂ e(if%c-t)M)+̂ 5t*)J so, 

/XII.2/ a(ćfî -̂ £(ĉ /C4)-d)xc('vKr-b̂+C«Jf3et)H)v-Caw-'̂t)l +

+ e ĈW-'«)[Ctfzet)-<)ai{bx-'yc)4((f%ft)-/OV"G>cc-a40j + 

d̂fć̂c-fc) ->0C(t(aCfc)-4)u(‘\J«J‘-‘»*) +Ccf̂  -4)+C*x -3cî)J ~

- (£&C*H> [vd (cf̂ -<)+-»€ 0<feCfcH>+ '"■fa WJ ̂  * 30,

/XII. 3/ ̂ -*)[Ctfa/4)->f)a-bkr'i + tKaw—u^J+

+€'(̂ c«-0 [C^ M)a(b2-yt) + bfocc-ax)J+

+ ?( ż&ftH) [(tfaĈ -̂ aC-yiJ-V*) +fefe«H) b(w<rjcw)J -

- C^W'‘i)eCcłR-Cfu<C«fa-tt)‘,/0 + beCtf$ttM') + c/isftU =0 

et pour denontrer /22/ il suffit de montrer que 

/XII.4/ SfĈ C'W-̂ RojjW-̂ scf'VC.-b̂ ) +fcfif/5)̂),yC|aw-'w-c)j +

+ c (3(£.«)-4)tC^W-Ąsc (br-y d)4fif5 W-4)-y facc-ax)J t  

+ M  -4> EjftfJ*) --6 =e (y *•- “»«&+ C ~4) y ftcz-acw)j -

- (cRM-OdeJ R j>d +ye(<f5C'f)-J) +xfyK)l 5 0,
/XII. 5/ cfCt̂ ĉ J-'OR'̂ d) -4) at (ax-b̂ )* Ccû -u-O] +

f £(£kc^-<0[Cckra^i^bx-yc)4Tcf5r*)^^“ c-«*)J *
+ LfifeW-Oti fyW- v*) +f̂ WH)̂ (ux-ocu)J-

-  ^e+

/XII. 6/ 9f£t$̂ W-*0 Cfcfifai-̂CLC'V-c- +• Ctf3«)̂ ) bfcuv-aty] 4
Uq>.W)-<)a(b2-yĉ f ffl-O bfort, -£wt)J -ł
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+ T(ifoC'ri'M) aC-yt̂ - vâ +(tf%W-4> bt'M.X-oewiJ -

. -CćfifrrH) Lcvc(CcfaĈ H)+ be(<fjCi)-/() +ĉ C4)JsO.

Nous avons aussi des relations /21/

/XII.7/ (̂ 3£ł) -uk«r)) CCtfa,Ct)H)aLCvc-bw“)* v£a*>- u c )}s 0,

(({jt-t)- [(t̂ Wrl̂ atv-t-bw) bfaw- uc)j eo,

ć̂c-tl) LOfeU) H> ac C bjs-y c) + Of3 «r| y(.oa-aJc)J £ o,

C6gW-$(*)i HCifaC*H)aCbz-yc)ł̂ bciłH)bC3a-â J *0,

C£&«*)- ty "!)) jlCl̂Ct) -<t) x ( y  « - * * ) • * ( yi (-uz 'OĈ )] 50,

(ĉcti - ł̂ UJ) LCt&tt) +(<&«)-*) ttx-jcu)JśO.

In raisonnant analogiqueraent que dans le cas IX noas 

recevr.ons des relations /XII.7/ une seria analogue des cas. 

Nous considerons seulemsnt le cas ,puisque

dans les cas restants le raisonnement est analogue que dans 

e cas

Les relations /XII.1/-/XII.3/ donnent dans ce cas: ćfa(ł)=l 

°u k x  - ĵ(ł)©(etfl =0,

CĉC-fcl —d) + (tf>,(*)-*)- trfłjttr) cfeł-ft r0,
i t  a  + C<f5 t t ) - 0  I b  -  c/?>5 « )  erfeł-ft - O ,

ou k=c[/vc-bw/+e/bz-yc/+f/yw-vz/-d« detA et 

l=cf/aw -uc/+e7xc-az/+7/uz-xw/-e-detA et

Si ici nous considerons (cfcGfcH) io ,(cfc,UHH ''comme les in- 

connues,ou le determinant de ce systeme est śgal a (deti^ 0̂ 

done d'apres le lemme 1 nous recevons

1 ou ou cf̂C-tjsl) et fb3C+jsOj,

contrairement a la supposition faite.il en results que
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k = O = 1 et dans ce cas ,Les relations /XII.4/-

-/XII.6/ sont done remplies, c.q.f.d,

Si f06 /6/ et

gQ€/10/ ou go6/11/ la demonstration eat analogue 

que dans les cas XII et Vl(d4)j

gQ6/12/ ou gQ fe /13/ la demonstration est analogue 

comme dans le cas XII .

Cas XIII . fQ6 /6/ et gQ6 / 1 6 / , ou dans gQ nous po- 

sons S'i £ ,3 au lieu de ,oCj, , fł>9 , e ,d .
Les relations /21/ nous donnent 

/XIII. 1 / (efsW  + ̂  [ftfLGH-4)teK.-bw)x 4

+ (efot^+cte&C^) CC«J*Ctt-4) Cb*-yc>x + Ccf>,CH-i>(arc -exaĉ y 3 ̂

4 [Xcfi(łiH)('yW--V«)oc+{yi>ttH>('VŁ«-ocur)y]-

-3’1 (•£) L(cfLĈ -4)Cu -ZoJ)©f + ( cf% Ctt -4) (v- -efc)e+/5>8Ct)(v-?O]defR-£0, 

/XIII.2/ (a’?)Cł) + ̂oĆ-|*ft))£(<{lĈ -4)(vc-bw)w-+C«f̂ )-'0Cctw--uc)«̂ J t 

t ( ł afa, W) [f cfc«W>(b*- yc-)*̂ t o*c-end v-3 4

£(<{*C*H)(yfcr-v*>u> ćt̂ Wi -<) C vx- ociv) V}

/XIII.3/ (Sf3ĉ + ̂*ĉ)Lfq̂C't)-<)(v-c-btv-ia,+Ctf3Ctd-><)(aw--vUCi y +

4 ( i +812, cU) KfettH)C b*- Ljc)a. t Cĉ yij-o (set -a x ) bj 4

4̂ (t) L(c(aCOM)(-yu‘-v«)a,+&f5CV)-4)Cwx-9fw)bJ =0 

et pour demontrer /22/ il suffit de montrey 

/XIII. 4/ ł ?°5rM) [CM»f4;)-‘0(V<-bi<)5C+ (au--noc)y ] 4

+ (S'̂5Ĉ +a5t,H)£Ccfe(4)-4)f b*-yc)x̂ „W)-<Kjcc-ax)y] +

+ $3f<r4 LCefê W) Oy '«*)*’+ Ccf,,M) -^(-uX-JCw) yj - 

- [g^WN** -*4)«l 4f̂ C6)-Hyv'-?b)e4 /*9C*Xw--?rc}]clem*0,

/XIII. 5/ fa^W + ̂^W)Lr«fAf4)-i)fvt-bW-)U + fCfb(/<)-4)(ilW---M.c)̂ +
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+ (e [Ĉ )-OCb«'UC)ac + C<^yf )̂-i) {zCC~0*VJ +

+ /ł3C/̂ CCcfju&SHK-ytf- W^+^CO-f) C-uX-octx)̂ J £0,

/X III. 6 / (Ŝ C*-) + ̂  S t̂'^^CcWSi^X-'K- b w) a  +C«f2>C'S)-/OCai^-nc)bJ +

+ (̂ 2̂,Ĉ + 3cf4(/»̂)£c«{2,('i)-4)(bx-'yc>ił-Ct{’j)(*)'0 (xc-ax) bj f 

4 CCifcWHX'iJ w -vs»)«xt (ifoteH) Caoc- jcw) b3 5 O.

De plus nous avons de /21/

/XIII.7/ [jCt̂ t̂ -̂ OĈ -bwju+(«ęft*ł)”<Xa-w--'Uc)vJ Ł0,

/XIII.8/ ff4ifc) [(^Cł)-t)^-t»+)a+ CcfrftHKa^-^Ob} * 0 /

/XIII.9/ 5(t«r) £(c{j|(ł)-><)(Vt.-b̂ )̂ +C‘?j>̂ " ^)(«^''»(?/

/X III. 10/ Sfa,CV) Cfej2,c«-‘0(vc-'bw)a+ bj 50,

/XIII.11 /gę (h) {C ificv-jyfav-c-xbts 'ubz łuyc)-t(tf,f*)'/)(ci>s-uyc-\r?(c-imd}t 

SZUdticftCy-j)(xjc~bz)ćL -K^CŁM} Ca*-mcc) bj 50,

/xi 11.1 2  / pfcfjjc*) —O (’vsar-y n-) + (tf *>£*•) -O (:x w - ux) ̂ 3+
+ «5̂ t*)l(c(»CM-4)Cs>cv*-acbw4aVz f̂ cbĤ f̂ cî -uyc-łbstw-bujOjśO,

ou ctĄto)$0 et cfeCł) H  ̂  .

Nous avons" des relations /XIII.7/ et /XIII.8/ :Sć,(i)=Oou 

Ccfj,Ct1 -4)(-ik.- bw)u + C -a) (aw-u.c) v » O,

-X) (vc-bH-)ft +Cł?5c« m) (c*.»-*xć) b* O.

ne determinant de ce systeme,avec (t{ŁW'4Kvc-bt/)et f̂ CtHXaw-uc.) 

cotnme les inconnues,est egal a ub-av. Distinguons les cas: 

(«*) ub-av f O ou (<**,) ub-av = O .

Nous recevons du systeme dans le cas (<*■<)

CtfoCtJ-OCvt-bw) -O - ftfbCt)'<> Ca.u-~*u.c) . 

luisque et Cb«)#4*q^ nous avons aw-uc =0 et

vc-b.v = O ,d'ou c = O = w .11 en resulte que les relation" 

/XIII. 11/ et /XIII.12/ prennent la forme
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Ąf t )  LCc(x, Wm) + Ŝ f t ) Ccy-̂ c-t)-  i f 5c«)at>a so,

fię,C*)(«kCB-cfeft})«uv-x + S^ft)C.C-<0avi '•(tf5c*)-4)t>*aj so.

Le determinant de ce systeme,avec 3, ft) et cć̂ft) comme les 

inconnues.etant egal a (t̂ ttJĤ Gj-̂ Vub-av/ ,est different 

de zero.d ou oĆ|tt) £ 3̂ft) .contrairement a Sîtt̂ O .

Dans le cas (a*) les relations /XIII.7/-/XIII. 10/ nous 

donnent

(a-ił) ou (*z*) aw-uc =0 ou v = o = b .

Dans le cas t°-u ) les relations /XIII.11/ et /XIII.12/ 

prennent la forme

£3v|ft)w“ +oęŁC-̂ c2C<Xy- ^cb) 20,

C tfc ift)-*) £  SC, f t )  o r + 5 ^ 0 ) c l  ( x v — u -a )  £ Q ,

ou | ay-xbj+Jxv-uylf 0 ,d'ou

Sf,Ct) or + S f̂t) C = 0 ,

ou ĉ qs*2&0t) ,alors w-ec = 0 .Dans ce cas les relations 

/XIII.2/ et /XIII.3/ nous donnent

(<fxc9-‘0Sr,,Ct) 3 c( ocv-vty) £ 0,

C tfe(t)-<) ft) 3 c f 3cb-«-y) = 0,

ou c f  0 et |xv-uy| +|xb-ayl £ 0 ,d'ou '2 = 0.

II en resulte que les relations /XIII.5/ et /XIII.6/ont 

lieu et la relation /XIII.1/ a la forme

(ck«M[jS£3tt)eM ft+ bx-eo^ + u.y - v x ) z +2, GeC&ul ł Vbe-ud-ve) dtłftjsty

ce qui nous donne,puisque (k(łł4i et les functions 3, ,3̂  ,

V i sont additives:

S'bac-tcuj +u.y-v-x)+eĄft)(?od.-t ft b04

La relation /XIII.4/ a done lieu.ee qui finit̂ demonstration.
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Dans le cas fâ ),les relations /XIII. 11/ et /XIII. 1.2/ 

prennent la forme

& & )  b ^ ) x  -  (tfjC^-v0 v-3c<3 -  a AC-t) C cfj« ) ->t) b x c  = 0 ,

6C,0t) ôa)[CiIi(ł)̂ Xvc-b/M')oc+ Of^-O bocwj =<?.

Le determinant de ee systeme.ou et cfjGt) sont les in-

connue3,es't egal a f^<^st*))(̂ %~0/vc-bw/*x4,ou x/vc-bw/ f 0 

et .11 en resulte que CfjjC-fc) ~<(̂c-fe) ou 3,c+)=c*%,(

De la, d'apres le lerame 1, LĈ tt) • ,puisque a,tt)40.

Les relatione /XIII.11/ et /XIII.12/ prennent done la forme 

CMiC*)-4) (&!«) u +of*«)c) acb £ O,
C (otjCt) /W + C) SĈ  5 0,

ou x f 0 et Ibl+Jv|* 0 ,d ou 3t,0t-W+ 9̂Gfc)C 50 ,ou

En raisonnant comrae dans le cas (a**) ,nous concluons que les 

relations /XIH.4/-/XIII.6/ ont lieu, q.e.d.

Le raisonnement dans le casCd*i$) est analogue comme dans 

le cas(6jia).

De cette maniere la demonstration dans le cas XIII est 

terminee.

Si fQ€r /6/ et . gQfc/17/ en raisonnant au debut comme da

dans le cas XIII et apres comme dans le cas VIII nou3 con-

statons que les relations /21 / ne peuvent pas avoir lieu.

Cas XIV . f_6 /?/ et g_6/9/ ,ou dans g_ prenons'1 o o . o
Cfi /i = 1,2,3/ ,ci ,e au lieu/tft ,d ,e .

Les relations /21/ nous donnent

7All. 1 /  fll(ćfJyĈ ->OCoCl»Xcuv-vtc)w:+ CtfLC -̂ f̂-vob-av^xJ +
+ f OfcH) ]a[i(̂ )(uX~oCu}x+
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+(ck«rW) (xv- uyJx-C&CfcH) «!«<,«,)+see<ifetH~0]«tet FI 50,

/XIV. 2/ cf(ćfj,C<4-̂ )ttj(au--Mt)u + Ccfett)-4)ću/t>-av}h>-]+

+ W )(0CC-M) u+OfcCłHycty -pcb) wl+fC$«HEV+) (u*->cu) u+

+ (ĉc-fcH &cv- uxj) wj-(d̂ t) -ł)[uk>(t)+̂oCl*c-e)+vttoc4«)+<ue n)J dei ftŝ

/XIV. 3/ 3 (Ifa.Ctî ĈtjCaw-uc)a.+CłCłc*-)'<X''**>_av)c.1+

* ̂ ^ ĉ )̂[oC,tt)fxc-azi)a+Ci?aĈ-‘'X«»-a--Jcb)ćl+̂(̂a)-M)tp(t(+yux-iX-w-3ci +

+Ofo c-U -<) fxv - uy )c] - (^ a H ) £a (*>fh)td</?Gi) t i ceC<f4«3 “-Olote+teO.

Pour deaiontrer /22/ il suffit de raontrer

/ X I V . 4 /  -x)[p£,tiOfaw—uc): *  + ( cfafs)M )tvcto-av-)xt

+ £  CSf^OrU) L ^ ) 6 x c - a z ) X i  Ccfrts) 'O fa y  'Xb)zJ^^((^C<y)-i)J^Ci)Cu2-xubc^

+ (be v - uy ŷ -OÊ Ĉ Îpctô ft} * d <̂(<})+y dc(/*)+x & 5

/XI/. 5/ ̂ CifJ,C'»')H)[]!oC(C<4)f£UJ'-UC)̂+ftf̂(,̂''0('M49*'O''‘>) +

+§C((fjdr') D*A - a*) -U, + N>(ety - OC tó 1-fJ +• f Ec,&Yu.*-XW) M.+

+(tfapłl̂) (x V- ay) aj - -4) Łû/Sjł Ą a } fd)+ W-f/we «<*f ft 5 0,

/XIV. 6/ # (tfcjM-0[c<AU)(aw-'tttfa. f Cifets)('tcb-av’)cj t 

+«(%(̂ )[ctlMfxc-ax)<x+ Ĉ WW)(ay-ocb)cJ C,(*)(ux-jCu)«.t

-V (t£̂ >W)ćxv-- uy )cj- (̂(T̂-̂Lafd̂C-iJ+̂d̂t/j))+bc(ar,<4V<x(̂ >H)J ctetft 3Q.

Nous avons aussi des relations /21/

/XIV.7/ (<?>,«$ - £fe,Ci)) [cC,Ct)(âf-otc) v- 4 (Tfc.OŁH) C-uto-av) aj =0,

^ c ^ t^ A W ^ ta u —v .c )a +  (ifx < *)-y tv J ? -a v )c J  5 0 ,

(J&ft)- ̂jCtl) {cĈ t}(X6-adx t H>(ay-Xb) x j = O,

Cśfecy- tftct}) [&<(*)(xc-a.X)CL +.(<fxftH)Ca.y-xb)c3 ł Q,

(6(^0) et))i * * (t) (vjc- ocu)oc+ c<fcCfc)~>Qfocv-n,y)*] ŚO,

-7f>((t)) [j3C,£t)(iut-pâac+ C<feCV)-4)(xv--uy)/>rJ =0.

Sn raisonnant comme dans le cas IX nous recevons des 

relations /XIV.7/ une serie des cas.Nous donnerons la dem: .
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stration dans le cas = cfa.0) = ,puisque le raisonne-

ment dans les cas restants sont analogues que dans e cas

Les relations /XIV.1/-/XIV.3/ prennent a present la for­

mę cfeCt) ~i- ou

cC4 Ct) ( k - etef ft y d ) + Ccf*Ct) -4) - CoC3Ct) + ̂otftt)) * «*€!• R =0,

oc^Ocu- det-ftvot.) tfefc,OH>*w'“ + - o,

ô CtjCka-det-ftbcO + CcfcOtHKc- (ĉ Ĉ +̂ oę̂ t̂ ctdefft =0,

ou k=cf/aw -uc/+e/xc-az/+f/uz-xw/,

l=cT/ub-av/+S;/ay-ocb/+f/xv-uy/-e' detA 

et oĈ Ct)̂  ̂ et cfŁCt) ̂ i i ćfaCt) £4..

Si dans le systeme plus haut prenons ,(̂ Ct)-4)t,

(oĈctĤotfct)) oleiR comme les inconnues,le determinant de 

ce 3ysteme est egal a /detA/4d.Si d £ 0 ,alors d’apres 

le lemme 1 : cĵct) = <l ou «4 ot) sO et (cfo(t)-4) t =0 et oC3Ct)e(?, 

contraireraent a la supposition, fsite.Done d = 0, d'ou les 

relations /XIV. 1/-/XIV.3/ ont la formę : c|jGfc) =1 ou 

[c*c« -k- ĉct) detiU cc + CcfeCt)-*) ** =0,

[oC4 Ct) k- <Vj Ct) det u. + CtęŁCfc) -4) ̂ W' *0,

[cC, Ct) k,- ôCt) otel ft] cc + CĉCt) -4)1 c *0.

Au moins un des nombres xw-uz , xc-az , uc-aw est different 

de zero,puisque la matrice A est non-singuliere.Si dans 

le systeme plus haut ctiCWfc-oĉCt)deift et (cfzXtf-i) t  consi- 

derons comme les inconnues,done ce systeme nous donnę 

co4Ct) k"oc%ct)cl«t-ft=(3 et CcfeCt)-/t)C~ 0 .D'apres le lenune 1 et 

puisque cfjOr) śH $ cfoCt) nous avons de la ŴŁi-det-ftoCjjCtisO 

et 1 = 0 .II en resulte qua les relations /XIV.4/-/XIV,6/

100



oat lieu, c.q.f.d.

Si fQe/7/ et

- g0£/7/,/15/ ou /16/ la demonstration est analogs com­

ae dans le cas II,

- gQ6 /8/ cette demonstration est analogue coarae dans 

le cas IV, -

gQG /10/-/13/ la demonstration est analogue comme dans 

le cas XIV,

- gQ6 /14/ cette demonstration est telle que dans le 

cas VII ,

- gQfe /17/ la demonstration est analogue comma dans 

le cas VIII.

Cas XV . Considerons le cas ou fofc/8/ et gQ 6/3/,

ou dans gQ nous prsnons , ofa , 9̂  ,2 ,£T au lieu de oCt , 

•

Les relations /21/ nous donnent 

/XV. 1 / (ŜCt) -t-fJa/Ct)+ +̂of̂Ct))[of4CV)(5C<w'-acux- -v y U.e - yav-) +

V ĈoC|ŁCł-;+occct))t'u,b-ai>-)xl +

t (&*,«:)+cfafaUr)+ [oqCfc) (oC Csec-aA)+y (ay - xb))+ (̂ oc,̂ )+̂  Ctj)Cay -ocb)jc]+

+ 39̂Cfc) [pC,Cfc)(xCux-:>â +y(5Ĉ -uy))+(̂ cQ̂ +orLcy)Cxv-uy)xJ "

+eKct%<t)+̂ q)a,+(&i<W f«H(i)+̂c«)fc>+cetyyJoleW =0,

/XV.2/(ô (t|t|̂ «+2fĄft)̂  + ̂c«)Ióc,W('U(aiA-ttc)+<V<ub-ai>)t 

HU'tł)+ «<»Ct))(/tcb-â u] «■

(ZSĄ cq -t (ofn Ct) (u Cocc -  ax)+Way - ocb)) +(&*/&)4ôit))(ay - xb) wj f
t Sx, ft'iLcC/W W uz-pcu-) 4 Wiwc-<iaj >) t/loC/ct) -łô (+)) (*■»- ay) u J -
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+ S4ct)[(pCMttHfoAt($+ Ąd:}(#)<x 4 (eoCjte+cl^+^cę,^)b fcclcC,tt)jdei-ft£0,

/ A 7 . 3 /  1 181*01 + S f^ ft^C ł} + |S /0 })C^CtJfaCo^-<U^)t-bM ?-ai>)) +

4 (W  et) +ctOfc)) (-ub-ai>)aj t

4(§ctJft)+3<5{Gt) ł̂ SfC-d) £ofjłCt)(a(xc-aac.)+bCcLy-xb))+Cipf-iĴ+>4/Cy)C«.̂ -Xb)aJ +
4 cfóf̂Ct) £tf4C4)(a(̂ -:̂ )+bfxv--î ))f eO.

Pour denontrer /22/ il suffit de verifier 

/XV. 4/ [pCiW(xcuv-,x«.c fû b-yav)4-

+ c ĉ(<5))Cvtb-av-)xJ +

4 ( e&j H +cfc^M +3<S,?C~') &C< W Coc (x t-  ax) +y (ay - 3cb))+C ^C i) t  ĉ GD) (ay -  oc b) »Q+

+ 3̂ Ĉ t̂ ,C/̂ C*(UX'̂ l̂ +yĈ -Uŷ  iĈpCî+ofaĈCsCV-uuĵacJ - 

- ^ C ^ [C ^ C ^ + |o fM ^ ^ W -4 )+ ̂ W ) u .  + ^ f4?w )i> -ł

-(^ ^+ ^W )[< ^ C 6 3 + ^ )+ c (c f<fo X W ł^ V 4 a P (e o fA H c ^ V ^ V 6 ))b + c ^ r4 rie m = 0

/ a 7.5 / (2ĥ  +̂8jV>) ioCĄ (‘i) Cu.C'un̂ u£) t \Ku.b - a**)) t

+ Ĉof44CJ.)+ot1,f4))C'w*>-â uJ +

*(eĄ(̂ ła%0l +1 Stftô fĄOû scc-cut) +-vfcuj -xto))+tys}(& -ô f̂ Cay-Jx̂ Xl 4 
+ Só^M LoC,(6)(‘U<(tMC-Xw}+ 'Kvoce-ay)) +(yoC,?« ) 40̂6)) (oCV- 1Uj)uJ - 

-SC ,(*)[fttto ł  IclfcĄ+de^CĄcŁiC-j) 4^V ))a ,4 (ecf^4«^C 4)4^<Ą ^)b+c^ tfie4rK=C>

/XV.6/ ervC^+|Sf^43ĄWĄH +|ai,»M)[oCtC-4Ka(aw-uc)4bf-u*>-ai>))4-

4 (j-o f/f^-t of^w) Oufc-aV)<*J 4 

Cgr<2i W + t ̂ /M) £<*, f-ś) (afec c- <Mt) + bfay-ocb)) +

+ ( £ctfM>4<4t<«>) C cuj-sctdaj 4

43̂?J W[of4Cs3(a(u*-pci>)4bf5CV-M>y))+ C£°Ą*M+cCtf̂OOscv- twj)aj £ O - 

De plus de /21/ nous avons encore 

/XV.7/<?,£̂[y4C'£)(a(au>--atc3+ bfotto-av))4-ĈflfiaC4:)4cQ,H:))(-u.to-(VV)ii s0,

/ 7.3/ 54Ct)t̂Ct̂Cafocc-ax) 4 bCa-cj - t>Dc))4-(£cCi?C-fc) 4̂ 1-0)fay-ocb)et.]4 
4 (l^aj W«)IętiW(aCaiJ-itĄ4 b(fc>u.- a v )) ł CW«) 4cfect))Cub>-av)aj£C>,
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/XV. 9 / t<4Cfc)C‘u,Coû-«vcc) +v-C'iU)-ai»)+Ci<t,lĉ+o(Lct)) Cuto-cw-WJ + 

ł-(j;oói2C't)4̂i,C-t))[ofJl(t)CaCaul--ux.) + bf'u.b-civ̂t O,

/XV.10/C£<̂ ^̂ t))[pęlCt)CaCcu!-jC<)+b(b3C‘aŁ())-K-JŁcCi?Ct)+oC4Ct)Xocb-aiJ)aJ+

(t) Ićą Ofc) (xaw- 2ococ -2aiKj +rtby+aux+vocb)'<-f|pe1zcy4<<Łit\)f23cab- JCai>-uâ)j=̂ 

/XV. 11 / (£3»W<&̂ )£̂ t)(ucâ -u.c.)4 vX-H*>-av))+(£d4*ft) 4c4ttOC'ut>-av.)-u.j4 

+£Ct)[o<, OX ujcc -Z uaz w a y  - i  vscb+a a  w +bu y)+(W et) -ł^  ctj)(2autj- u?Cb -aXv)Jr q; 

/ XV. 12/Sę,(t} [<*, (t) (ptfc- :xaz łcu^-oćo y _ uSc 4 uocu ̂ b cłU-icy )+ć̂i*Ct)4cęCt)) (occuj- 

- 3C?b -UOCV-+ uy)] +C^4łCt')+c?iC4)) [ćitĈricicaw-jcLtc- +Zu.yb -yav - 

-au'X'-bxvJ + CJor/̂ +ofiCt̂ fscw.b-̂ acav +ctu.y)J so, 

ou ĉCt} i  O $ ot̂ Q2)>

nous, avons d'apres /XV.7/ et /XV.3/ que Sf4C-t3=C) ou 

oĉttd (,ct(au-~^zc) + dC bu -â 5) + ( jfcof'ct) + oCjCtOC-u-b- ao>)a =0,

&aW (Q-(3cc-a*)4-toCoxj-b3c)) KioClirt)4c4CW)Cay-3cb')a *0 .

La. determinant de ce systeme,ou of,C4) et for­

went les inconnues,est egal a â detA .Distinguons las cas 

(a,,) a * 0 ou (a4) a = 0 .

Dans Is cas premier nous recevons du systene oę/4) =o=ofaCt; 

d ou d'apres le lemme oP,Ct)=0 ou sO£of̂ct) ,contraire-

ment aux suppositions faites.

Dans le cas (a*) nous avons de /XV.7/ 

op, C-t) of* C-t) fĉiu B. 0.

Considerons les cas suivants ; •

(a*.,) b = 0 t u ou (O-zz) u = 0 f b ou (0*3) b = 0 = u. • 

Dans Is cas (cW) la relation /XV.9/ prend la forme 

% a ) of„c-t) u5c so,

ce qui ne peut pas t̂re satisfait, puisque Sp,Ot} 3 0 4c/iOt)
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et c * 0 ,car la matrice A eat non-singuliere.

La meme situation a lieu pour
• «■

Dans le casCo^la relation /XV. 12/ nous donne 

ŜCt)oĈCt) (occ-vJ')oc =0,

d* ou xc-v̂ s 0 ,puisque x #= 0 .11 en resulte que la rela- 

tion/XV.6/ a lieu et relation /XV.2/ prend la forme 

of4Ct) o£,C*) (30—czd)x tf =0,

ou xv f 0 .De la 3v-cad = 0 ,1a relation /XV.5/ a done 

lieu. De plus. /XV. 1/ prend la forme

oć,ct)ot̂Ct) (xLce + 3 vocy -zcŵ cjvc -e^ax) -O,

d'ou xŁce'-xŁw3,+9̂ vxy-xv/dvc-evxxc = 0 .

II en resulte que /XV.4/ a lieu.ee qui finit la demonstration. 

De cette maniere la demonstration dans le cas XV est finie. 

Si fQe /8/ et

- gQe /9/-/13/ la demonstration est analogue comme dans 

le cas XIV,

gQ€ /14/ la demonstration est telle que dans le cas XIII,

- g0&/15/ ou gQ6/l6/ la demonstration est analogue 

comme dans le cas X,

- gQe /17/la demonstration est telle que dans le cas XV.

3i fQ6 /9/ et gQfe/9/-/13/ les demonstrations sont tel-

les que dans le cas XIV.

Cas XVI . fQfe /10/ et gQfe/10/ ,ou prenons dans V
a , b, C y CX4 , au lieu de a, b, c, , %  et dans «o!
a ***
, b,

Vi r?- c,cf au lieu de a, b, c, c{ .

Les relations /21/ nous donnent
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/XVI. 1 / + £<̂Ct)oĆ)Ct)̂(aw---uc) +

+ S' C<J <*H> (occ-a*)4 n ę ̂ ^ O b )  t?(q fc«H >J(ux-tt*)} c?C4) -  

“(tfMLxCSCcjctl-Hj+ScfĈ rf̂ J+y fc{tt)M)S4»C6c?t̂ tV)+t̂ «;)-vO]e(̂ -

- sfat)óqĉLâScuct̂ -̂bBcfCt̂ ĉ ĵ '̂BCtfct)--o+w-(K̂cb)ofit4) +râ »)-̂ c(ê 4

4 £§CifCŁH)4 •(•«*©,

/XVI. 2/ c weCiCfc) +'W^W)L 4 $ uc) 4

4 (*<><«) 4 4 c Ĉ ftH)](uz-*w) jr efCq -

- OfCtH) [uCS'Ĝ C«'4)4,Btf(t)rfl,W)4 v'&(̂Ct)-ł)4̂CS'̂ Ĉ ô Ct)4c

4 t> C?G«-4)(t(Cfc)-<)dêW- =0,

/XVI.3/ (aô(b)4C.ôc«)(|lffC{f(tl-̂ 4$ ̂ajSG,(et](o u -u d+ b (qctH(:>cc-â + 

4Ĉ £fCwâotj4S((ftt)-4)J(aix-x̂}cf«łCf ętt)$CU 4?Ĉ6fc)-4)I(tfCt)'4)»(e4ft -
-  OfaH^aC&fycfciM) 4'BcfO0c<,(tJ+ b^OfCtH) 4 c C G ytt& M  4 tfc f «}m)& deb (4 -

-  ttH ) 4<B̂ Ĉ C4j) 4V$Cl{CfcH)4 W (ft t[Ct)ofa Ur) ttW^eb*

/XVI, Pour demontrer /22/ il suffit de montrer que:

/XVI. 4/(x oCt <&+X-d̂ .Ą) ̂ [ a (<f M  -4) 4ft ̂C<Yj ot| ('WlCav- - <ttc) +
4 ft Ĉ H'4)Cxc-ouC 4?l(JrH-4>JCauf-9Ct*) jcfOi) -

- Ĉ CM'6C?cĈ Ccff̂ 4Ŝ f‘OcC|(‘fl)+yBcc{M)--0+2rrB̂ ott(̂)4rCt{(<)-̂o(c4ll -

- f ^ £ u  (SfofM**)4fttfftJdtCĄ)4V-ft(yoil~i) +M(lCfl$oCl (<i)ic(q(%)-i))J[clel{fr+

4 ĉcfu)-/i; 4ft q^a, wjĉ ĉ -4)<p(€4ft £o,

/XVI.5/ (iuAM)4rtnfctjtW))C$(cfH-i>■»!(tfWotjfrtf(Ou - ujC.) +

4 *5 (̂(̂)-4)fxc-â) +[&(f('rjo/jlM + cYt̂M'-OJOuX-oĉ ) (4) -

- cq'̂ '-ofu/fcfyr-i'H+'B y(4)ac< (4>) 4 V ft̂ M) - < ) * * ( MH))J delb-

4 ftfć^W -^CcfW -^de^R * 0 ,

/XVI. 6/ (acCjf̂ +cô Ô iitffCnM 4ft̂C/>r)5̂C"4l(Q̂-/uc)+̂Ctf(«)"OCxc-aat)4

4 4 ft CJfH'̂ lC'uX-sOtr)]- 4 LB if Ĉ Ôt) tft (Cff-vJ-OJ C <ffe)if)ctei W -
- 4ft c ^ W « ) + bB(«fttW)4c(ft^ftV^+£(^M^)I<*€**“
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- v-V (<̂ cVH) + vr{-gcę CĄĉ W+t̂ K)-# 0.

Les relations /21/ donnent aussi 

/XVI.7/ «̂5qŴ CV)Ĉ eCi(*) + <w«łjĉ)Caw‘-<M.c) so,

/XVI.8/ ćęc-t) ofCt)6̂Ct)C-acfAc-t)-taa4Ĉ )Cow-<uc)so(

/XVI. 9/ ĈC-t) CV)6Tźi 69 (W*«$ t/MW*«4)Cur-oo/) = O,

/XVI. 10/ ffft) cf O) Ąft) C-UcĈCt) + w«fetó)Caix-3Cw) * o,

/XVI. 11 / Cfc) oęC4)I?„0t)KJCot̂CtJ4 Ĉ4))(ał>--UxV(â Ĉ +̂ ,̂C+))Cxc-axV ł

+ ó£Cfe) (XoC4(ti+,XofAt+))CLU-PCU-)] = 0,

/XVI. 12/ <f«ł(ęa)CŜCł)(arf«tt}+cêtt-)tav-cîł 

+di£&̂ ((ax,włcô ctWCuz-ww)-I'u.rfACt)+ vrô«r))(oo:-az))I = 0.

Considerons les ca3

Cet̂ { aw-ucl+luz-xwl# 0 ou faa) u = O = w .

Nous recevons des relations /XVI.7/-/XVI. 10/ dans le cas(a*) 

d'apres le lenune 1

Ca**) R,CtJsQ = <%l+) ou Câ ) -uoCtC4)4 ihĄ,C4t) = O,

Dans le cas Ca,,,,) les relations /XVI.11/ et /XVI.12/ sont 

reaplies et les relations /XVI.1/-/XVI.3/ prennent la forme 

/XVI. 13/ CffCtN} LtfCt)(oCoC,C4) trcĉcłl) k. -Ĉ (4)'/>de4»(oca+yb+ )]=0,

(̂rCfc)-,0 Lc{CV)(W„Ct)4 WoCjCfrJ) (c - (cfHd-OtteK) fu S' 4 47V'c'-'<B)£ty

Ctfa)-*)Jcftt)(cuc,tt)+coiŁct))k- Ci?ft3-<)e(e4Afa,a+t>'B + cć'~ c)J e O, 

ou k=a/a>v-uc/+f)/xc-az/+S/uz-xw/-b-detA et < et efC4r)̂i#

Si au moins un des nombres xa+yS+zc-sf ou ua+vo+wo-T 

ou a'a+b'B’+cc-c’ ast different de zero,nous pouvons supposer 

que xa-i-yHS+zc’-a  ̂O et dans ce cas nous recevons d'apres 

le‘ leame 3 que ou (oCou(4l4»̂C4:))k £0 et ĉCfr) g ± ,

en contradiction a la supposition faite.il en reeulte que
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xa+/5+z'c-a = O =ua+v‘o+'v'c-?j = aa+blś+cc-c: , d’ou k = 0 , 

les relations /XVI.4/-/XVI.0/ sont done remplies, q.e.d.

Dans le cas (o-ix) nous recevons des relations /XVI.11/ 

et /XVI.12/que

Ca<a4) Ĉt)(aw--/uoV SjPdtux-ocu^sO 0u COiaj,) ot,Cfr) ho sct̂Ct).

Dans le cas Ca^) la relation /XVI.2/ prend la forme :

fqfCHH)C«tc+H)clet- * (uS •*'£*+ &u- f) so,

done d apres la supposition et le lemme 1 nous avona 

ua+vS+wc-? = 0 .La relation /XV 1.5/ est satisfaite et les 

relations /XVI.1/ et /XVI.3/prennent la forme

C£f£«*>0{C3CoC,c*Ĥ4ĉ)cf(t)-ic- «(cł-ftCt<rtjM)feS: + yB4xc -&%£<>, 

CG[W)-<)̂ Ca<Aci)+Ca&,U})<ęc-t)• k- ote+Ofc?Cir)M)Ca.a + b̂ +cc ̂ f o ,  

ou k=l/av/-uc/+'B/xc-az/+?/uz-xw/-,S‘ detA .

En ratsronnant' analogiquement comae dans le cas nous

constatons que les relations /XVI.4/ st ./XVI.6/ ont lieu, 

ce qui finit la demonstration.

Dans le cas (<*•«,*) la relation /XVI. 2/ prend le forme 

cSfCk)-4>Cc( Cfc) -4) d el- ił C “uST-ł V6 -t iYf-%) so f 

d'ou ua+ŷ +wc” = 1? .Dans ce cas les relations /XVI. 1/. et 

/XVI.3/ nou3 donnent

Cć̂ttr) -vOCtfŴ O ĉo+'PH'oca ty'B +xc"-a) -0 ,

Cy&l-A) Ci$Cfc)-"l> ctePto CaST-V bB-łcc"-?) =-0,

et de la xa+yB+zcf-a = 0 = aa+b̂ +cc-c .

Les relations /XVI.4/-/XVI.6/ ont done lieu, c.q.f.d. 

Dans le cas la demonstration est analogue que ' 'ns

le cas (a-ua) .
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De cette maniere la demonstration dans le cas XVI est 

finie.

Gas XVII . f QG /10/ et gę^/14/ »ou nous prenons c i ,

'b ,c , au lieu de a, b, c,S^,^ dans f et

, %  au lieu de , <*■% dans gQ .

Les relations /2" \ / nous donnent 

/XVII. 1 / [CoĈU}+ Caw--»vco) + et)t?Ct)Cocc-cw)4 

+ Cor̂Cti4 ££p<*))e$ et) C<v4jr-w)lCocô(t) łzĉct)) 4 ̂Gt)+e[a;̂ )̂ c« --Odęta - 

-Ŝ GU £-u/a C«fCt)m) tt-)-0 4 «0,

/  I I I .  2 /Z(d^ )  + ii%ty)(ou*-*4a+<ia& 6t)(bcc-o*)t 

+ (crMCtHf c?fe0w-cV«4w*f,tt)) +«CaSG*5ftfft)-0e(ełft' £0,

/XVII.3/C«6Ct)4̂ *̂C4))Cau-/vt04e(̂«,)C5fc-cw) t  

4 Crfut+)+|3*lW)Cw«“5Cuj)l̂CV)CcK,tt)+coC4(ti)+ttMtt) <-f̂ «)(iff4H)etelfi - 

HuCK&f BłftłjBŁłCtj) + vB Cq et) -4) ^CtWt) tBf if et) -/flfl eUM=0.

Pour demontrer /22/ il suffit de montrer 

/ XVII. 4/0p*%M4̂ 2J *(>»)) cff̂)Oxw-<uc)-teCóCiGir)cff/i)('0(r-Q̂5) + 

ifa td i+g^C ^fftK tU -eC ug Coc^/,) +.&£/«)) +&*,<» 4 d^t(>r^f4)--0ei«4łł -

-  ST,C*) 1 \ C S X t f t B t f f t W O  4 V B  Ciffc) -4 )  W f B e f M jo y - s . )  + £ f c f w ) - - 0 j l d e t  ft £  0 ,

/XVII. 5/{Tp̂G*) 4jjj5jŁC'tfXa4*-/i«) + d<t; Co) focc-a*.) +

+ (oĈM +| ęc»)) (tU-dWjJcffĄ fuoCtGĄł łfV4W) + C«ł«M> delft £-0,

/XVII. 6/ fl̂C/»)4 ̂SCj»C'*5)Ca*4k-Vx34 dĄC'*) forc-a*)4 

H«<,Wł|ó̂ (<»))Cttf'5Ĉ I «fft)Caof()Ctó4co£. f4)+<j*|Gr)4 J^^cfT^ctełA-

-  STaH  L-M/a 4 B tfMH,PS»+ vB(^w>-0 4 otfpyfttfQ  4cCq M-vOJJdd ft «0.

II resulte des relations /2*\ /

VII. 7/ cf Ct) 3̂  Ct) Ct) 4 atct^W Ccur-'Lec) 5 O,

cęftjâCt) CacoCift)4 orô tt)) Ccu*- -/vcc) = o ,

108



tęCtłLĄtt} ((oĉ ĉ +̂ C+jJfaw'-'ac) - (uaC, Wj-t ô cttkocc-ar')) t 
+ 5£tt) f̂ cô Cłl+̂ ctCł-̂ Cu*-̂ ]̂ =0,

cjrtł Ĉ fłJCaoCittj+ĉ ĉ Caŵ aŁcH

•łó̂Ct) f(aot<t(t)+côWjCrct-pô-C-u-oOtĈ tn-fôc-t))fxc-ax))3 £0, 

cf(t) Są oy (-uoc, c-t)+̂ cfl) Cu*- e o,

cjft̂ Gq Cu^Łt)+^^(u*-j<v) 2-0, 

ou (P̂ôCt) et il n'exists pas un k de C tel que

sr/r« £ k.sr.c-y.

Sn raisonnant comme dsns Is cas XVI nous recevons des 

relations /XVII.7/ que 

(04) Ĉt\=0=Oft«r) 0U C<U> U = 0 = W .

Dans le cas (â) la relation /XVII.2/ prend la forme

©lôc-y =-0.
Nous avons d'aores le lemine 1 et la 3upr>ositicn faite 

que d = 0 ,d'ou la relation /XVII.5/ est remplie et les 

relations /XVII. 1/ et /XVII.3/ prennent la forme

(ifOW-d [SC,tfc)(uawT> -tf t / t ) -<*.,Ct)J<ddrft so,
C[5*COC<w^L +v? 4 chV) - oĈC+ildełfo-sO,

d'ou d'apres le lemme 1 nous avons 

ĉ CO-̂ Ĉ C-u-S-M/S-̂ ) SO j 

ô ĉ -sr̂ ct; ( u S £ 0 •

Les relations /XVII.4/ et /XVII.6/ ont done lieu, ce qux 

finit la demonstration.

Dans le css (<Lj,) le raisonnement analogue comma dans 

le cas (a,) finit la demonstration.

La demonstration dans le cas XVII est done to-
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- gDG/11/-/13/ la demonstration est analogue que dans 

le cas XVI,

- S0e /15/-/17/ la demonstration est analogue comme dans 

le cas XVII,

Si fo€/11/-/12/ et gQć /14/-/17/ la demonstration 

est analogue que dans le cas XVII,

3i fQ6/13/ et

- gofe/13/ nous pouvons demontrer comme dans le cas XII,

- gQ6 /14/, /15/ ou /17/ la demonstration est analogue 

que dans le cas XVII,

Si f €/13/ et g0€/l6/ la demonstration est analogue 
que dans le cas XI.

Nous avon3 done terminee la demonstration de la premiere 

partie du theorems.

Dana le cas si fQ€ /10/-/12/ et

Demonstration de la partie deuxieme. 

a/ Si fQ et gQ sont de la forme /14/ en posant

[4 0 0 \

M « M i
f i  ĉCt) 0 

0 4 0 0 i
'4 o f , 0
0 4 0 0

\ o  0 1 / ^ <**«) 4 oCkB)J \0 \
nous constatons que /21/ a lieu et /22/ n’est pas remplie. 

La mime situation a lieu si

b/ f0«/14/ et gQe/15/

[ 0  0 4 

0 4 0

M  ^  0
0 4 0 0

14 0  o$(i) 0fjfcJ

0 4 0  fcO,

0 4 0̂C4) . f H  0 J
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c /  f  £ / 14 /  et  g € / 16/  et

ft*
/A  D O A O oCjCtj

0 /I o c

0 -J,ct) 4 /

A oć/tf ą w  \

) Sb̂ ~l ̂   ̂ <?

0  0 Ą

d /  f 0 Ć / 1 4 /  e t go6 /17/ et

flc

ft=

-{OD 

0 -{ O 

< 0 'I

s/ fo

[a o o

0 { A
[o 1 o/

•>8c$=

/w ctĄw  o ô «i+Kct) 
ifrWO A 0 d4Q 

\o -IM i o
et a- ont la forma /15/ et°o

A o ĉft) <̂ cę \
‘MĄz\o A 0 fit# I ;

0 0 A O l

0
\0

i
0

0
1

0

o ]

f/ f0£/15/ et g0£/l6/ et

U d o U  0 oCM ofa«l IA <£ftł 2f,tt)

\ o  0 A i {off}' 0  J o p xw i $ , & * 0 { 0  -  0*Oł

\C A 0 I k0 0  4 O j [0  0 i  - f i f i l

g/ f0 e /15/ et g0 £/17/ et

U 0 oOt̂  <*>«) 1 <4*1 A *  W / S # '

R--1 ) f r f i j . 0 4 0 SoQ: o d  <7 e> i

0 0 A o j k0 0 4 0*0} /

<DO
Cm

\

gQ oat la forme /16/ et

,
(A oC,ct) o ofcfl} \ r4 * « )  9jM

» *J  i +o«)"  / 0 A 0 0 J  fcft}* 0 4 o -foWl
i

1o o -i J W 0 0 A -foty)

i/ fo /I6/ et g0 /17/ et
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A= 3 i. 

U f

[A  «Ć4Cfc) C cCjft)

o 4 o c? 1;

0 0 4

0 4 o foQ }

0 0 4 o I

I*

et gQ ont la forme /17/ et

14 cf  ̂oCaH? ofjW u  -Jtf <**%
jo 4 0 0 0 Ą 4
\0 0 4 o j o o ę -oC, c+)

De cette fâ on la demonstration de*la deuxieme partie de 

notre theore-me est terminie,ce qui finit la demonstration 

du theoreme tout entierement,

. R e m a r q u e  .

3i nous considlrons le3 transformations affines reelles, 

c'est-a-dire si nous considlrons les matrices fi*) des ele­

ments reels,dans ce cas sauf les possibilities /5/-/1T/ 

pour fo (t) /avec les parametres reels naturallement/ nous

avons encore la possibilite / [ 2 j /  '•

CbK$+b( m c

a*-) 0

0 0 i

-bKC-fc)+a.<r(t) + b

M  I

ou Py® — ® est une fonction additive arbitraire, K, O’: 

remplissent les equations

d-CłyHr*) = (Tftł) RC+x) + KC*,) (TCt*),

K(t) 3 i  et a, b sont des nombres reels.

Puisque

c *
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ou 6)6(6) ,cu CfA(t) E. E ,d=-£i/a-ib/,

e=̂ /a+ib/ et

done le theoreme demontre est vrai aussi pour le cas reel 

et de plus ,3i f est de la formę / Z / avec f̂ (t) 5- f̂ (t) 

et g est un homomorphisme arbitrsire,dans ce cas 1*impli­

cation / \ /  a aussi lieu.

P r o b l e m s .

Quel e3t le sens geometrique des resultats precedents? 
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