ZOFIA LESZCZYNSKA, ZENON MOSZNER

Sur la commutativite des transformations affines

Introduction. M. J.Schwaiiger a pose la praoieme e do-
ner 1’gxenple d"un groupe (G,*) et de deux horo.norphismes
f. et g 1u groype additif des ncoores reels (R,

a(G® pour lesquel3 T*inplication
fHo® =gOFE=" A efFG)r) = gfrJflo;
nNa pes  lieu.

J.Moolenski coree e premier a doe un tel exarple
dans [4] -1 est don! dans B quelques consid!ration3
gendrales eu sujet du problens ci-dessus.Nous avons ddnontrd
d3 [1]qge si (G est le groupe multiplicatif ies matri-
oes carrees non=singulieres d'crd¥e n des elements du corgs

C des norbres carplexes das e cos pour n”3 TI*implica-
tion 1) a lieu pour chague deux hosomorphismes et ¢
ke ,HDa (Ge e puur n> 4 cette implication
n"a pes lieu.
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Ce rlsultat entratne que ITimplication (O a lieu
aussi pour cheque deux homomorphismes F et g de OR , +)

au groupe des transformations affines de (E* ou de (C* avec
la superposition comme l"operation.

Les considerations au sujet de ITimplication (1) si
(g, forme le groupe A des transformations affines de
C* avec la superposition comme l1"operation ™ < ' sont
I"objet de cette note.

I. DTapres ITisomorphisms du groupe A avec le groupe

G multiplicatif des matrices des elements complexes et de

la forme
/ all al2 al3
a2l az2 a23
all a2 a3x3
0 0 0
pour donner tous les homomorphismes de , D a A il

suffit da determiner tous les homomorphismes de ("R, +) a G.
On a demontre dans ¥2Z] que cheque hoaomorphisme f
d (R ,1 a G doit etre de la forme

A est une matrice dordre 3 non- singuliere et fO(©

prana une des formes:



(@ 0O *) U 0o 00 &
Oa o foty I /5] o 0 e("ct)-zl) ;
0 0 4 juyo/ w o~ 4 taf
o o d(cfz(tw)® A OO
0 40 fi§ \/jo/ O4 O fay
1 0 4 /N 0 0 cfcfty e(yzty-4J

‘A @D 0 g/}
/6/ 0 ifid) o €ty nt O A 0 aty
o 0 4 E®D O o 4® erct)M) J

Nl oEfGest)  au(Oc-H+doAdO+ o)
lal o 4 )] EN(«+dofal™M\C,
@ o 41 oloMt)

cw) o o \ £ 0 dDDHEDHD
(0 eef3M) Jj/10 O W. O

D I CM)St aCtfiv"+ocFACfe+C oL Ctn
ms 0 ty Y, bQfCH-)
O 0 d®) oC?MH)

atr g mH)Woyw)  eUHAh-OHMocigWe) < W
/12X o 0O () “H(@D0+ ERS,(D

\ @ cftt) iyt J

o1 st dens e Aurte nous anettons dans  Iss natrices
la lige demiere ui3gue sile celt £ore toujours ce
xalome (o 0 0 1).
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to f) WZty o U <D O dbndotadd 1
/Ba () ) C n/ 04 0 act(t)

o o N ddy 4 ddctf j

(4agm O wAafa)’
/15§P Q O Pg | O 4 « aocae
lo O4 d«x/ | 4  ®w
OO0
. O y2 G 1%
04 0 @B PAFIO 1 - .virionn
P <) 4 : :

4 ’

fij of iy gtreoC, \

/17/ i O ko Q) +eofd )
o 4 e

ou @ £*<, 3*: IR-*<E pour V.1,2,3,4 =1,2,3 et> =1,2

ce sont des fonctions additives,c’est-a-dire reaplissantes
I"equation:

11 w) = of @+ ) ,
il n existe pas dans (I)<""costaite k de <€ telle qe
@,=k;ot, iF0togO sauf dan3 c8) , (ju W(RWEVGr
n=1,2,3 ce sont les fonctions exponentielles,c est-a-dire

remplissantes I"equation

opf-tru,) =) o),
-*) Le signe N designe ici et dans la suite que I"egalite”
a lieu pour chague valeurs reelles des variables en conside-
ration, le signe
66
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et d,e,f soit des constantes carplexes.

Remarque. Kudarze.\ski a remarge ae si
nous designons par 37 lamatrice qui nous recevirons da
la matrice unit® dordre 4 par le dhangement de la lige
cerueero i et ce la lige de nraaro k ,das e cas on a
Gressle™, eii,wv
ou LvJ designe une matrice arbitraire de la forms ( ,donc
pour avoir tous les homomorphismes exiges nous ne devons
pas prendre en consideration das matrices de la forme /57/,
/5</»/15#/ ,/15W pour fQ dans la formule /2/.

Nous demontrerons le theoreme suivant :

3i les hommorphisres £ et g defra ») .a@ gant
e qe T alafome 72/ ,au & est.de la forme /4/-
A3f-at a est arbitraire au Ine“rsEmet .das e s IFim-
plication 7/ s lieu. si au contraire T a la foma 72/ et

NN/ -8 39g0 ,

a T et orement Vue des formes /14/-/17/ das e
cas rimplication /M __re doit cas awir lieu.cv3Bta-iir.£-
on paut choi3ir las ocararetres dans /2/ et /1Y d™une maniere
ove TI*implication /1/ nest pas remolie.

D"abord nous formulons le leme 1 suivant ,demontr™ dansli}:

1l n"existe pas les trois scus*gropes  ,3* , Ba
du groupe ® ,® pour lesguels

IR3av§v& et &R » ® st

Il en resulte gue si pour les trois homomorphismes

pour % =1,2,3 de (R ,D aux groupes <3v arbitraires avec
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lea elements neutres 6" ,on a
R- ¥ {t- Vi) =e*),
dans ce cas DbN==e" pour au moins un W .
Nous allors de demontrer le
Lemma 2. Si
(Cyct) [<(9- (cfcan] =0,
ou @ est une fonction additive et oy ,oy 3ont des fonctions
exponentielles,alors
cyCHd ou AO et fin="I.
Demonstration. Supposons gque td pourun t , done
tpui3que la fonction oy est exponentielles,d”™ ou
06C-fc)-Ccfr-d) =0,
CCY) - oy D )-0.
La deuxieme relation nous donna
-aCQ)- ( "0

done d"apres la relation premiere

Il en resulte e @)M7=0 ,alors cfc~rd et ce
la oC)A? -Nous avons iaxc 1 mmplication

Chtyd -2 cf«H et a0,
d ou d"gpres le leme 1 nous avons la these.

Il en resulte le

Lemme 3. Si
[oyfofed) - cyrg-4)] -0,
ou C est une fonction additive et < sont des fonctions
exponentielles,alors
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AW)zi ou si et a®xO.
Dn effet nous avons d eprss la supposition faite

( dw DFdr- (<-ta )1 =0,
d“ou nous avons
(Q«M) ~ BO’
puisoue -puisque la fonction N est sussi exqponen-

tielle,d"apres le leme 2 nous avons la these.
Demonstration ce la partie premiere du theoreme.
11 suffit de demontrer que pour chagque deux matrices C
et D non-singulieres ce la fome /3 ,

/7Y G005 H-D gow O* Z
pour fQ de I"ure des formes /4/- /13/ et gQ de I"'ue
des formes /4/- /17/ etrains qe

/Im 110 4 ) s

On peut ecrire la condition /19/ sous la forme

121 |, (t) fl"4 SCfo) £ CC) ft*=,
au DNC et das e cas 72/ a la fome

72/ ™ (M) o*9%(t) £ SOM R »¢>5\

Pour demontrer que 719/ impligue 720/ il suffit doe e
montrer qe /21/ implique /22/ pour cheque matrice ﬁf
non-singuliere ce la fome /3/ et pour ¥ [1"ue des for-
mes /4/- /13 et gQ I'ure des formes /4/- /17/ .On voit
aussi qu”il suffit demontrer cela pour gQ ce la fome de
nurero plus grad cu egal a celui e F

De plus nous avons deja demontre dans Cll e 1 eralite
des elements dans les trois premieres liges et colores
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BB les matrices du aerebre gauche et du merebre droit dans
/21/ entratre 1"egalite des memes elements dama /22/ .
FUISOLE lea lignes demieres des matrices dans /22/ sont
egaX a (0O 0 0 D),donc pour demontrer notre theoreme il
3uffit de montrer gqe sot egaux les elements dans la der-
niere colone et trois premieres lignes des matrices du raam-
ore gauche et du menbre droit dans /22/ .

Cs I . Soit fQ(®) a la forme /4/°#) ,cTest-a-dire soit
fQ® un groupe un-pararetrigue des translations.
Dans ce cas A TQ®) A4, pour une matrice A arbitraire
non-singuliere,est aussi un grouype un-paranetrique des trans-
lations ,done

(A 0 0 &Ct)\
AfQ® A™1= 0 i o h1l) ,
\o o 1 jV*)J

ou ce 3ont des fonctions additives,
di gQ6 74/ ,la relation/22/a lieu.puisque les translations
sont commutatives.

Si g06/Y ,la condition /21/ nous doe /pour les ele-
ments de la demiere coloe et trois premieres liges/:

/ 1.V s
et /22/ est equivalente a :

/ 1./ B cfsMfal).

Hresulte e /1. / qe p”~O0FfcjC,

I,’expresion "0 a la fome (0) ' nos ecrivons cas

la suite came O (0) .
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d'ici d'gpres le leae 1 on a au Puis-
qe dans notrs ces CFML ,on a pActi=o et da la k rela-
tion /1.2/ a lieu, c.g.f.d.

3l gQ a les autres formes possibles,en raisomant ana—
logiquement nous constatons qe /21/ entraire /.2 .

Cas II. Q6 /5/ et gQe /5/ ,oudans gQ nous pre
nons A ,ftr , & au lieu de o~ ,fa , ,e .Posons
de plus dans /3/

/* y M
A=/a w ir
\ a bcj'-

La relation /21/ dome pour les elements de la colore
demiere et les trois premieres liges
/1. 1/ £f00)-/ QCHEV-E)+ et fcc-az)tfcpKux—> sOjy-
/.2 {8>+"A ey \(Xe-cudt"CNX ux-jeu)v -
(cfeC>-0[fV*)u, +\VBC(5ft) -0 +AGH) hT]<3ER =07
[11.3/ d5(t) ~d)[PiftXcur-icc)t ?  (t)-/>fcc-cyc) §73Y)(u:0-.xw-)I b=0.
Pour demontrer la relation /22/ il suffit de montrer qe

/11.4/ (5 +e0E&) -DHEC-)

/11.5/ fof; OH)L& H-0(**>+ $I' * —x=n)gn«
-CRBYLAIF 5 HeCcPtanW = 9 o(etw

/i .6/ Cofefd) [RafDfeoyeffor)>) tux-"Xirflb-O.

Nous avons d"apres /21/ pour las trois premieres lignes
et colores

Nous arettrons dans la suite 1"expresion ™ pour les ele-
ments de la colone demiere et les trois premieres liges'.
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&9 ) fififfc)<)Caw-uc) + ~0,

) (D)) ab™y
H)DCEEMQ-aX uzxH)tys.0
et de plus et .11 suffit done de verifier
lee conditions /H.4/ -/11.&/ eauleraait eove lee suppositions
qe les relations susdite3 soient renplies.Si dans ces rela-
tions au moins un des notbres /aw-uc/v',/xc-az/y ,/xc-az/b
ou /uz->xw/v  -est different de zero,alors d apres le kaire "1
nous recevons Y%«»e<  ou ,2 qui est Inpossible.
Hous avons done
Jan—ucN=0=/xe-az/y et /[xc-az/b=0=/uz->xwW/\.
He en results puisque la matrice A est non-singuliere
(@ v=D et xcaz0 au @) vVO=v et y=0b .
Jas le cas (aj les relations /11.1V et /11.3/ pren-
nent la feme

@3C t =0,

CifeC+H) £/Vi) TOBWC) fcs0,
au I+ + 0.Nous avons, puisaue ,

BGII Llau™o)t x*) BO.

Les relations /11.4/ et /11.&/ ot lieu dans = cas et la
relation /11.2/ prerd la forme

EAOME/VD)* U4 - v Cef« 5<D,
Ce U nous done d'gpres Wi n Qe

Ja3 & a3 la relation /11.Y est remplie,c.q-T,d.
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Dans le cas (%) les relations /11.4/ et /11.&/ ait

lieu et la relation /11.2/ arend la foree
UC*W) V(E-0e)so -

Il en resulte d"apres T cf”™ e fxcaz/v *0
qe £ =w ,doc la relation /11.Y est satisfaite.g.e.d.

Das le cas si tQe /5/ et gQ6/6/ le raisomnesent est
analogue ge dans le cas Il

Das les cas si Q€ /&7 et gQ pred 1"ue des formes
/1/ , /1Y, /16/ on paut faire la demonstration analogi -
quesent qe dans le cas .

Cs . Qe /A et QREA ,audans gQ nU3 prenons
HD*% >3 ,e au lieuce <, . P .d.e.

La relation /21/ dore
/M1y EBD-ICE y-

e C ftfy -A + z fo ty Id e I-R s 0,

/M. + Qg t)-4)(pcc-a.2)Z*Od CuK-xu) IV --
-@Bfr)-M)YLujVv-t)+SG
/11 Y (cfeftH Cic M) Faw—/ua+C -0 c +M(ux-"Jb=0.
Pour demontrer /22/ i1l suffit ce aontrer qe
/11 &/ 80 +HOD) G ad)” -
@D, @efiChY« detA -0,
/111 5/ G4dH) lootd-9(auriv) a t foca)S i
Ae(IB3F 4 H + N sEDlee=A =
/111 /T Y/ -"HOaRS (' Cid-"BIc—)
D*apres /21/ pour les trois premieres colomes et liges
nous avons *)
Nous orettrons dans la suite 1’eqression "pour les trois
premieres colomes et liges'’.




/111 7/  CGact)-SB3it))(cf5a) -4)(au-u<)v =0,
(% .& )- D) (?re-<xz)y £0,
@) (credr(@™-"u,c.)bED,
@D (chfCvec-oci/y =0,
(6ftfcF 0 *YCxc-ciz) b O/
(A as@4)(ur-oct- so,
au if et .11 suffit done de verifier
les conditions /111.4/-/111.6/ seulement sous ces SUpPOSI-
tios.
Nous recevons des /111.7/ en raisonnant came dans le
cass 1l
0C®» a0=x et v=0-y w@n x0=z et b-O=v au
@ b=y e wOu (@) bOxwEz et
S raisomnant coee dansle cas 1l nous recevons  dans
les trois premiers cas qe les relations /111.4/7-/111.&/
st renplies. Dans le cas (ou) la relation /111.&/ a lieu
et les relations /I11.1V/ et /111.2/ prement la fome:

("CLWHfcFjot M-y - VY r))olek-Rj 50
(%hc«-4)CCA-H)k-"- to,
o kc(lavuc/+efxc-az/-e-det A et 1 et dpCt)sl.

Aumoins un des nobres 'y ou Vv eat different de zero,
puisque la matrice A est non-singuliere et xwuz=0.Pre-
nns qe y #0 ,doc si k #0 d"gpres le leme 3 nous
avons ou et xAAD + zPEHE) ,contraire-
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mat a la syypositaon farte.il en reaule ge kKO et das
@ &6 lkes relataas /111.YV ek /1.2 parait kb fane
(&*1-<) @+* *,dew =0,
d'as, dgues ke lame 1 jus aas X+ zMF-, =
Les relatias /I 4 et /1Y at dre liau et la deron-
stration das ke s 1 est finie,
Gs V. S MEA e U/ s @& s d'gues
/NY..@ .. 4Can-1)E»0,
1172/ . ... ... (
. 17 ACCKEM PP a-a) i,
/NYE HE ¢.. .. VOQIONIET ) Da300H)
/N AT OMpcadtESI-u+ ((WHoW@w- ., %30
VA VAGA: + & CAS 1 43, aTe > @ VAT 200423 0
Cdett A gy O+ -u)! 0.
Ruisge d4® et Jreale e /N.V &
/N2 ge b0 aw alc . fkr b0 k relaao /.Y
dore vVaru/=0 [k laos aos ks s aunaits ; b0y
al bOaNAc [as ke es premier ka relaton /IV.4A
prad la fone:
aich) (tfot-t)=) (a”*r-uc)y 20.
Ruige lamatrice . est mmsiaguliare et B
e ., ctie relatao re paut pa3 aoir liel
Das ke s duad@e  la relation /IV A40are

aAt)(t.cd@-xC) ¥ s-0,
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Ce quI ne.peut pes aussi awir lieu.

Ilenresulte ge b#0 ,doc a0x .Das & s la
relation /1IV.Y pred la fome

C&@(@Q—A)(cos— w)b =0

et aBsi re paut Es-avoir lieu.

Il rSsulte de nos considerations ge das le cas IV
les relations /21/ e pewwent pes awvoir lieu,ce qui finit
la demonstration.

CsV. Q6 /&Y et Q&Y et nous prenons das Q
ls <@ ,ty ,C a lieudes CF ,a™ AR ,e .

Les relations /2¥V nous doment
N V| OV (@v-u.y)+ e CHC—<X3Coar)+f

del-fi
. 2/Td("oH) («—iv-neg) +eCERCH) (00 uE)+ Kithr)~/F) (L) Yt fith)-
-RW-DAE” fre-ve tHHVERBFH) 4\WHe Ur))-0,

N | 9+ -
+ &) b™>
ft)-4 de+ ft cH+be (M -4)+c"5ft) =0.
pour demontrer /22/ il suffit ce montrer qe
/N.4/1d rPOH)fUr-of»/)33N-
def fi (mep/*)+ae(cfjfe)-4)+-rfc<5)) 20;

/v.5/]

"(3W ) detricch B)+ve ©® 0,
AV [ [MeMv)->l)(aw-vuc)+? o) Gaga) )

-INV)-Ddef R (ap 1CH) + 6eCcfi &)-4)-tcfoC'*)) ~ O.
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Nous avons aussi des relations /21/
N7l «@®)-00<)%«))@u"u.c) v-£0,
QU)~t"cy) fav-we) b £0,
<} -Ysd Kae )y €0,
b 20,

-9 CH-"
ih raisonnant analogiquement coame dans le cas J. nous
avons de /N.7/
a@m) ou @) dftEgE b=0O=uz-xw
ou @) gtret) et y=0-aw-uc ou@wW) u=0=vw/=y=hb=0,
Dans le cas (<0 les relations 2V.17-2V.37 prennent la

forme

/v.8/ ky - deirPt (Xfac*ntz,pscV} £0,
{GcFr0)-<)fch™ defFV(cLfV+}+ efo0) ) "

ou lc=d/sw-uc7+£7xc-az7+fFruz—-xw7- det A-e et et

Puisque la matrice A €3t non-3inguliere,au moins un des
nombres vy, v, b est different de zero.Soit yfO, dans ce
cas si k0 dapre3d le leme 2 on a ou T
et XJ,Ct) + sfotySO ,contraire.aent a la supposition faite.
D*ou k=0 et d"apres les relations 7V.87 nous avons:

*&«> <CZfO<*):O,
UQv*=> % ) =<2,
ccfaC+t) + cfi5lt) £0 ,
Les relations Z7.47-2\V.6Z ont done lieu,c.o.f.d.
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A demonstration dans les cas (0i) et @) est amalogue
- la demonstration dans le cas  HI({Yg))
Jas le cas @) les relations N.1/-/.3/ prement
la forme
( de*-Tt (xFac-t)**pbft)) Do,
BHAA) [ s @xr-ax) —ede*A) B0
@HO-JEEA-@, , FOEPICY) so,
a V3 et eNt]J¥ pour 1=1,2,3 etefofty |,
Nous avons done dapres le leme 1
xjbAV) +zfoC J0, epd<?) + ¢ ) €t e =we .
Les relations N.4/-/V.6/ sont done remplies,ce qui
finit la demonstration.
Nous avons dore fini la demonstration dans le cas V .
Js 71 . T 6/5/ et go6/10/,0u prenons a, S, ¢
au lieu a, b, c dans QQ .
Les relations /21/ doment
NI . /{Cafe"<fCfc™)a; ct) ICAW-/uc) tC<FIWCHD)-=DIWIr-X It
+9 D (EEa)} y-@ ®rye(ct, ftt
TR))-"M )  (ufiet) Ve D)D) L£0;
NI 2/ {EGEERH) S falfav)+BIcF A @B MO
HE RO ATEPRED -y U j-A c U | ARAZ AL FO-01/AC AR,
/N3 /7 DDE TRAOIE)+ ditgfHrolch -0Jfux—*w)t
* FRAICOMYEac-ax)§(<ftCtii)b -fgfg-"elRfay Wcfcfsft-nkc e0)-

_ N Rynefcfve)/)-WBeL)s 0
et pour demontrer /22/ il suffit de montrer

/N1 A/ {JafthH-Dth TA)YHI G HEEF +Z (tf(«)-/)} Quz-san)+
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+S(if {*-Y4)(0CC-a.T)} Ctfj(/fi-A)y - C«f(<r)*Oe>tefA CvCfaf-j) t-ye ccfofsW)*
CICE ), @ CUF-A)-hefch) ,CHF10)) eo,
| JLEACSTAW-*)+BEFM X)W (atr-~tc)+CE«? WBK(<**)+ (Cf ('r)-vi)] (Lu->x)t
+H @ )ke-a*) Fo NS\ —EN MMt BB efchic <)+ Bb(A)=0,
NI . A@EION)-/)HE oY (@Gl ) F)ONQ )BT =) +
15arDEC CAri) b-Gaffri\)del—>Hagy<)+Hhef(fof>cfoh))-
- dMSEW dew* ("Kp/ot+*e fcfitfdl)+ap9r))n q -

Lee relations /21/ donnent aussi

VA /4 CEF ) (an™Mtc)*<0,

aikd) @D (cus-u.c)* £0;

@ 1) GIE)H) W =ak)-eo;

or*/*) Cvfo(Q-4) (ux- oCu)i> =0,
P yfar-wc)ACoc-afc)] 13*« Ny Cla-ac™) } (if*,&-*) 20,
IFGOdDfux X< wW)-\FOc-a; § tSC,W b favwoc) CeftCtH) £0,

31 au moins un des notbres Wavue/ ou Vuz-xw/ est
differet de ze"o.donc nous avons 3(As.0 eS'CA .In raiso-
nnant dans la suite come dans le cas V(@A nous avon3 les
relations N1.4/-N1.6/,c.q.T,d.

Considerons le cas si v/a" vu/-0~v/uzawwv. Nous avons

CoO v=0 au @) w=0=u.

Dans le 03S (04 les deux relations demieres dans ANV1.7/
dorent QM/avu/ + M) /uz-w o et das e cas la
relation »Vv1.2/ prend la forme

oofft) )+ CHatEk £o,

dou dagores le lemee 1
-ty C*) £Q.
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lesrelatios M.V et MY satdas e s ¢k
fome

- de~A(xfacwtx | VHH

)0 {<R)Pir>- . .
au IcE/a.v—Lr/+b/SC—ez/+C/Uzwv/—e>obtA

an raisorat das la suite coma cas ke s V.C, ms
astatos ge les relatas M A/-N e/ sait raplies,
@ qu finrt la derostrataon.
Das ke @ @) dgres AN/ B aas e pls
@ .. O dw larelation M./ dore
OV jCEHXsoc-ax VB -\e) 0.
lenreaulte ge B=we e ks relatios M.V &
NLY pramet la fone
(C2(t)-'0(x/5/,C-t)*x/*»,C«) cleffl 50,
CcfCr-"CaCH-J-i1-c"sCrtePA sO.

Nosaosdgres leme 1 ge X.®......., *0
et aGb c...,.. les relatas M. A/-M& st dre
remplies,c.q.-f.d.

S M6 e P€/11/ o P6/12/ au /1Y
la derostration est avloge come das ke s .

Gs VII. S1 Q€ &Y et Qe /A s Q pre
ms 4d,¢ aasliaucke d, e,
la relaion /2 dore
ML V@OV DA UT@WORE) ... ..
-cC,Ci)Cu,|2i, (t)+VE(t et)--0+ det- ft ~0>

A2/ @B WO VAU DI,
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VAV L IRCTARNE) | 102 (W) +a i) Ce-TzHoot tH ) it-M )] b-
-dBd@®0"0) +\Egbk«<A+ ACHetir=0
Pour demontrer /22/ il suffit de montrer qe
N1 /BB FaA T MOH+I<XHXC-a. HoHAr-9)/*
" tv-e(cf5a>H+0"5 53
/NI ({(fE$90yM +f/ HMENHSG () (xc-ax) H<fHM t Scx/Crriu-xNTAO,
/Ini.e/fyWIlfcM+faW Mtwi+factiteradHacnjtgtfMus”~aiflb-
-O)Qu/H)HefeleCV) EHEO-
D*apres /2.1/ nous avons aussi
NI/ NOftheaVNo 20,
CFoBHV*« -*«)* a"
at WfcfjWH/(aw-4tc) v so,
G ECN-"Cvocaa'v >0,
@) ECS{av)* +v-(aM0Cc)) +eONE jar-y] 50,

HyDHE ° C | b Hol FO((k-X)btv-(Fa~)3 so,
o ' OORCH et ,3 raisomant cama dans e

cas Il nous recevons des quatres premieres relations dans
NI ge v 0 ou wO=u .Puisque la matrice A est
non-singuliere les deux demieres relations nous doet
qe V0 et ce la

ce(aw-uc) atfixuc-xis) so,
a Jav-uc//uz->aw/+0 11 en resurte e la relation V1Y
a lieu et puisgque a3yt , les relations V1.V et
N2/ prement la forme

(fy ty - A ) seoicaUy-
- 3oV G CH) + de-t-ft 20,
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@) [ak2D @vnac.) +aCie)(x-ur) tetautyCxc-axJib =
- ) AR+ AT o= Tt ),
M F okt
Si dans e systeme nous considerons G@Dusfke) *FyHEdHt
at @&~ (@ E)rMkd (U-aon) +cfodjCaa-as)!
comee les incomnues, le deteminant /Zuz-w/*det A est dif-

ferent de zero.Puisque agCHA) et done
Jf) @HVID) +OMY) Egc-scw)t *0
et sp,

Il en resulte qe NVI1.4/ et NVILY ottt lieu,c.g-T.d.
Gas VIIl . Si fQE// et gQ6/17/ las relations
/21/ donnant aussi
//11. 1Y/ dif)C->0 @F~ncc) \-£Qy
ADCELUMDH@-1C £,
@HtY) -0,
of e @cvH)@v-/v.0e.o,
ED>P@aAnod. ..., +aEeb@ao)]
4¢c™u) (nfav/-rvtc)+bfxw'*-ux))J
ou dAD£Gsch(.4) L1l n"existe pas un k de C tel qe
<G T et .3n raisonnant come dans le cas 1
nous recevons d apres les quatres premieres relations dans
NTIL.Y qe av-ucQ au v=0=b .Puisque la matrice A est
njn-singuliere les deux restantes relations dans AV V/
doment avuc0 et CCO+APRPE=0} ou VEQ o v=0b
et /ADH=-cH»P o contrairement a la supposition
faite.La demonstration dans le cas VIII est done determines.



CasIX. foe /&/ et g06/&/,0d das @Q NoUS prenons
*5 >Fi »2F ,S auliejuced® ,db ,p, ,F ,e .
D"apres /2*\/ nous avons
/IX. 1/ a(x,0[CMtH)CV*—bw-)X +(*&(JKk)-*)(OLU-UC)Ys +
“ EpcC(Fog-o0tye(vfiu)-4) 4 )+
+£ + fBftH)(coca)yJ |
+$ECH DHW—)Cm + 1 -/
/IX.2 B, m) N «+(9ct*)Cav -]+
fe CrW-"E(cfzL)-Mrayes)u, kfe®H)SCC-uz) N *
“CTsW™tuctfcfW-0 Gfc«M +*rfac4)}c(*t -+
HbN LN -H) G- \2)iHCE CH @GS «eo
/IXY N «)->0c-v-c-+(E Do) t
dgCrfett}-) “/dfjcers) @<o»)bj+
V)3 P CatA-"c bj 20
et pour demontrer les relations /22/ il suffit de aontrer
/IX A # («fHYFED-DOChirfaetGPW-+Xau -<0M1t

- (7 h)E(EpE)o+aaThhryd Na A
d Cb*-HR)sc C» -yt
/IX.Y 3 CytfoHORGHY) 1c t

+g /s )ALV AME-yC) Med @FWH) Cooc-a -
[AleCaff)*>d>€ s0d ANt
+JV-) +HAADDOES<«OHI>-J £0,
/IX.s/ 3 /ch\) ve- by et /Y5 fair-ut) bj-f

dgG& ®)ER/A ey < p a + HGrea)bj +
d|>3GD V»)a+ (UZ-"2Q) bj =o.
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e plus de /21/ nous avons

/IX 1/ [CV)b«-)w »H (au- weped =0,
/IX. &/ @D FrisCtH)(ve-bwat bjSO,
/XY $j «d)LFtht"Xox-a0X+Cti-"facf-ouc)\J A0,
/ixX. 1/ {[mmERyDrc*yOa+ SdyQc*ca?) t3sq,
/IX. 11/ £ +(c(bc*i~$1*z-0Cu) Y} 0,
/IX. 12/ ogufac t O N t e ) ~n (MGCoawp-I=<2,

ou &EN*FTFj et (6 S VAR

D'apres ./IX.11/ et /IX.12/ ona % *=. QU&EA=i A
G TV 7v*) *f ~Ofewx-jav)y -0,
Qtct)-"0(,"y«-v«) vt * Ofy) (M XIAX oCu)v- -0.

Si dans e systere RO yur-w) et gt o-aciky)
sot les inconnues,alors le determinant de ce systeme est
egal a xv-uy =0 _Oonsiderons les cas

to,) Xv-uy # a ) xvuy =0.

Dans le cas @) nous recevor3 du systeme /IX. 13/

HDCyw- v =0 - (D)X

Si I"un des notbres ywvz ou uz->xw est different
de zero ,noU3 pouvons supposer e ywvz * 0, puisque dans
le cas uz>w #0 e raisennement est analogue.il en resul-
te dans e cas d"apres le lemelque iU % rrroau

oA ,e@ qui est impossible dans notre cas. De la
w-vz=0 =uz->w ,d"ou w =0 =z .Das e cas les relations
/Il wg et /IX 1/ prement la forme d2ps4  ou a

(W) v =0;

3 ~ AW &L-0 »

/IX 1¥/
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Si dans cs systere nous prenons ftECRtf)o- et (tfjb
came les inconnues, le determinant ce e systeme  wx—-Wy
est different de zero.Sn"considerant came ci-dessus Nous
aos a=0=Db Das e cs les relations /IX.7/ et /IX.Y
ot la forme

QIXH O v-uc bo,
CE&w -%0») (  -djtDaryc £/
ou cfO ,dau
@) BhedFH au @) HEH w
QOv=0=x w @ u=0=y.

Das le cas (<) la relation /IX.&/ a lieu et les rela-

tios /IX.V/ et /IX.2/ prevent la fome =1
st~ - uy-y\Joc <5, 300 u.9-E€0>apjy =0,
cbby HfaC-djev M) Fx?-u3—«ccMeu.y)w =Q

Si das e systere C Ac-dvfdye/ at

EFeH)-<)xe-uB-exvteuy/ st les inconnues. la determinant
ke @ systere xv-uy  est different de zero.Puisque 1,
<BPi*i*<1bGQ NOUS avas

V3-dxvtduy-ye =0 = xe-Ua-axvteuy =0 .

Il en resulte qe les relations /I1X.4/ et /IX.Y soit
satisfaites, g.e.d.

Dans le cas fa*) la relation ATX6/ a lieu et les rela-
tios /IX.V/ et /IX.2/ prement la forme

(~(fci-'OCcfjr-OCSf-'sect ft BO,
cr$AGK,d) C c-vusC-elotedR 20/
d'ou nois aos. "ldhe =0 = sluhe 1 en results o



/IX4/ et /IX.Y/ sot renplies,c.q-f.d.
Dama le ca3 @f) la relation /IX. &/ a lieu et les rela-
tions /IX.V/ et /1X.2/ prennent la forme
C fcl - ye) vujc. £0/
@ uxhviyc SO,
ou wc #0 e la dhe =0 =eud ,d"au les relations
/1X. 4/ et /IX.5/ ot lieu,ce qui finit la demonstration.
Dans le cas @) la demonstration*est la niere que dans
le cas (@5)--
Dans le cas (b)) les relations /1X.11/ et /1X.12/premnent

la forme
e olc)) C*x- uf)h bo,
-SVbXioc—\vadw =0,
d au
) = e« wBh) xX=0=u aw@® y=0=v .
Dans le cas @9 les relations /IX.Y et /. eX UV ot la
forme

(C8af4) (&) (av-ut)c 50,
(*"N-4)cxb-ay) c £0,

al lav—ubl+ pbayf *0 ,dou c =0. Les relations /ZIX.7/
et /1X.9/ prenmnent la forme

h,«)-"r)) Cav—wvb)w-£ 0,

GP%eF  (cgxw "QYCxb-ay) Xs o,
al M+JzJf 0 .Nous avons e la £ Lalors /IX.3/
ired la forme

o) @a)<0 (/Syw- i)+ @-oa/) SO/
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ol Awz/atfiz-u/o = dt,, ¢0 dai AgY)=0 .11 en résul-
tt qe /IX.V et /IX.2/ preratt la fome
k-deiR(@BaCH;ej =0,
/XA, U/ £0k
a  kow-ez//ay-H/-Haey/oetat  at
I=/ctw-t3z//a-Uuv/-/udhe/cetA

et au aoins un des natbres z at w 33t different da zero.
Puisque xv-uy =0 les natbres k et 1 soit proportion-
rels .In raisonnant analogiquement come dans le cas 11T @D
nous recevons des relations /1X.14/ qe k=0 et

Les relations /1X.4/ et /1X.5/ 3ont satisfaites,oe qui
finit la demonstration.

Dans le cas (b,) 1e3 relations /IX.¥ et/IX. 11/ nous
dorent ka4 au au
FcoD(vc-ay  H)ab” =0,
trctHk*-yc/a - @@k 'Oat>* "0,

3i das e systere @4 et B4 3ot les Incon-
nues.alors le determinant de ce systens ast egal a
-adbc/zv-w/,0u a/a~,w/ FO, Si o £0 ,alors le lemelnc-
us dore gad=1 ou WH51*ddl) ,ce qui est Im-
possible dans notre ca3.Considerons doe le cas bc =0
et les sous—cas:
O« b#0 et c=0 ou b=0=c,
pui3que pour b =0 et c #0 d"apres /1X.15/ nous rece-

N1X.15/

vons ‘51 ,e qui est impossible.
Das le cas 1) les relations /IX.3/ et /IX. 1/ dm. 1
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K,EAID) et les relations /IX.7/ et /1X.Y/ prement la
forme

€. TDEccay o ,
au afo ,aau
U@GPHw=0=y awu@®@*) v=0=z.

Dans le cas premier par le raisonnement analogue come
dans le cas M) nous recevons que /IX.4/-/IX.&/ ait lieu.

Dans le cas relation /1X.3/ dome Tw *o ,d ou

/IX.V/ et /1X.2/ prement la forme
@y CUHOYE) Zel-ft £0;
C?-v<) so,
o avz =detX #D ,dou et enve =0 De la les re-
lations /IX.4/ et /IX.YY ot lieu ,ce qui finit la demonstra-
tion.

La demonstration dans le ca3 est analogue qe dans
le cas (CJ<@),das le cas fi*X) elle est analogue came dans
le cas B et dans le cas Gfb) come dans le cas A0 .De cet-
te maniera la demonstration dans le cas IX est terminee.

Js X. TQE/A/ et gQ6 /7/ ,0u nous posons N

,&t ,S das ¢gQ as lieu et ,«« ,dB , ,e

La relation /21/ nous donne

X1V (+)J?ST«*«a)b*rjx «Pxd-dagtu)y}+
4 3c4ed GtyuH* cW F-yC )Xt ctjm)Cxt—0a0y J +

4 c(NaHCHe)yH)yw-var)sctHC*jew)y 1™
- ot4@®) Qret D))+ +W 1t=0,
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/X2 QY SR TR OVED-FEED)-DNOW- LOV-] +
35400 - iy u, +C O, )vj T
*HOCIO)D[(ECHDHCdvic) w.+Fe)-OCu-a)r]
/X.3/ f a,*ce)nC<f"-4)Cvc- bw)a+C<fc«-)-0Ca<M-uejbjt
+3 3 4it] o~ I ~yCafCtRCta~"Cxc-aZiV +
+eCéfocH-4)[(cb,a)-4)(y*r-vz)a, Hefsct)-<)(tut'’Xwjbj-

W-0 [adfc™tE) -4 teaffD )+ cjB@@]del fi 50.

rour demontrer /22/ il suffit de montrer que
/X4 CD)+ | S\ [AEFDve-b>nx +(D-D(aw-alys 1
+of 3/r) [[CciMM)Chb*"yc)x+f 3 Gi)>0(xc~&C)y 3+
+2 (Ci-0ICAN)ly*r-v3dx + -
- AW Qua @TAE"IneCchH)™) tW[3BC)3EE fil =0,
(i EYCHO)~<)VCHMUA+ (<fetH>(@—uc)ird +
+aSt«M CafJ,C)-"00*~y0rc+ Caca )t
HE(ECV-0 TeFI=X) (yw -w)u + 20,
/X &/ SONCYTIHO)) —A0ve-bwDa + GEB(<i)-~/0EWU.M0]
t [GF* M-y +CifeM-Ofooc-0%) by +
+d'etre™)-*) yn\Hop+Efs  -0Ca*-aow o] -
a0l CC 1V Weft"51R04) +gBxPar(er i 50.
De plus d"apres /21/ nous avons
IX.71 f% C«--O CCc«fa|rtW)(bw~-vc)cl + CcfEttih )Cuc- cu®) bj £0,
/XY EORY) [r)—Cynv—vedv A-CH0-Buaon-)-J0;
/X.9/ CNcfei"0 LCMCM'i) Chz-yc)a+ CHjC-hj-"Yfocc-o») bj +
+S¥Qf CldzL1)-4>Chbw-v-c)at ¢ *cw-OC-wce-cu™) b3 50,
K WY CLOMTECE] -«0 (yw- iRt lGaa)y]j -



- RO LA AH ) +GCHCH-O(ux-jcu) VI BO,
/a. 1/ €EDFRD)-Ifc- b+ GaJ-uc)o2 A,
/X.12/ a"LCjTcOH) GO ™M-bw-)—«<.hiCyo)) +
+ &NV U0 AV Ti2-xc )0,
ou 4,80 , d)4X5cCH).
Nous avons des relations /X.3/ et /X.10/ qe au
+ CYMNYCUZ-Xu)v =0,
" CEROOMAY +GEPHD)-"G /B M= -O.
31 nous consilerons dans e systeme G, V) \i-\w)at
(uz-jcis)come les inconnues.le determinant de ce sys-
teme est egal a uy-xw .In considerant 1e3 cas uy-xw t O

a wxVv =0 et en raisomant come das le cas  IX,nous
avon3 des relations /X.7/-/X.12/ qe w=z=0=a=b

et Ad)sd®) .Les relations /X.2/ et /X.3/ prenent dans
® cs la fome
(ocv-w.y)cof s0,
fec) @@ &-u y)d =0,
au xv-uy/c #0 dau 3 =5 et £50 .Les relations /X.Y/
et /X.&/ sont dorne remplies et la relation /X.1V/ prend la
forme
Qfjth) - Stt) (mem0e)3 44-1=0,
d"ou -2Adhe)-flla relation /X.4/ jst done satisfaite
et la demonstration e3t terminee.
3i Q6 /&/ et gQ pred I"'ue des formes /14/
al' /15/ le raisonnement came dans le ces X nous pelmet
de conclure ge les relations 72/ ot lieu.
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Js XI . Si fQ®&/o/ et ¢gQ6 /8 ,la relation /21/

dore
M.V ( -0¢c-bw)a +fdjA-DCav~uc)bj Oy
XY d z - C YT -W) b+

H O YO G )0 +c- v a+CfjGd-Caratgbl =0,
/X1 dGC3CekCHX(*—cy)a-<(e- e\t -boc-odn(cab)ie
/X1 4/ Qi) HSVEAW- b E)) AP IJC o YCGX-amO)N T+

HAf ¢ QHE) [fM)4) (yc-bz)a Hy #1-0Cax- =) b =0,
X1.Y QORI  beyo-a(yur=)r BrF)Hofsa-u))I+

AKCRA £0,
/X1 &/ GGEOE)(@foyC)- QY VA)HAD)-QRECT-a)VISIHEZ))
H O0-(RAcH) CCact1) -*%)) +

+ T+ (orac)+  -u))] =0,
U EDVTA) et B&3T 15 o).
Nous avon3 des relations /ZXI1.V/ et /X1.2/: aGO=0
(@&t (co-)x» Gau—Keb
Gh,tM—<)(0=s e)a+ dxc-ax) b -O.
Le ilterminant de ce systems,au C c et «™4b
sot les incomnues,est Sgal a c-detA .Considerons les cas
@} eto arcyd c=0 .
Nou3 avons dans ke cas (&) ,puisque SOAU BID et a1,00B0f
ge” a=0=b 11 en resulte qe =/X1.¥ pred la fome
P ) (<AIM- D) w~ =0,
a lul+]wv40 SI u=0 et v 40 /le raisomnement si
u40 et v=0 est le e /,alors /X1.% a la forme

&CW aBcH-O0vaxr =0

a



ce qui ne peut pes awir lieu,puisque vx + 0 ,car la matri-
e A n"est pas singulisre.
Si dad) ,1a relation /X1.4/ prend la forme
oC, (4HcFCH) (vx-y)C =0,
02 qui est aussi impossible puisque c/wx-uy/ £0 .
Dans le cas (@) la relation /XI. Y/ prend la forme
o) Z)<I>tir 0,
ou Jal+Ibj# O _Considerons les cas -~
@& w0 ou@jyw—0 e
Nous avons dans le cas premier
(din) oau@zizz a:O0+b au a=0=b.
Ici dans le cas premier la relation /X1.3/ prend la forme
@ DD (ub-avHw =0,
d'ou ub-av =0 et ce la la relation /XI1.4/ nous dome
c(«(t) CMCO-4) (och-ay) w
e qui est inpossible puisque  rbay #d ,car A est non-
singuliere.et (Y0 et fi.
Dans le cas (ttY) considerons a=0 et b 40 /le cas
deuxisme est analogue /,i1"ou la relation /X1.3/ dore
cCClicK«feWH) bu. w =0.
Si u=0 larelation /X1.4/ prend la forme
ad\V:)(GCH4) Xofar =0,
o qui ne peut pas awir lieu.
Dans le cas @*1),s1 w =0 d"apres le raisonnement ana-
loguie come dans le cas fen) nous concluons que les rela-
tios /21/ re pewent pes awir lieu.

92



Cs XIl . Q6 /Y et £ct /Y ,0udas Qo orenons
B o .g,.Ff aulieude @ &6 Ot d A
Lea relations /21/ nous Aonnent

/Xl .Y/ a [ G ™Mon) HAB(D=AjCav-atc) H+

HYECEN) Led=Hx(tar-yOHEIIDDy U c -az )\ +

— CfrtvHrtde< AESod(CRLct)-dy+e(ific-HM+5t*)J <0,
/X11.2/ a(CRinN-"E(D)-DpoCKHMGIRBEOHW-Ca-""H)I +
+e CW-"[0zet)Jab-YOA(Fift)-O/ Gac-ad) +
AR - DUCIT- 555 +Cc-4)+C*x-3d )~
- (E8C*> [vd (P <)+>£0<RCiH>+" Tfawa ~ > 30,
X3y » DCh/D)—>Ha-ki+ Kaw—uNJ+
" (o-0[ C" Ma(-yt) + bfooc-ax)J+

(&) [(ERC™eC-yiV*) +Hefed) bwrjon)d -

— CAW ™ DEIRCRAGRR-t)“ +beCHRBV) + sty =0
et pour denontrer /22/ il suffit de montrer qe
/X11.4/ SICCWRoj W scf\C.+Y) Hftb)Y )yChwv-"we)j +

+C (3(£.«)-4) tC""W-Asc (br-y diirBV-4)-y facc-ax)J t

+ M 4GRA)-6e@l/~x&C 4y fz-am)j -

— (cRM-0deJ R j>d He(<FBCH) +xfyK)I 50,
/XI5 i "J-"CR™ ) -Dat(ax-b)* Qw0+

T £(Ekc-<O[Cekra™i™bx-yc)4TcFBr*) A c«*)J *
+ Lfifew-oti - v*) +FIWH)N(ux-ocu)J-
) et
X & IESWOhfaIC Ve +«aB«)) bfonv-aty] 4
Up W—-Ja(@2yc™f  f-Obiat, -fv)J+

93



+T GRCTiN) a0yt va H(tPN-4> bt™M.X-canilJ -
- i) Loa@faC )+ )0+ C4)JsO.
Nous avons aussi des relations /721/
/X7 (3)-ke)) Cda,Coa Gy ™ VEa*>-uc)}s0,
@eo- [(EWr1Matv-t-hn) bfaw- LC)j eo,
¢etd) Lofe)H>acjs-y O+ 0f3q]  y(eaal)J£o,
Cegh-$(*) 1 HCifaC*H)aChz-yc ) beiH)bC3a-a"] *0,
GBY-ty"1)) JAAD<Dc (y « - * * ) « * (yi (L2"XCY]0,
(cai-¥UJ) LCIsLL) H&)) o janIso.
In raisonnant analogigueraent qe dans le cas IX noes
recewr.as des relations /X11.7/ ue seriaanalogue des cas.
Nous considerons seulemsnt le cas ,puisque
dans les cas restants le raisonnement est analogue que dans
e cs
Les relations /X11.1/-/X11.3/ donnent dans ce cas:d&a@HA
u k x - NjEO(etfl =0,
eed-g (>, ()-*)- tftn) ekt ro,
ita + C<f5tt)-0 Ib - c/?>5«) erfet-ft -O ,
o k=c[Ac-bw+e/bz-yo/+HEAmW-vz/-0 detA et
Icl/av-uc/+e7xc-az/+7/uz-xnw/-e-detA et

Si ici nous considerons (&) o ,(cfc,UH "“aome les In-
connues,ou le determinant de ce systeme est sl a (deti™ O°
done d"gpres le leme 1 nous recevons

1 w ou dFHH) et £8CHY),
contrairement a la supposition faite.il en results qe
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k=0=1 et dns & cas ,Les relations /XI1.4/-
-/X11_.6/ sont dore remlies, c.q-f.d,
Si fO6 /&/ et
gQRE/10/ au go6/11/ la demonstration eat amnalogue
qe dans les cas X1l et VI(ddy
gQ6/12/ au gQE/13/ la demonstration est amalogue
come dans le cas X1 .
Cas XIII . TQ6/&/ et gQb6/16/.0. S gQ NOUS po-
sos Si £.,3 a lieu ce 4}, .0 & ,d.
Les relations /21/ nous donent
/XY @BV +1 I CH-DtEK )X 4
+(efot™+cte&CM) QG4 Ch*-ye>x +Cof>Hix(ac-eacy 37
4 P G W goeHyritH-(CM«-ocanyl-
“SIALE LY ZoT)eF+ (FAED) (- -efOe/SEC0) (v-0]defR-0,
/X111 .2/ @D GPROBRLIC-DOVCOMW-AGEF)-"00ctv—LEXAN] t
t( el W) [iefod> -yt ocedv34
HLTHIo-V>> Wi -90/x-a)V}
/XY &+ C )0 ~chtvAa, 80y @av—\Ciy +
4 (i 1812, A)KfettH)Ch*-joa. tC'Vij-O(set-ax) bj 4
AN LEEMEU=w*Ja, +FC)-DH0nx-9fn)bd =0
et pour demontrer /22/ il suffit de montrey
/X114 +?2°5r\) [O4sE)-O(\<-bi<)ECH (au--noc)y]4
+E B HER@)-Hfo™-yc)x, W)-<Kjcc-axdy] +
+BRALCfRW) Oy "PFEF N (-uX-JCw) yJ -
- [oNWN** ZDxd 47 06)-+Hyw " -b)ed ALCHN—Ac|clarO,
/XY farW + VW) Lr«FARD)-DfA-HOUHTIBAR-DEIVMON+
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+ (€ [C)-OCh«*UC)ac+Cc<yf-) {zoc-0*VJ +
+ B CCRBSGHKAYHEF-WNA+1CO-F) Cux-actxyJ £0,
IX111. 6/ ('CT9)+" SMMCWSIAX-"K-bw)a +GEEHOCaiN-nc)bd +
+(V2 IR L (DDOHIPO VCca) b T
4 QCIfoHX" 1dw Ass)t (ifoteH) Caoc- jew)b3 50.
De plus nous avons ce 721/
/XH.7/ [ICe ™~ 0C-bwju+-(«eltly Xa-w—"Uc\J O,
/X111.8/ 1D [("CH-DH™-t»+)at+ CcfrftHKa™-"0b} *0/
/XN 5&0) £V CF ") («N 7 " (7
IX111. 10/ $a0J) Clej2,c«-0(ve-"bw)a+ bj 50,
/X111 .11/ge (h) {Cificv-jyfav-c-xbts'ubz tuyc)-t(tf,*)'/)(ci>s-uyc-\r?(c-imd}t
SzuUdticftCy-j)(xjc~bz)éL —KNCEM} Ca*-moc) by 50,
Ixittiz/ - Reayn) +HFEOHW U3+
+&SN(CECAMDCor~addaz aHFer™-uycHostivHou0j<o,
au ctAto)$0 et cfeCh H ~
Nous avos' des relations /ZXII1.7/ et /X111.&/ ,(@)00
A-DGk-HoWHu € -3 @HUO)V»0,
X)) (\cHH)TE +HCFBa<m ) (c*.»-*x¢) b* O.
ne determinant de ce systeme,avec (" Acbt)et FCHamc.)
atme les inconnues,est egal a u-av. Distinguons les cas:
@ u-avTO au &) ubav =0 .
Nous recevons du systeme dans le cas )
CioCtJ-0vi-hw) -0 - b)) ™<>Ca.u-~*u.c) .
luisgue et Cb«)#4*g™ nous avons avuc =0 et
by =0 ,dou ¢ =0 =w .11 en resulte gqe les relation”
/X111.11/ et /X111.12/ prennent la forme
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Aft) LGCEx, Wh) +3¥t) Gyt ifSc«)at>a so,
fie, C¥)(«KCB-cfeft})«uv-x + SAft) C. C-<0avi "o(tf5c*)-4)t>*aj s0.
Le determinant de ce systeme,avec 3,f) et @) come les
incomnues.etant egal a (P tetH'GJ-"VMub-av/ ,est different
e zero.d cu £ 3¥)  .contrairemant a SYO.
Das le cas @) les relations /XL 7/-/X111. 10/ nous
donnent
@i a ¢ a-xuc =0 w v=0=b .
Dans le cas t°-u) les relations /ZX111.11/ et /7X111.1%/
prement la forme
£3v|ft)w* +0etCc2C<Xy- ~\cb) 20,
Ctfcift)-*) £SCft)or+570)c| (xv—u-a) £Q,
a Jay-xbj+Ixv-uyls 0 ,d"ou
SQ)or + SHMt) C =0
acgs*280t) Lalors wec =0 .Das & cas les relations
/X111.2/ et /ZX111.3/ nous donnertt
bO-tr, ) 3 c(oov-viy) £0,
CD-) T3 cfb~<y)=0,
a cfo e pvwy|+poadl£0 ,dau 2=0.
I1 en resulte qe les relations /ZXI.Y et /X111 .6/o0t
lieu et la relation /X111.1/ a la fome
AV bx-eo™ +uy- v x ) z 12, GCuldvbe-udhe) ity
o qui nous donne,puisque (k@ et les fuctions 3, 3,
Vi soit additives:
S'bac-tcuj +u.y-v-x)+eAft)(?od.-t ft bO4
La relation /X111.4/ a doe lieu.ee qui finit"demonstration.
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Dans le cas fa),les relations /X1l 11/ et /X111. 12/
premnent la forme

&&) b~)x - (tfiCA-vOv-3c<3 - aAGt) Ccfj«) )b xc =0,
(N6 ) DGl NcAMNcHO -0 boowj =2.
Le determinant de ee systeme.ou etd@ soit les In-
comue3,es"t egal a fPA<NE)(Y-0ACc-bw™d ,au xAc-bw/ 1 0
et A1 en resulte qe @EHDCED o 3,ct)=c*%, (
De la, d apres le laae 1, LCMD) = ,puisque a, ).
Les relatione /XI11.11/ et /X111.12/ prennent done la forme
QMIC) (&1<) U +af<)c) ach £0,
C @D+ O™ 5o,
ou x FO et Ibl+v]* 0 ,d au 3LOEWIEIIC50 ,aU
En raisonnant aowee dans le cas @) ,nous concluons que les
relations /XIH.4/-/X111_.&/ ot lieu, g.e.d.

Le raisonnement dans le i) est analogue come dans
le as@ie).

De cette maniere la demonstration dans le cas X1l est
terminee.

Si Q& /6/ et .gQf/17/ en raisonnant au debut come da
dans le cas XIIl et gores come dans le cas VI nou3 con-
statons qe les relations 721/ re pewent pes avoir lieu.

Cag XIV . £67/7%/ et g,6/9/ ,oudans g, prenons

Gh /i =1,2,3 4., a hiavtft d ,e.

Les relations /21/ nous donnent

7ANL. 1/ flI(¢f3C>O30» Xcuv-vtc)w: + CHLCNM-vob-av/xJ +

+ T oDHICY el
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H(katt]) (v Uyx-CGRCFH) &S yseTRtoEtA),
/XIV. 2/ (¢ .4 g @—Vou+CED-)are-a >}
+ W ) (0cC-M) wHOfcCiHycty -pdow 1 +FCS«HEV+) (u*->cu) Ut
+ Ccfdov-uvgwj—-([@H-bH [do(t)#tdt—e)ﬂmﬁ()-lq,e n)Jdei fsh
/XIV.Y 3 (Ha ™ CgCaHo)a )™ >av e b
*N N S BC-am)aOa - "Xora—H)H )P+
H0foct<) fxv-uy C]-("a H ) £a(*>thytd</?Gi) t i IS “OloteHte0.
Pour deaiottrer 722/ il suffit de raotrer
IXIV .4/ -X)[p£,tiofaw—uc): * + ( cfafs)M)tvcto-av-)xt
+E£CSFAOrU)L 2 )6 xc-az)Xi Ccfrts)'Ofay 'Xb)zIAN((AC<y)-i)INCi)Cu2-xube?
+ &/ -uyy-ECPC G d SQ@ry o)< &5
X/ Y TGRS ECHETAO R COTMBT™S  +
@) DA -af)U+ N>(ety- Q@6 Hef EC &YX M+
HEDQRA)a- QUgE . B Wie <]
XIV. &/ # (dgHcA)@-"ttfa. fCifets) Ctdha/)cj t
<) [cEMBc-ax)<x+ CW) (ay-och)cd COOHXt
MEESNOV—uy )Gg- ((PAad S WD) Ho@r, AV (>H)JI aetit3.
Nous avons aussi des relations /21/
/XIV.7/ &-FEQ)[COEFaov-+ (fcaH) Guoa)aj =0,
NCMNMNAW Atau—v.c)a+ (ifx<*)-ytvd?-av)cd 50,
E&)-Ya{Cgo6adx t  H>(ay-Xbxj =0,
GSfeoy- ) [8<(*) (xc-a.X)CL +(xRH)Ca.y-xb)c3 +Q,
6(*0)  e** ®(vic- aa)oct cKER)>ADALYY] 0,
“H(@®) DL LDt ecH CION-DR—Y/AI 0.
S raisomant come dans le cas IX nous recevons des
relations /XIV.7/ ue serie des cas.Nous doerons la dam: .
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stration dans ke cas =da0)= ,puisgque le raisonne-
ment dans les cas restants sont analogues que dans e cas
Les relations /ZXIV.1/-/XIV.3/ prement a present la for-

me dED~i- au
D (k -eefftyd ) +ccr@4) - CREAD)+ otth))* ek 0,
oc”NOcu- cet=ftot) tfefc,0H>*w™* + -0,

0" CjCka—det-Tthc0 + CcfcOtHKe- (¢ CW o™t ctoefft =0,
au  kcl/av-uc/+e/xc-az/+f/uz-xw/
I=cT/lb-aw/4S; /ay-od/+F/Ha-uy/-e™ detA
et O™ et EDN i 1 EDEL..
Si dans le systeme plus haut prenons ,CCODL,
@Catatic)) oleiR come les inconnues, le determinant de
e 3ystere est egal a /detA/4d.Si d £0 ,alors d’agores
le leme 1 :gW)=d o «4DsO0 et ODt=0 et DL,
contraireraet a la sygposition, fsite.Done d =0, d*ou les
relations /XIV. /-/XIV.¥ ot la fome D=1 w
[Coc k- ) detilU c+ CREDHD** =0,
[CIDk- YDdet u +EDHY™W >0,
@D k- oD ad fjac+ &I -Dlc *0.
Au moins un des notbres xw-z , Xc-az , uc-aw est different
de zero,puisque la matrice A est non-singuliere.Si dans
le systeme plus haut diMicaChokeift et 24F )t consi-
derons came les iInconnues,done @ systeme nous dome
@@ Ko kEEG et CEHDAC 0 D'apres le leue 1 et
puisque dHHSAEXD) nous avons e la Mei-det=FoCyjCtiso
et 1=0 .11 en resulte qia les relations /XIV.4/-/XIV,&/
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aat lieu, c.g-f.d.
Si fQe/7/ et
- g0£/7/,/15/ au /1&/ la demonstration est amalogs com-
ae dans le cas I,
- 0Q6 /& cette demonstration est aalogue caree das
lecas IV, -
0Qc /10/-/13/ la demonstration est amalogue caome dans
le cas XV,
- 0Q6 /1./ cette demonstration est telle e das e
cas Vil ,
- gQ&/17/ la demonstration est analogue coma das
le cas VIII.
Cas XV . Considerons le cas au fofc/&/ et gQ6 /3/,
o dans gQ nous prsnons da " 2 f au lieu e dx ,
Les relations /21/ nous domnernt
N 1/ CD)-EED+ HYPEODIFNECW sy U.e-yar) +
Ve iamONtubab-pd+
t (&« tdlefal I+ [@f) @ secaA)+y (ay - xb))+H"oc, )+ Qf)Cy-och)id] +
+ 30 LA My EC-y)H A Moroy)Oa-yp<ad ™

+KCO+ a, HEIWRHI eIty dleN=0,
IV 2/ (O X 2B eI NCUGEIAHEY - al)t
HU™ th) + D) a] @
exm € @@Ua ax)HNay o) HERYBTONe-O W T
T X, TELEAW u z- po) AMC<i A BG) Cw-ay) uJ -
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+SAf(EOMtHfoAYS + Ad:}#H)<x4(eoCjte+cl™+ce,"b fecleC tt)jdei-ftEQ,

/ A7.3/ 1181*01+ SfAfINC 1 + |S/0}) CArCtIfaCor-<UN)t-bM ?-ai>)) +

40 dyat)(-b-aiP) t
4a35e)Y SCO) AR EGC-ec. 0y O) G40 )G M X)ad+
4 EFDACD@-"Ybbv—))F 0.
Pour denontrer /22/ il suffit de verifier

R4 [ECWGa-x<.c T b~yav)4-
+C AH))Xbaryd +
4(e&jH +cfc™"M +3<S, )W Coc( X t- ax) +y (ay -3cb))+CrCi)tc"GD)(ay - ocb)»Q +
+ 3O, /7 CHUX NI U GO Mol GO AL ec] -

-rnCAr[CcrC M+ OfM AW -4)+N W )u . + N ARV )i=> -t

/a75/ @ G\ ip@ALCLTE DNUb-a9)t
+ O, F))C WUl +
* (A (RO +L SR A SOC- LV amyy sy -0 FCay-Jx X1 4
+S6/ MIEEORRCHH KaB-a)) -voc. =) 6 E-1UI -

-S C,(MI[ftttot IcifcA+de"CAcLIC-j)) 4™V ))a , 4 (ecfr4« "C4)4"<AM)b+cn tiedrK=C>

N & enCNM | STA43AWAH +|apdjaC-dKa(av-uoARa=aP)A-
4 (-of/fr-t ofrw) Oufc-aVv)<+J 4
@AV + /M) BB@Ekcc-4+blay-ad)) +
+ (EctiM=a<at<c=) C cuj-sctdaj 4
23 IN[OFAS3(aUr—CIS YO0 /AVY) )+ CECAMHOHP D0~ Wi)aj £0 -
De plus ce 721/ nous avons encore
/N .72 EyEXa@r—acSHiotio-a)HCFHECH Q)OI 0,

/ 7.3/ 50)r v - ad A g - tHETE -0y al)et P
4 (12 W) letiNECaII-TtA it L « )1 CW<o) Afact))Aba)ajec>,
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N9/ RO ) ACU)ab)ORE khold) Quto-on-WI +
HaCOACHROEEHO)HFub-avt Q
/X 10/CE0)) [pe DG G T a QI Oy abal dad+
O ca ®anv—2a0002 aikj Hibtauhod) < feln A iR D- T O
V. 1L/ (E3NDEMD) (U U..C. Y- a)) HE T U a ) Ul
+£Ct)[o<, OXujcc-ZUazw ay -ivscb+aaw+buy)+(W et) -+ ctj)(2autj-u?Cb-aXv)Jrq;
XV . 12/GE.OEIc->azicu-ocoy U Auocu” b ¢ AHONEFDAD) Gy
-3 -UC0V=+uy) ] +Cr AR [GC idavjd Io-+2u.yb -yav -
—au"X" - J +HClor/MohC fsov.bacav +ctu.y)J <o,
a i o>
nous, avons dapres /XV.7/ et /XNV.J qe FCB)
@t ct(au-~"zc) +dGu-aS) + )+ JALiH-a0>)a =0,
gaW QAU GHR)) KicClirdm)ty-3bh™a™ -

la. determinant de e systeme,ou @) et for-
went les incomues,est egal a adetA .Distinguons las cas
@) a*o a @ a=o .

Das Is cas premier nous recevons du systene @4)-ocolad;
d au d*gpres e leme &®-0 u SHofct) ,contraire-
ment aux suppositions faites.
Das le cas @) nous avons de /XV.7/
@,CH APCH W BO.
Considerons les cas suivants ;e
@, b=otu U Ozu=o0fb @wEB)b=0=u -
Dans Is cas (@) la relation /XV.Y/ pred la forme
% a) dfc0 LEC SO,
G2 QUi re peut pes “Mre satisfait,puisque s 0 404D
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et ¢c*0 ,car lamatrice A eat non-singuliere.
La meme situation a lieu pour
Dans le casCo™la relation /X/. 12/ nous donne
O (aocvI)oc =0,
dau xcvs 0 ,puisque x #0 .11 en resulte qe la rela-
tiovXV.6/ a lieu et relation /XV.2/ prend la forme
ofd®) ECY (30—czd)xtf =0,
au xv FO De la 3v-cad =0 ,la relation /XV.% a dore
lieu. De pls. ZXV. 1/ pred la fome
as,ooreD) (xlce +3 vooy -Z0w'gjwe —e~ax) -0,
d'ou XkE"H4WB 9 \wy-xwv/dvcemxxc =0 .
Il en resulte qe /XV.4/ a lieu.ee qui finit la demonstration.

De cette maniere la demonstration dans le cas XV est finie.

Si fQe /8/ et
- 0Qe /o/-/13/ la demonstration est analogue come dans
le cas X,

gQ€ 714/ la demonstration est telle qe dans le cas X,

- g0&/15/ au gQ6/16/ la demonstration est analogue
come dans le cas X,

- Qe /17/1a demonstration est telle qe dans le cas X
31 Q6 /Y et gQfefo/-/13/ les demonstrations sont tel-
les qe dans le cas XIV.

Cas XI . TQEB/10/ et ¢Qfe/1/ ,ou prenons dans
a,p, Gy, alieude a,b,c, % etdas
a, b, 6&F ailieucke a b, o, d .

Les relations /21/ nous donnent

104



VY V4 +HRO0) @v—o) +
+S I<H> (& ¥ne 2~ O b) t?(qfc«H>JI(ux-tt*)} XA -
““EAVLCCcjct-Hj+SciCY Py TtV SA a2 )+ )AOle(™-
- sfa o L a Sa B e Y BoHoh) —owv- do)ofr) +Hra )" (e™4

4 £8CifGH)4 o(=«<*0,
IXV1. 2/ GG+ WMW)L 4 $ u) 4
4 =<4 AcCH) J(uz—w) yelkt) -

- OfCtH) [UCSCGDABHOM WA VE(CH-DHA S Co i
4 B CBANUCR)-IEW- =0,

/N1 .3/ @O MU 43 555,60 u -u d +b (EH(o-a+
A B OGAS(CRED)-D G X SckdCfet)$C U ATEE)HIED D@t -

- OfaH aC&fycfciM) 4Bd00c< (tH+ b OTCtH) 4¢ C Gy tt&M 4tfcf «}m)&deb (-

wH) A8COA)) MOHCHA w (L) ttWeb*

V1, Pour demontrer /22/ il suffit de montrer que:
PV A (@& A) Na& @ - SajCMG—tD) +
AMCH " 4)Gc-aC ZAQHATUFE)jcfoi) -
- COM"6C2cC CeFP S MR (A Boc{)—0+2nB ot HACHE ()~ ol -
- /™ E u Clofifito)YNyyoil~i) +M(ICA$oCl (<iic(q(6)-i))J[clel{fr+
4 "ocfu)-/i; 4ftgna, Wi -DpEsft £o,

/1.5 GuADAMCRE))CKOFi-mA oG frtio. - uio +
450 0Dbc0)RACTAM +r-Q0xa) @)~
- oq ORIy Byda<@ M VIM)- < ) * * ( MJ)Jdelb-
4 ftfé W -~CcfW -~de”R *0,
V. &/ @GP0 0N RO 4R ADB S U@LV (<) TBC-cab)d

4 AfciHNCux-som)  4LB i O titciva-oo Gefa-
- MW «) +bB(«FttW)Ac(RNEVAHE(NMA) < g +*

105-



- v-V @AH) WREGRCACHENO -#Q.

Les relations /21/ donnent aussi
N7/ NEGWCOV)CeCE () +<wdjc a0 so,

/N8 @& ADBDCatPchtadC)ow—<uc)so (
/XV1.Y @9 QFa® (W« tMHr-o) =Q,
/1.1 i) D) AFD) GUE ) +wdetd)Cab30n) * o,
/XV1.11/  ®aEEDR KRN CH)) (ab— @ CN,CH)OKC-axVt
+A0E) QOCAEHOAE))AURI)] =0,
NI . 12/ <k&@SH@akaaeta~at
™ ((@x, oo cthOuz-w)— TUrA@H T )X a-a2)l =0.
Considerons les a3
Gy fawv-ucl+ luz-wil# 0 oufaa) u=0=w .

Nous recevons des relations /ZxXV1.7/-/XV1. 10/ dans le (&)
d apres le leue 1
G R,CtIQ =< au &Y e inACH =0,

Das le cas @,,) les relations /XV1.11/ et /XV1.12/ sot
regplies et les relations /7XVI.1/-/XV1.3/ prement la forme
/1. 13/ CAON} HCD@ECH twd) k -CYA)™/~debx(ocatybt I,

(DHOLOHW LCOAMFE) C- Cf-oue) fuS 4 VC-Bfty
Gfa)-) HD@CD-c kTR pEHeatBraC~qle0,

A k=/axv-uc/+h)/xc-az/+SSuz->aw/-b-detA et < et R)W¥
Si au moins un des notbres  xahyStzc-sf au  uatvotwo-T
o dabBroc-c” ast different de zero,nous poMONS SUPPOSeEr
qe >aRbxza N0 et dans e cas nous recevons d™gpres
leleare 3 Qe o ([CUdBA)KED et A+
en contradiction a la supposition faite.il en reaulte qe
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xat/5tz'ca = 0 uatvbrVe) = aatblstacc: d’au k=0 ,
les relations /XVI4/-/X\V1.0/ sont doe renplies, qg-e.d.
Dans le cas G nous recevons des relations /XVI1.11/
et /XV1.12/que
G "CH@vADVSjPdtux-ocutsO QU Ciy,) dIho SKEE).
Dans le cas Ca™) la relation /XV1.2/ prerd la forme :
TOfH)GacH)clet=* (US <" E+&u- )0,
done d apres la supposition et le leme 1 nous avoma
uah/Stwe-? = 0 .La relation /XV1.%/ est satisfaite et les
relations /XV1.1/ et /7X\VI1.3/prennent la forme
EB=03C,cHYE®)-ic- «(HACRIGVDES: +yBAXC -&%£<>,
qW-" G Hak U PDeek - aetdicanN\)aattb™ec M T o,
kel av/-uc/+"Bixc-az/+ 2/ uz-aw/- SC0etA .
En ratsraraent” analogiquement comee dans le cas nous
constatons que les relations /XV1.4/ st /V1.&/ ot liey,
ce qui finit la demonstration.
Dans le cas R=¢d la relation /2XVI. 2/ prend le fome
SR)A(®Hd - HOEHV6 tiYFY) sof
d'ou uaty™Mwe’=1? .Das e cas les relations /XVI1.V/. et
/XV1.3/ nou3 donnent
@)~ OCtIV O corRTaaty B+ -a) -0,
Cy&l-A) GRE)* PctePto GEFVIB-oC ™-?) =-0,
et ke la xabBtzcfa =0 = aatb’™cc—c .
Les relations /XV1.4/-/XV1.&/ ont doe lieu, c.g-f.d.
Dans le cas la demonstration est analogue qe s
le cas (@) -
107



De cette maniere la demonstration dans le cas XVI est
finie.
Gas XVII . QG /10/ et ge™/14/ »au nous prenons ci ,
b, au lieuce a b, c,5"N,™ das T et
,% au lieude ,» das Q -
Les relations /2"\/ nous donnent
V2 | VA (€st43; o2 Q-m)+  emap
HraME ) ese)C AR O T)4" Gt el a; ) o —Ookta -
- £/aGE)n) A <Q,
I 111, 2/Z(d™) +i%ty)(ou*-*4a+<ia& GO0t
+@OHF CAOW-Ok VT, 1)) «GEFSIITO)-OxEt” 10,
/XV1 .3/CeCOA D)) u-ARDI("x, YSIC-an) t
AQrfute)H3IW) Cwe* SLDFO)GK, thtasA) )  <-Fo(Iffietet -
HUCK&F B +vBQe)=) Ctwt) tBF filx/lle UM=0.
Pour demontrer /22/ il suffit de montrer
/NI 4/05%MA 2T GPNAF Ow<O)HESTIEaNIDNCOID) +
ifatd i+g"C M fftKtU -eCug Coc?,) +.&E/«)) +&*,<»4 d™M(> 1" f4)--0ei«4H -
-STCHL\C S X tftBtfftWO 4VB Ciffc)-4) W fBefM joy-s.) +£fcfw)--0jldet ft £0,
XV SAESOAIRC et~/ +dG O facas)+
+H@CMHeo»)) U-ANJICHATCIGAHRAN) + GekdV>ceHEEQ,
IV A SFEHRANBAALC™) facay
H<WMHE(<=))CFCN AOGOIEE. )< Ia)AI M T ctetA-
- SH L-M/a 4B ttMH,PS»+vB ("w>-0 40tfpyfttfQ 4cCqM-vOlddft «O.
Il resulte des relations /2*\/
VIL. 7/ dD3 D) @®4atct*wCcur-1a)k O,
&fge() Gl aot)) Gr--Aw) =o,
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LA (e CrjJfan’-"ac) - (U, wj to'cttkooc-ar™)) t
+ Fitt) oo GHY cta- 0~ 0,
gr C\AICaCit+e e Caak cH
<KD o) aWaTHD - CU-dIC Hoe-D)bca))B£0,
d®saoy uchcfl) Qr-  eo,
cjft’"g Cu™MD)+M(u*-j<v) 20,
ou CPo®d et il nexists ppsun k e C tl qe
I<E Krcy.

S raisomant came dsns Is cas XVI nous recevons oes

relations ZX\VIL.7/ qe
0@ "CO0=0ftr) U > U=0=W.

Das le cas @ la relation ZXVII1.2/ pred la fome

clocy =0,

Nous avos d"aores le lenire 1 et la pr>csition faite
qe d=0 ,dau la relation /XVI1.Y est ramplie et les
relations ZVIL. Y/ et /ZXVII.Y prement la fome

(FONSHO(LawT>4 /1) <, Q) Jaarft SO,
C[5*COC<w/L +v?4dV)- cwcrildetfo-sO,
d ou d"agpres le leme 1 nous avons
c"CO-"CC-u-S-WS") O
oxrsret; ( u S £Q0e

Les relations /XVI1.4/ et /XVII.&/ ot dore lieu, & Qux
finit la demonstration.

Das le css @)) le raisonnement amalogue coma dans
le cas @) finit la demonstration.

La demonstration dans le cas XVII est doe to-
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Dana le cas si  TQ€ /10/-/12/ et

- gDGC/11/-/13/ la demonstration est analogue qQue dans
le cas XV,

- SOe /15/-/17/ la demonstration est analogue come dans
le cas XVII,

Si  fo€/11/-712/ et Q¢ /14/-/17/ la demonstration
est analogue qe das le cas NI,

31 TQ6/13/ et

- gofe/13/ nous pouvons demontrer came dans e cas XII,

- 906714/, /1Y au /17/ la demonstration est analogue
qe das le cas NI,

Si T €/13/ et gO0€/16/ la demonstration est analogue

qe das le cas Xl.
Nous avon3 done terminee la demonstration de la premiere

partie du theorems.
Demonstration de la partie deuxieme.
&/ Si TQ et ¢Q soit de la forme /14/ en posant
[4 0 O fi cd 0 ‘40f,0
M « Mi 04 0 0 | 04 o 0
lo o1/ N 9 4 @8I \0 \
nous constatons que /21/ a lieu et /22/ n’est pes remlie.
La mime situation a lieu si

by f0«/14/ et oQe/1Y
0 o 4 M A 0 14 o o$(i) ofjid

0 4 0 0 4 0 0 04 o fcO,
0 4 0G) . f H 03J
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c/ f £/14/ et g €/16/ et
/A D O A Oy A anf aw \
L On o ¢ YIHA A 2
o-Jd)s / 0 0 A

d/ foc/14/ et Q06 /17/ et

-{o0oD /VVctAw od\@‘l'l’@)

fic 0 {0 ifrwvO A 0 diQ oecg= 0 00
<01 o -IMi o 0 0 1
s/ fo St & oit la foma /1¥ et

[a00 A0 cf) <@\
ft 0{ AMAZo AO fit#I;
[01o/ 00A Ol

T/ T0£/15/ et QO£/16/ et

U do u o oM dad A <Eftt 2f tt)
‘o 0 A i{offf 0 J o pxw jggegx 0 { 0 - 0*Ot
\CAOI KO O 4 O j [0 0 i -fifilg ]
o/ Toe/is/ et Qf£/17/ et
U 0 <> 1 HLA* W /S #'
R-1 ) frfij. 0 4 0 w od g e i
00 A o0]j o 4 o0 [
T o B Q cat la forme /1¢/ et
(A oGd) o ofcfl} \ r4 *«) 9jM
53 i +oqr/0 A0 0 . fefyr 0 4 o fowl
lo o d0w 00 A -foty)

i/ fo /1&/ et Q0 /17/ et



(A <D c G I

A=3i. 04 o © 1 0 4 o foQ }
00 4 00 4 o |1
U £ et gQoit la forme /17/ et
14 cf @ ofjw u -Jtf <%
jo4 0 O 0 A 4
N0 4 0] 0O 0 e -C,0)

De cette fa™on la demonstration de*la deuxieme partie de
notre theore-ne est terminie,ce qui finit la demonstration
du theoreme tout entierement,

.Remarque

31 nous considlrons le3 transformations affines reelles,
c"est-a—dire si nous considlrons les matrices ¥ des ele-
ments reels,dans ce cas sauf les possibilities /5/-/1T/
pour fo@® /avec les pararetres reels naturallement/ nous
avons encore la possibilite /[2j/

(m ¢ CbK$+b
a*) 0 HCoHaI®+b
0 0 i M |

ou Py® —® est une fonction additive arbitraire,K0*
remplissent les equations

dChH™) = (D) RCH) + KC-,) (),
K3i et a, b sont des norbres reels.

Puiscue
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o 6)6(6) ,au CA®E. E J=£i/a-it/,
e/arib/ et

dore le theoreme demontre est wrai aussi pour le cas reel
et e plus ,3i f est & la fome /z/ aec PAOSP@®
et g est un hanomorphiste arbitrsire,dans ce cas 1*impli-
cation /\/ a aussi lieu.

Problems.

Quel e3t le sens gearetrique des resultats precedents?
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