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Zagadnienie Cauchy’ego
dla sfaktoryzowanycb rownan roézniczkowych zwyczajnych
w zastosowaniu do analizy uktadow liniowych

1. WSTEP

Wteorii liniowych ukiadéw automatyki stosowane sg
rézne metody matematycznego opisu witasciwosci dynamicznych
tych ukiadéw i ich elementéw. Sg to przede wszystkim: metoda
transmitancji operatorowej, metoda zmiennych stanu w prze-
strzeni standw i metoda operatorow roézniczkowych [2 + 8]
dla przypadkéow jedno i wielowymiarowych obiektéw sterowania.

Kazda z metod posiada pewne odmienne wtasciwosci predy-
stynujgce je do okre$Slonych zastosowan technicznych.

W pracach [5, 6] przedstawiono metode analizy ukladéw
liniowych opisywanych za pomocg operatorow rézniczkowych. Me-
toda ta dotyczy ukiadow liniowych czasowo-inwariantnych i po-
lega na dekompozycji uktadu n-tego rzedu na p niezaleznych pod-
laktadoéwr nizszego rzedu p<n i odpowiedniej konstrukcji rozwig-
zania.

Wpracy niniejszej przedstawiono metode analizy ukiadow
liniowych niestacjonarnych opartag na zagadnieniu Cauchy'e™o
oraz pokazano mozliwos$¢ jej zastosowania do sfaktoryzowanycb
rownan rozniczkowych zwyczajnych w teorii ukiadow liniowych.
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2. ZAKRES PRACY

Przedmiotem pracy jest konstrukcja rozwiagzania rdwna-
nia

Lx(t) = u(t), t fe(t>ft2) , t/|]<0 , t2>0 (1)

gdzie:

L= ...

oraz wspotczynniki rownania Lx(t) =0 sg oiagte w przedzia-
le (t~,t2)) x(t)e c™(t™jt2)

or APy oA,
=Dt + z__.pi Dt » * =
k o}

Zaktadamy, ze rzad réwnania CO jest réwny n oraz rozwigza-
nie x(t) spetnia warunki poczgtkowe Cauchy'eg©

D-I.x(tQ = AA, i = 0,1, +,n—d, .tg 6 (t*,t2) 2)

Problem (1) , (2) zredukujemy do zagadnienia z warunka-
mi poczatkowymi jednorodnymi za pomocg zamiany funkcji nie-
wiadomej. Zredukowane zagadnienie rozwigzemy przy pomocy
funkcji Cauchy'ego. Podamy takze twierdzenie © jednoznaczno-
§ci rozwigzania.

W pracy mpodobne zagadnienie zostato rozwigzane
dla mniej ogdlnej klasy operatoréw.

3. REDUKCJA ZAGADNIENIA CAUCHY*BGO DO
WARUNKOW POCZATKOWYCH JEDNORODNYCH

Niech ninkcja xe Cn(tltt2) bedzie rozwigzaniem zaga-
dnienia (1) , (2) . Niech p oznacza wielomian postaci
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n»1
P00 = ai ti
Niech
w(t) = x(t) - p(t)
Lemat 1. Istnieje jeden wielomian p dla ktdrego
cetp(te) =1lit i = 3)

Dowdd. Na podstawie (3) na wspotczynniki otrzymu-
jemy ukiad réwnan liniowyoh

ao + ®1%e + see + 1 = Ae*
a\l+oo. f

-------------- @

AQ 2

C»2) lan 2 + -I(a-1) !t#

(n-1)laa-1 Vo1
Wyznacznik gtowny ukitadu (4) D jest postaci
D=213l ... (n-1)tjfo

Wkonsekwencji otrzymujemy teze lematu 1.

Lemat 2. Jezeli funkcja x(t) eC~ACt~tg) jest rozwigzr.-
nien zagadnienia (1) » (2) , wowczas funkcja w(t)e CnCt",t2)
funkcja w spetnia réwnanie

Lw =P, F =u- Lp ('la)

eraz warunki poczatkowe
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D*w(te> =0, i =0,1,*.«*-1 (2a)

Naodwrot. Jezeli funkcja we (~(fe~rtg) oraz «peinia warunki
(1a) , (2a) , wodwczas funkcja x * w+ p nalezy de C/ACt/jtg)
eraz spetnia warunki (1) , (2)

tatwy dowdd pomijany*

4. FONXCIA CAUCHT'B&O

Wezmy pod uwage réwnania

‘ux(t) = 0, v = on + pr (), e C(tMt2), te (1t~ jtg)  (5)

Lnx (t) = Q(1)
Funkcje .
H(t,s) = exp(- y p"T) dT) (6)
S

nazywamy funkcja Cauchy'ego dla rownania (5) -
Lemat 3. Funkcja U spetnia warunki

LMH(t,s) = 0 dla Cts)'6r (t<, tg), t M * s
H(t,t) =1

tatwy dowdd pomijany.
Niech.

V(t,s) = f H(t,s) Q(s) ds

Lemat 4. Jezeli Qe C([t",t2]) , wowczas

LYV (t,s) =) ala (t,s)€ (tift2)r> (t1tt2), Y (t,t) = 0.
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Prosty dowdd pomijany.
Wezmy pou uwage réwnanie

il
lgCH =0, 2=D*+ atiDl )
0
Niecn
~CS) ..., X n(a) (8)

oznacza ukdtad catek liniowo niezaleznych réwnania (6) <
Miech

W) — WeN s XN (s))

oznacza wronskiem okd#adu (8) < Niech M oznacza macierz

Funkcje
M(t,a) =W"1 (a)detM

nazywany funkcjg Cauchy®ego dla rownania(?) < Jak wladono
[9] funkcja H spednia nastepujace warunki:

L2H(t,s) = 0 dla(t,s)e (Uf2)n (], 2)t t 4s a
D*H(t,t) =0, i =0,1,...,n-2 an
Dj“1(t,t) = 1 am
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Funkcja Cauchy'eg* dla rénmania L . Lg ~ x(t) = O

gdzie n n
wiech
(t) € C("blj,t2) dla i = 1
p~r(h) £ C i =
Niech

oznaczajg odpowiednio funkcje Cauchy'eg# dla réwnan

L2,j2 X=0» X=°
przy zatozeniu, ze wspoiczynniki p!t C‘]p/ i=0,..,j2'
Lenat 5» Funkcja
L

H(t,s) = j*H2+~ (t,s1)H1+~ (s 1l,s)dsl
3

jest funkcjg Cauchy'ego dla réwnania

L%d1L2.d2X (t) = °

Dowdd. Obliczajagc kolejne pochodne etrzynujeny
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Dli“l(t,SﬁElT(tt)l-ﬂ?‘(t,S)i[ DIRy.j (tSDHIC(E S)EL.

t

E1,31(s1>*)Dt% ,32(t'*'I>ds1
S an

DEH(te) =D2 +
t j
+ ) HL,31<sV »)1,t2H2,32(t>"13)a"1 *
S *

t J
= f HL,j1(81,S)I>t2H2,j2(t Sds1

Z poprzednich wzorow wysika, ze
t
12,j H{"a) = (om) + N HN(al,9)L2);2(t,81)dsl =

9
UG, R <Kem>

Wkonsekwencji otrzysujesy

Z poprzednich, wzoréw wysika, ze
D*H(t) =0, 1=0,1,..., 3nN2-2, H(t,t) =0
dla t€ ftl1,t2)

Niech V(t) = f H(t,s)P(s)ds
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Lemat 6. Jezeli F€ C( ELL,t2J),wowczas

L1 ,~L2,127(t) =

Dowdd. Na podstawie wiasnosci funkcji H namy
t

L1,01L2,j2V(t) = + f P(s)L1+j1L2,J2H (t*s"ds = p*)

Vv
Niech wspoéiczynniki pt operatora I”.j nalezg do klasy

wowczas otrzymujemy
Lemat 7. .Jezeli funkcje Hv é(t,s), K=n,...,2,'i sg

funkcjami Cauchy ege operatorow h. 4, K=1,....n, wowczas
funkcja Cauchy ego dla réwnania Lx v 0 jest postaC|
t tn-1
H(tss) =J H,j (t,sn-1) ~ ~1,3-
S n S U~
p

eee 3 H2,j2(s1’S2)K1,j1(s2»s)ds2
S

Dowod. Stosujgc lematy 5, 6 otrzymujemy teze lematu 7.

5. PRZYPADEK SZCZEGOLNY ZAGADNIENIA CAUCHY'EGO
rozmy pod uwage réwnanie
LAL2x () —F(t) f t€ (t~.tg) , (1b)
+ Plj_(t), i = 1,2, prc C(t/j»t2)t p2 € CNt>] 112),

Fe C(t1ft2)
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Zaktadamy, ze rozwigzanie x(t)spetnia warunki poczatkowe
DAx(t#) =0, i =0,1 (2b)

Zagadnienie (Ib),(2b)mozna zastgpi¢ ukiadem

LACt) = w, LjwCt) = F(t) (Ic)
Jt(to)so, W(t#) = ptx (te) + P2(t#)x(te) =0 (2e)
J
Niech Hj, i = 1,2 oznaczaja funkcje Cauchy'ego dla réwnan
LjX =0, i = 1,2.

Lemat 8. Rozwigzaniom zagadnien(lb),(2b) orazClc), (2c)
jest funkcja

t t
x(t) H(t,s)F(s)ds, H(t,s) =~HgCtjS* )" (s1,s)ds1 (9)
S S

Dowod* Na podstawie lematu 5 otrzymujemy teze lematu 8.

6. TWIERDZENIE 0 JEDNOZNACZNOSCI

Na podstawie [9] Cstr.199) zachodzi nastepujgce twierdze-
nie o jednoznacznosci*

Twierdzenie. Jezeli wspo6tczynniki w réwnaniu (1) oraz
funkcja u jest ciggta w przedziale (t*,t™ ), t# e (t"Njtg) ,
wowczas rozwigzanie zagadnienia( 1) , (2) jest jedyne.

7. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA

Przy pomocy przedstawionej metody konstrukcji rozwigza-
nia réwnan rozniczkowych rozpatrzymy zagadnienie wyznaczenia
odpowiedzi kaskady o zmiennych parametrach ztozonej z dwdch
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cztonéw dynamicznych zbudowanych na bazie wzmacniaczy opera-
cyjnych ( rys.1 \ Ograniczenie liczby cztonéw do dwdch wynika
jedynie z daznosci do uproszczenia obliczen.

Przyjmiemy, ze wzmacniacze te sa idealne, jak rowniez
poszczegblne cztony charakteryzujg sie wiasciwosciami ele-
mentow idealnych. Potencjometry w gateziach sprzezen odzna-
czaja sie charakterystykami liniowymi.

Rys.'l Kaskada dwoch cztonéw dynamicznych

Poszczegdlne czitony przy wyzej dokonanych zatozeniach, opisu-
ja nastepujace réwnania dynamiki

Dt + pA(t) v(t) =- kM(t)p~(t)u(t) @o)
Dt + p2(t) x(t) = - k2(t)p2 (t ¥At) ()
gdzie kr(t) =V ! TO k2t = "s2(t>
R1 (t) R2Ct)
VE>= mromEs *27) = Ra2* K z
Pi (t) = L p2(t) = i
Tj (1) T2(t)
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Po ztozeniu réwnan ("10) i (11) otrzymujemy
(°t + PACt)) (Pt + p2(t))x(t) = k1(t)k2(t)p1(t)p2(t)u(t) (12)

lub
Bi~xCt) = F(t)

gdzie L = Dt + p™(t), L2 = Dt + p2(t),
?2(t) = k~(t) k2(t) p~(t) p2(t) u(t)

Na podstawie (6 )i (8 ) many

Sl
ELICBMpB) = exp(- ~ p~TT) cft)
s
t
Hg(t,S]) = exp(- ~ P2Ct)d'C)
Sl
t
H(t,s )= " t,s)H 1( s1,s) dsh
s
t
t) = ™ E(t,s)F(s)ds

przy czym (t,a) c (t™,t2 ) oraz t> s

W wariancie pierwszym przyjmiemy, ze dokonano zmiany wzmo-
cnienia ukladu za pomocag liniowego potencjometru przy
ustalonych wartosciach pozostatych parametrow. Niech przy-

ktadowo
Es! = Rs2 = 1*»1 CS1 = Cs2 = -IfP;
Ryj(t ) = 1»t MQ w przedziale ( t™,t*) , Rg = 1i»iQ

u(t) =t j wprzedziale (t,,,tg)
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PI(t) = p2(t) = 1] k~Ct) = 1/t wprzedziale (feptg), k~sl

oraz
Hi(s1,s) = exp(- J dt) = exp(s - s1)
S
t
H (t,3,j)) = exp(- ™ d't) = exp(sl - t)
"1

t

H(t,s) =" exp(sl - t)exp(s - sl)de® = (t - s)exp(s - t)

S

F (1)

1 w przedziale

t

x(t) =" (t - s)exp(s - t)ds =
s

t (s - 1) exp(s)]
Dla s = O otrzym u*j emy
x(t) =1 - exp(-t) - texp (-t)
Otrzymane rozwigzanie speinia warunki poczgtkowe

x(0) = 0, Dt[x(0)} =0

exp(-f)[t(exp(t) - exp(s)) - (t - l)exp(t) +

Wwariancie drugim przyjmiemy natomiast, ze dokonano zmiany
statej czasowej drugiego cztonu przez liniowg zmiane rezy-

stancji (rys.2) wedlug zaleznosci

R32 - Hs32cAl

dla  t6 (t0,tk)
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Rys.2.

Niech

przyktadowo
Rel = 1IMQ » rs2 = (1 *“ \t;)l\/® w przedziale (0,151)

Csil Cs2 = 1*iF, R1 = R2 = 1MQ

u(t) =1 w przedziale (0,1}1)
d1 = Rs1Csl = 1s T2 = Rs2Cs2 = 3

pd * 1 , Pj s - 3 1 w przedziale (0,1;1)

k~(t) =1, k2 = 1 - fat w przedziale (0,1}1)

Na podstawie (12)otrzymujemy

(Dt + 1K Dt +1— §1£)th) =1

W rozpatrywanym przedziale wspdétczynniki p™(t) , p2(t)opera-

toréw

odpowiednio \y I_2 spetniajg zatozenia. Rozwigzanie

otrzymuje sie w sposéb analogiczny jak poprzednio.
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Felisk Baranski Kazimierz Jaracz

Das Problem von Cauchy ftlr faktorzerlegunge gewBhnliche
Differentialgleichungen und ihre Anwendung zur Analyse von
linearen Systemen.

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde die Methode der Analyse von linearen
nichtstationSren Systemen dargestellt, die auf der Anwen-
dung Cauchyfunktion beruhen.

Es wurde die MBglichkeit der Anwendung dieser iiethode in
der Theorie von linearen Systemen gezeigt.
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