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Zagadnienie Cauchy’ego
dla sfaktoryzowanycb równań różniczkowych zwyczajnych 

w zastosowaniu do analizy układów liniowych

1. WSTĘP

W t e o r i i  lin iow ych  układów autom atyki stosowane są 
różne metody matematycznego opisu  w ła ściw o ści dynamicznych 
tych  układów i  ich  elementów. Są to  przede w szystkim : metoda 
tr a n s m ita n c ji  o p era to row ej, metoda zmiennych stanu w prze­
s tr z e n i  stanów i  metoda operatorów różniczkow ych [2 + 8] 
d la  przypadków jedno i  wielowymiarowych obiektów  sterow ania.

Każda z metod p osiada pewne odmienne w łaściw o ści predy- 
sty n u ją ce  je  do określon ych  zastosow ań tech n iczn y ch .

W pracach [5, б ] przedstaw iono metodę a n a lizy  układów 
lin iow ych  opisywanych za pomocą operatorów różniczkow ych. Me­
tod a  ta  d otyczy układów lin iow ych  czasow o-inw ariantnych i  po­

le g a  na dekom pozycji układu n -te g o  rzędu na p n iezależnych  pod- 
lakładówr n iższe go  rzędu p<n i  odpow iedniej k o n stru k c ji rozwią­

zan ia .
W pracy n in ie js z e j  przedstaw iono metodę a n alizy  układów 

lin iow ych  n ie sta c jo n a rn y ch  opartą na zagadnieniu  Cauchy'e^o  
oraz pokazano m ożliw ość j e j  zastosow ania do sfaktoryzow anycb 
równań różniczkow ych zwyczajnych w t e o r i i  układów lin iow ych .
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2. ZAKRES PRACY

Przedmiotem pracy j e s t  k o n stru k c ja  rozw iązan ia  równa­

nia

L x ( t )  = u ( t ) ,  t  fe(t>,f t 2 ) , t/|<0 , t 2>0 (1 )

g d z ie :

L = ..........

oraz w sp ółczyn n iki równania L x ( t )  = 0  są o ią g łe  w p rz e d z ia ­

le  (t^  , t 2) ) x ( t ) e  c ^ ( t ^ j t 2 )

. ^k"1
D V* ^ ' V Ą ,

= Dt  + z __.pi  Dt  » * =
k o

Zakładamy, że rząd równania CO j e s t  równy n oraz rozw iąza­
n ie x ( t )  s p e łn ia  warunki początkowe Cauchy'eg©

D-|.x(tQ) = A^, i  = 0 ,1  , • •  • ,n—1 , .t g  6 (t^  , t 2 ) (2 )

Problem (1) , (2 )  zredukujemy do zagad n ien ia  z warunka­
mi początkowymi jednorodnymi za pomocą zamiany fu n k c ji  n ie ­
wiadomej. Zredukowane zagad n ien ie  rozwiążemy przy pomocy 
fu n k c ji  C au ch y 'ego . Podamy ta k że  tw ie rd ze n ie  © jednoznaczno­
ś c i  rozw iązan ia .

W pracy \лл\ podobne zagad n ien ie  z o s ta ło  rozwiązane 
d la  mniej o gó ln e j k la s y  operatorów .

3 . REDUKCJA ZAGADNIENIA CAUCHY*BGO DO 
WARUNKÓW POCZĄTKOWYCH JEDNORODNYCH

Niech n in k c ja  x e  Cn ( t 1 t t 2)  b ęd zie  rozwiązaniem zaga­
dnienia (1 )  , (2 )  .  N iech p oznacza w ielom ian p o s ta c i
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Niech

n-»1

P 00 = ai  t i  
O

w(t) = x (t )  -  p (t)

Lemat 1. Is tn ie je  jeden wielomian p dla którego

c£p (te) = l i t  i  = (3)

Dowód. Na podstawie (3) na współczynniki otrzymu­
jemy układ równań liniowyoh

ao + ®1^е + • • •  + 1 = Ae*

â| + • • •  f

..............  (4)

C»-2) !аи_2 + -l(a -1 )  ! t # = AQ_ 2

(п-1)!аа-1 = V l

Wyznacznik główny układu (4) D je s t  postaci

D = 213! . . .  (n-1) t jf 0

W konsekwencji otrzymujemy tezę lematu 1.
Lemat 2. Je ż e li  funkcja x (t)  e C ^ C t^ tg ) je s t  rozwiązr.- 

nien zagadnienia (1) » (2) , wówczas funkcja w (t)e CnC t^ ,t2) 
funkcja w spełnia równanie

Lw = P , F = u -  Lp ( 'la )

eraz warunki początkowe
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(2a)

Naodwrót. J e ż e l i  funkcja we ( ^ ( f e ^ t g )  oraz «pełnia warunki 
(1a) , (2a) , wówczas funkcja x * w + p należy de C^Ct^jtg) 
eraz spełnia warunki (1) , (2) .

Łatwy dowód pomijany*

D*w(te> = 0 ,  i  = 0 ,1 , *.«*-1

4. FONXCJA CAUCHT'B&O 

Weźmy pod uwagę równania

• Ц х ( t )  =  0, L/| =  D^. +  p ^  ( t ) , £ C (t^ ,t2) ,  t  6  ( t ^  j t g )  ( 5 )

Lnx (t )  = Q(t)

Funkcję
t

H (t, s) = exp(- у  p^T) dT) (6)
s

nazywamy funkcją Cauchy'ego dla równania (5 ) •
Lemat 3. Funkcja U spełnia warunki

L^H(t,s) = 0 dla Ct,s)'6r (t<, ,tg) , t  ^ * s

H ( t , t )  = 1

Łatwy dowód pomijany.
Niech.

V ( t ,s )  = f  H (t,s) Q(s) ds

Lemat 4. Je ż e li Qe C( [ t^ ,t2]) , wówczas 

L^V (t , s) = Q ( t )  ala ( t ,s )€  ( t1ft 2)r> (t1 tt 2) ,  Y ( t , t )  = 0.
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Prosty dowód pomijany.

Weźmy pou uwagę równanie
й-1

LgxCt) = 0, L2 = D* + â tJD1 (7)
0

Niecn

^ C s )  , . . . , х л (а) (8)

oznacza układ całek liniowo niezależnych równania (6) • 

Miech

W(s) — W(x̂  ( 8 )  , X n ( s ) )

oznacza wrońskiem okładu (8) • Niech M oznacza macierz

Funkcję

M(t,a) =W"1 (a)4etM

nazywany funkcją Cauchy'ego dla równania(7) • Jak wladono 

[9] funkcja H spełnia następujące warunki:

L2H(t,s) = 0 dla(t,s)e (t1ft2 )n (t/|,t2 )t t 4 s (I)

D*H(t,t) = 0, i = 0,1,...,n-2 (II)

Dj“1 (t,t) = 1 (III)
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Funkcja Cauchy'eg* dla rónmania Ц  . Lg  ̂ x (t) = О 
gd zie  ̂ ^

wiech

(t) € C("b/j , t 2) d la  i  = 1

p^ (h) £ C i  =

Niech

oznaczają odpowiednio fu n kcje Cauchy'e g#  d la  równań

L2 , j 2 X=0» X= °

V Jp /przy za ło żen iu , że w spółczynniki pŁt  С i = 0 , . . , j 2'
Lenat 5» Funkcj a 

t
H (t,s )  = j* H2 ł ^ ( t , s l )H1 ł ^ ( s 1 ,s ) d s 1

3

je s t  funkcją Cauchy'ego dla  równania

L% d1L2.d2X ( t)  = °

D ow ó d . O b liczając k o le jn e  pochodne etrzynujeny
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t

DtH(t,s)=H2f;j2(t,t)H1>̂ (t,s)+[ DtBg.j (t,s1)H1fdi(.e1,8)de1.
S

t

E1 , 31( s 1 >*)Dt % ,32( t '* 'l>ds1 
s dm

-j 3 “ "1

Dt2H(t,e) = Dt2 +

t  j

+ ) H1,31<sV » ) I,t 2H2,32( t> '!3)a ',1 * 
s *
t j

= f  H1 , j 1(8 1 ,S)I>t 2H2 , j 2( t ’S'!)d s1

Z poprzednich wzorów wysika, że
t

L2,j H(t*a) = (*»■) + ̂  H1>̂ (a1,s)L2j;.2(t,81)ds1 =
9

* “ i , *,<*•■>

W konsekwencji otrzysujesy

Z poprzednich, wzorów wysika, że

D*H(t,t) = O, 1 = 0 , 1 , . . . , 3 ^ 2 - 2 ,  H (t ,t )  = O

dla t€  f t 1, t 2)

Niech V(t) = f  H (t,s)P (s)d s
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Lemat 6. Je ż e li F€ c( ЁЦ , t 2 J ) , wówczas

L1 , ^ L2 , J 27 (t )  =

Dowód. Na podstawie własności funkcji H marny
t

L1,Ó1L2 , j 2V(t) = + f P(s)L1 ł j 1L2 , J 2H (t*s ^ds = р^ )

V
Niech współczynniki pŁ operatora I ^ . j  należą do klasy

i  = o........... J k-1

wówczas otrzymujemy
Lemat 7. .Je ż e li funkcje Hv 4 ( t , s ) ,  к = n , . . . , 2 , ' i  są

dję
funkcjami Cauchy'ege operatorów Ih. ч , к = 1 , . . . , n ,  wówczas 

* ^-tJvfunkcja Cauchy ego dla równania Lx = 0 je s t  postaci 
t  tn-1

H (t,s) = J  Hn, j  ( t , s n-1) ^  ^ 1 , 3 -
s n s u~

p
• ••  3 H2 , j 2(s 1 ’ S2:)IŁ1 ,j1(s 2»s)ds2

s

Dowód. Stosując lematy 5, 6 otrzymujemy tezę lematu 7.

5. PRZYPADEK SZCZEGÓLNY ZAGADNIENIA CAUCHY'EGO

Г oźmy pod uwagę równanie

L^L2x (t)  — F (t)  f t €  ( t^ .tg )  , (Ib )

+ P|j_(t), i  = 1 ,2 ,  p  ̂c C(t/j»t2) t p2 € C^(t>j 112) ,

Fe C (t1ft 2)
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Zakładamy, że rozwiązanie x (t)sp ełn ia  warunki początkowe

D^x(t#) = 0 , i  = 0,1 (2b)

Zagadnienie (lb),(2b)można zastąpić układem

L ^ C t)  = w, LjwCt) = F (t)  ( lc )

J t ( t 0 ) s O ,  w(t#) = Dt x ( t e )  + P 2 ( t # ) x ( t e )  = 0  (2e)
j

Niech Hj, i  = 1 ,2  oznaczają funkcje Cauchy'ego dla równań

LjX = 0 ,  i  = 1 ,2 .

Lemat 8. Rozwiązaniom zagadnień(lb),(2b) orazClc) , (2c ) 
je s t  funkcja

t  t
x ( t )  H (t ,s )F (s )d s , H (t ,s )  = ^HgCtjS^,)^ (s1 ,s )d s1 (9)

s s

Dowód* Na podstawie lematu 5 otrzymujemy tezę lematu 8.

6. TWIERDZENIE 0 JEDNOZNACZNOŚCI

Na podstawie [9 ] C s tr .1 9 9 ) zachodzi następujące twierdze­
nie o jednoznaczności*

Twierdzenie. Je ż e li współczynniki w równaniu (1) oraz 
funkcja u je s t  ciągła  w przedziale (t^ ,t^  ), t # e (t^jtg) , 
wówczas rozwiązanie zagadnienia( 1 ) , ( 2 )  je s t  jedyne.

7. PRZYKŁAD ZASTOSOWANIA

Przy pomocy przedstawionej metody konstrukcji rozwiąza­
nia równań różniczkowych rozpatrzymy zagadnienie wyznaczenia 
odpowiedzi kaskady o zmiennych parametrach złożonej z dwóch

167



członów dynamicznych zbudowanych na bazie wzmacniaczy opera­
cyjnych ( rys.1 \  Ograniczenie liczby członów do dwóch wynika 
jedynie z dążności do uproszczenia obliczeń.

Przyjmiemy, że wzmacniacze te  są idealne, jak również 
poszczególne człony charakteryzują się właściwościami ele­
mentów idealnych. Potencjometry w gałęziach sprzężeń odzna­
czają się charakterystykami liniowymi.

Rys.'l Kaskada dwóch członów dynamicznych

Poszczególne człony przy wyżej dokonanych założeniach, opisu­
ją następujące równania dynamiki

Dt  + p ^(t) v ( t )  == -  k  ̂( t  )p  ̂( t  )u ( t ) 

Dt  + p2 ( t ) x ( t ) = -  k2 ( t  )p2 (t  Уч (t )

gdzie k  ̂ (t ) = V l  f t )
R1 ( t )

k2 t  = rs2 (t>

R2 C t)

V * > =  * * < * * *
1

P-i (t) = ---------
Tj (t)

* 2 ^ )  = Ra2^ K z
1

p2 (t) = ---------
T2 (t )

(1 0)

(1 1)
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Po z ło ż e n iu  równań ("10) i  (1 1 )  otrzymujemy 

( ° t  + P^Ct)) (P t  + p2( t ) ) x ( t )  = k1( t ) k 2( t ) p 1( t ) p 2( t ) u ( t )  (1 2 ) 

lub
Ъл I^xCt) = F (t)

gd zie  Ц  = Dt  + p^( t )  , L2 = Dt  + p2( t )  ,

?( t )  = k^( t )  k2( t )  p^( t )  p2( t )  u( t )

Na podstaw ie ( 6 ) i  ( 8  ) mamy

S1
ЕЦСв^рв) = e x p ( -   ̂ p^TT) cft) 

s 
t

Hg( t , S/|) = exp( -  ^  P2C t )d 'C )

S1
t

H ( t , s  ) = ^  t , s ) H 1( s 1 ,s )  ds ĵ
s 

t
t) = ^ E( t ,  s) F (s) ds 

s

przy czym ( t ,a )  c  ( t^  , t 2 ) oraz t >  s

W w arian cie  pierwszym przyjm iem y, że dokonano zmiany wzmo­
cn ie n ia  układu za pomocą lin iow ego  potencjom etru  przy 
u sta lo n y ch  w arto ściach  p o z o sta ły ch  parametrów. Niech przy­
kładowo

Es! = Rs2 = 1* » l  CS1 = Cs2 = -I f P ;

Ryj( t  ) = 1 » t  MQ w p rz e d z ia le  ( t^  ,t^ ) , Rg = 1i»iQ 

u ( t )  = t  j w p rz e d z ia le  ( t , , , t g )

mamy
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P l (t) = p2 (t)  = 1| k^Ct) = 1 / t  w przedziale (fe p tg ) , k^sl 

oraz
H1(s 1 ,s ) = exp(- J d t)  = exp(s -  s1) 

s 
t

H2 (t,3 ,j) = e x p ( -  ^ d't) = exp(s1 -  t )

"1
t

H ( t , s )  = ^  e x p ( s 1 -  t)ex p (s -  s1) de  ̂ = ( t  -  s) exp(s -  t )
s

F (t)  = 1 w przedziale 
t

x ( t )  = ^ (t  -  s )  exp(s -  t)d s  =
s

= e x p (-t)[t(e x p (t) -  exp(s)) -  (t  -  1)exp(t) +

+  ( s  -  1 )  e x p  (s ') ]
*

D la  s  =  O o t r z y m u j  emy

x  ( t )  = 1 -  exp ( - t )  -  texp ( - t )

O tr z y m a n e  r o z w i ą z a n i e  spełnia warunki początkowe 

x(0) = 0, Dt [x (0 )}  = 0

W wariancie drugim przyjmiemy natomiast, że dokonano zmiany 
s t a ł e j  c z a s o w e j  drugiego członu przez liniową zmianę rezy­
s t a n c j i  ( r y s . 2 )  według zależności

R 32 -  Нз2сД1

d l a  t 6 ( t 0 , t k )
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Rys.2 .

Niech przykładowo

Re1 = 1MQ » r s2 = ( 1 “  \ t;) M® w p rz e d z ia le  ( 0 , 1 51) 

Cs1 = Cs2 = 1 * iF ,  R1 = R2 = 1MQ 

u (t )  = 1 w p rz e d z ia le  (0 ,1 } 1 )

>iJ1 = Rs1Cs1 = 1s T2 = Rs2Cs2 = 3

-1  1 -1p<l * 1 , P j  s  -------- 3|—  s w p rz e d z ia le  ( 0 ,1 ;1 )
1 -  j t

k ^ ( t )  = 1 ,  k2 = 1 -  £■ t  w p rz e d z ia le  ( 0 ,1 }1)

Na podstaw ie (1 2 )otrzymujemy

(Dt  + 1K Dt  + :— t t ) xCt) = 1
1 “  2  t

W rozpatrywanym p rz e d z ia le  w spółczynniki p^ ( t )  , p2 ( t )o p e r a - 
torów odpowiednio Jy\ , L2 s p e łn ia ją  za ło ż e n ia . Rozwiązanie 

otrzym uje s ię  w sposób an alogiczn y ja k  poprzednio.
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Felisk Barański Kazimierz Jaracz

Das Problem von Cauchy ftlr faktorzerlegunge gewBhnliche 
Differentialgleichungen und ihre Anwendung zur Analyse von 
linearen Systemen.

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde die Methode der Analyse von linearen 
nichtstationSren Systemen d a rge ste llt, die auf der Anwen- 
dung Cauchyfunktion beruhen.
Es wurde die MBglichkeit der Anwendung dieser iiethode in 
der Theorie von linearen Systemen gezeigt.

173


