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Wstep

Niniejsza monografia stanowi probe syntetycznego przedstawienia rozwazan teore-
tycznych oraz wynikéw badan dydaktycznych, prowadzonych przeze mnie w latach
1998-2012, przedmiotem ktorych byt proces nauczania i uczenia si¢ matematyki (na
wszystkich poziomach tego nauczania). Wiedza na temat tego procesu wcigz wyma-
ga uzupelnien, a w kontekscie rozmaitych zmian kulturowych i socjologicznych na
$wiecie pojawiajg sie nowe, nie do konca nawet $cisle okreslone obszary, ktére na-
lezatoby obja¢ badaniami dydaktycznymi. Mam nadzieje, ze wlanie jednego z nich
dotyka tematyka niniejszej monografii.

Praca adresowana jest przede wszystkim do zainteresowanych badaniami w za-
kresie dydaktyki matematyki oraz do zajmujgcych sie ksztalceniem przysztych i do-
skonaleniem czynnych nauczycieli matematyki. Adresatami sa takze sami nauczycie-
le, ktérzy by¢ moze po przeczytaniu tej pozycji inaczej spojrza na wlasna praktyke.

W obliczu kryzysu edukacji matematycznej w Polsce i na $wiecie rozwazania
i wyniki badan, ktérych dotyczy niniejsza praca, znajdujg uzasadnienie. Prakty-
ka oraz badania dydaktyczne pokazuja wiele niedostatkéw w dziedzinie nauczania
i uczenia si¢ matematyki, i to na réznych plaszczyznach tego procesu, czasem stosun-
kowo odleglych od samej matematyki. Wcigz otwarte pozostaje pytanie o przyczyne
takiego stanu rzeczy, a dywagacje na ten temat wskazujg na konieczno$¢ pewnych
przewartosciowan w ujmowaniu edukacji matematycznej w wymiarze jednostko-
wym i spotecznym.

Zasadnicza przyczyna wspomnianych niedostatkow ma zapewne geneze w na-
turze i istocie wiedzy, bedacej w tym przypadku przedmiotem nauczania szkolnego.
Matematyka jest jednym z trudniejszych przedmiotéw nauczania, a trudno$¢ te zna-
czaco poglebia ogdlnie panujacy poglad, ze wiedza matematyczna dostepna jest je-
dynie garstce wybranych. Matematyka bywa nierzadko narzedziem selekcji uczniéw,
a czasem wrecz ich szykanowania. Nic zatem dziwnego, Ze obserwujemy niepokojacy
spadek zainteresowania matematyka i postepujacy zanik motywacji do uczenia si¢
tego przedmiotu w szkole.

Mozna oczywiscie probowal przekonywaé ucznidw, zZe matematyka jest inte-
resujaca (czyzby?), ze jest uzyteczna w praktyce (czy na pewno kazdy jej uzywa?), ze
uczenie sie¢ matematyki rozwija logiczne myslenie (czy ktos to bezspornie udowod-
nil?) itd. Uczniowie - gdyby byli odwazniejsi - powiedzieliby nam zapewne, ze to, co
o matematyce wiedza z nauczania szkolnego, czesto przeczy tym tezom. Niektorzy
studenci studiéw matematycznych czasem méwig o tym zupelnie otwarcie. Mate-
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matyka, z ktorg spotykaja si¢ w trakcie nauczania akademickiego, czesto nie jest ani
interesujaca, ani powszechnie aplikowana w praktyce, ani tez nie rozwija my$lenia,
no moze czasami pamie¢ (bo bywa, ze studenci ucza si¢ matematyki na pamiec!).

Niniejsza praca dotyczy jednego z wazniejszych komponentéw wiedzy i umiejet-
nos$ci matematycznych ucznidw, jakim jest dowodzenie, wyjasnianie i argumentowanie,
niezbednych elementéw wchodzacych w sktad matematycznej metodologii. To meto-
dologia stanowi przeciez o charakterystycznym sposobie powstawania i konstytuowa-
nia si¢ wiedzy matematycznej. Ogoét aktualnych i potencjalnych umiejetnosci uczniow-
skich zwigzanych ze wspomnianymi zagadnieniami uznaje¢ za symptom kompetencji
uczacych sie, ktérg mozna nazwaé prowadzeniem rozumowan uzasadniajacych.

Praca nie stanowi komplementarnej diagnozy przyczyn niedostatkow w wiedzy
uczniowskiej w poruszanym zakresie, nie daje tez wyczerpujacej odpowiedzi na py-
tanie, jakie nalezy podejmowac proby terapeutyczne. Gtéwnym jej celem jest przed-
stawienie problemu w nowej perspektywie, poprzez pryzmat antropomatematyki,
ktérej istote tu okreslam. Ideg przewodnig moich dociekan jest potrzeba glebokiego
zrozumienia uwarunkowan procesu nauczania-uczenia si¢ w kontekscie metodolo-
gii matematycznej. Waznym powodem byla tez palaca potrzeba humanizacji obrazu
matematyki w jej szkolnym ujeciu, a co za tym idzie zlagodzenie czesto negatyw-
nego odbioru spotecznego tej galezi wiedzy. Refleksje i fakty bedace przedmiotem
opisu w tej ksigzce moga stanowi¢ przyczynek do rozwazan na temat koniecznych
przeobrazen w teoretycznym i praktycznym podejsciu do ksztaltowania elementow
metody matematycznej w szkolnym nauczaniu.

Na prace sklada sie wstep, 7 rozdzialéw gléwnych oraz czes$¢ zatytutowana Kie-
runki dalszych badan. Cztery pierwsze rozdzialy zawierajg teoretyczne zarysowanie
problematyki dydaktycznej, do ktorej odnosza si¢ moje badania wlasne. Umieszcze-
nie tych rozwazan uwazam za celowe, gdyz odwzorowuja proces krystalizowania si¢
pola badawczego nazwanego przeze mnie antropomatematyka. Temu celowi stuzy
struktura opisu wyniku wspomnianej krystalizacji, a przedstawia jg schemat 1.

Rozwazania rozpoczynam od refleksji odnoszacych si¢ do istoty, roli, mozliwosci
i ograniczen badan naukowych w dydaktyce matematyki. Tego rodzaju uwagi uwa-
zam za wazne i potrzebne z punktu widzenia badacza oraz czytelnika. Prowadzenie
badan w dydaktyce matematyki jest bowiem uwarunkowane wieloma czynnikami,
jest specyficznie trudng dzialalno$cig naukowa. Musi uwzglednia¢ szalenie istotna
odrebnos¢ zagadnien bedacych w centrum zainteresowan dydaktyki matematyki
oraz samej matematyki. Refleksje na ten temat s3 przedmiotem opisu w rozdziale
pierwszym.

Tak, jak to przedstawia schemat 1, spektrum zagadnien badawczych zawezam
nastepnie do wyodrebnionego przeze mnie obszaru 3, ktéry nazwalam antropoma-
tematyka, a szczegdltowy opis tego obszaru czytelnik znajdzie w rozdziale drugim.
Z przedstawionych tam objasnien wynika podstawowe dla mnie zalozenie, iz mate-



matyka jest $cisle zwigzana z czlowiekiem, wyznacza sposob jego myslenia w trakcie
specyficznego procesu poznawczego.

2

Zagadnienia badawcze w dydaktyce matematyki

3

Antropomatematyka

4
Pole badawcze zwigzane
z ‘mysleniem matematycznym

1
Matematyka

agadnienie dowodzenia
w nauczaniu matematyki

Metodologia
matematyki

Schemat 1. Okreslenie wyjsciowej pozycji badawczej

Kolejnym zagadnieniem, ktore poddaje rozwazaniom w trzecim rozdziale, jest
metodologia matematyki i jej rola w funkcjonowaniu matematyki (obszar 6), a na-
stepnie dokonuj¢ przeniesienia tej tematyki na plaszczyzne edukacji matematyczne;j
(obszar 5). Dociekania dotyczace odniesient do obszaréw 5 i 6 przedstawiane sg juz
z antropomatematycznego punktu widzenia, a ich zalozenia rozwijam w czwartym
rozdziale. Wynikiem procesu zawezania spektrum badawczego jest zamieszczony
w rozdziale piatym opis przyjetej pozycji badawczej, umiejscowiony w obszarze 7.

Rozdzialy szosty i si6dmy majg charakter doniesienn z moich badan wtasnych.
Calo$¢ uzupelnia opis planowanych w przysztosci badan i dociekan, aneks zawiera-
jacy niektore tematy zadan uzywanych jako narzedzia badawcze oraz spis literatury
wykorzystanej w trakcie pisania tej pracy.






Rozdziat1

Badania nad nauczaniem-uczeniem sie matematyki

Ciagle nieustalony status dydaktyki matematyki jako dyscypliny naukowej impliku-
je potrzebe dyskusji i rozwazan o trendach i wynikach badan w dziedzinie edukacji
matematycznej (Sierpinska, Kilpatrick 1998)'. Taka sytuacja bywa zrédlem pewnych
nieporozumien, szczegoélnie pomiedzy badaczami w dydaktyce matematyki a od-
biorcami wynikéw tych badan. Powodem tych nieporozumien jest miedzy innymi
brak jednoznacznej odpowiedzi na otwarte i dyskusyjne pytania o nature i moc wie-
dzotwodrcza wynikow badan nad nauczaniem-uczeniem si¢ matematyki. Takie pyta-
nia zadaje sobie kazdy (a szczegodlnie poczatkujacy) badacz w dziedzinie dydaktyki
matematyki, a takze niejednokrotnie zadaja je sobie odbiorcy rezultatow badan dy-
daktycznych (np. inni badacze i nauczyciele). Odpowiedzi na pytania tego typu sa
trudne z kilku powodéw, o ktérych bede mowi¢ poznie;.

Waznym powodem zaproszenia Czytelnika do lektury tego rozdziatu jest proba
takiego zarysowania szerokiego kontekstu zagadnien zwigzanych z badaniami w dy-
daktyce matematyki, aby potem jasne i zasadne okazalo si¢ nakreslenie przeze mnie
pola badawczego, ktore nazywam antropomatematyka oraz przyjecie przy tym okre-
$lonej pozycji badawczej.

1.1. Specyfika badan w dydaktyce matematyki

Powodem aktualnos$ci rozwazan dotyczacych natury i aplikowalno$ci wynikéw
badan w dydaktyce matematyki jest miedzy innymi fakt, Ze cho¢ istnieje wiele po-
gladow i opinii na temat tego, co szkolna edukacja matematyka powinna zapewni¢
(idlaczego), wszystkie te poglady faczy lezaca u ich podstaw wiara, ze dobre wyksztal-
cenie w zakresie matematyki przynosi korzysci zaréwno jednostkom, jak i catym spo-
teczenstwom. Korzysci te obejmujg pewne wspolne wartoéci, np. wzmocnienie po-

! Autorzy probuja udzielac czg$ciowych odpowiedzi na inne jeszcze pytania (niebedace przed-
miotem rozwazan w niniejszej pracy), np. ,,Co to znaczy by¢ naukowcem w dziedzinie dydaktyki
matematyki? Czy dydaktycy matematyki majg jaka$ wspolng tozsamo$¢? Jaka jest rola teorii w ba-
daniach w dydaktyce matematyki?”. Te kwestie s3 wcigz otwarte i czasem problematyczne, byty one
dominujacymi tematami $wiatowych konferencji International Group Psychology of Mathematics
Education w latach 1990-2001 (Lerman 2001).



zycji spolecznej jednostki, nabycie umiejetnosci logicznego myslenia umozliwiajacej
podejmowanie stusznych zyciowych decyzji, krytycyzmu w mysleniu, precyzyjnosci
wypowiedzi itp. Dobrze zaplanowana i prawidlowo realizowana edukacja matema-
tyczna powinna przynosi¢ réwniez inne praktyczne skutki, takie jak wewnetrzny
rozwdj samej matematyki jako dziedziny naukowej oraz wsparcie naukowe w spo-
tecznych przedsiewzigciach o zréznicowanym zakresie (np. zwigzanych z biznesem).
Dlatego zagadnienia zwigzane z planowaniem i monitorowaniem przebiegu spolecz-
nego i powszechnego procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki maja tak ogromne
znaczenie zaréwno dla poszczegolnych osob, jak i calego spoleczenstwa.

Badania w zakresie dydaktyki matematyki maja swoja wieloletnig juz historie.
Stanowig cze¢s$¢ szeroko pojmowanych badan edukacyjnych, zwanych czasem pedago-
gicznymi lub dydaktycznymi. Od poczatku jednak w badaniach w zakresie dydaktyki
matematyki dazono do nadania im wlasnej tozsamosci na tle badan pedagogicznych
(Krygowska 1982). Kluczowym zagadnieniem dla dociekan w zakresie dydaktyki
matematyki jest teoretyczne okreslenie i praktyczne zaimplementowanie szerokie-
go spektrum warunkdéw determinujacych pozadane skutki edukacji matematycznej.
Podkreslmy w tym miejscu wyraznie, ze nie tylko kryteria praktycznych (szkolnych)
zastosowan wynikéow badan, o ktérych mowa, s3 ,,motorem” napedzajacym rozwdj
badan w dydaktyce matematyki, jak by¢ moze sadza niektérzy odbiorcy tych wy-
nikow. W szczegolnosci bowiem niektdrzy autorzy sugeruja odréznianie dydaktyki
matematyki zdefiniowanej jako

naukowo-akademicka dziedzina badan, ktéra ma na celu zidentyfikowanie,
scharakteryzowanie i zrozumienie zjawiska: proces nauczania i uczenia si¢ ma-
tematyki,

od edukacji matematycznej pojmowanej jako

zloZony i heterogeniczny system spoteczny, ktéry obejmuje teorie, rozwéj i prak-
tyke w zakresie nauczania i uczenia si¢ matematyki (Sierpinska, Kilpatrick
1998, s. 529).

Zgodnie z tym pogladem edukacja matematyczna obejmuje dydaktyke matema-
tyki jako pewien swoj podsystem. Takie rozréznienie jest owocne, zwraca uwage na
wyrdzniajgce cechy badan teoretycznych w dydaktyce matematyki, zwanych bada-
niami podstawowymi (Krygowska 1982; Schoenfeld 1991), majacymi na celu zro-
zumienie i opisanie interesujacych dydaktyke matematyki zjawisk, nieukierunkowa-
nych bezposrednio i gléwnie na praktyke nauczania.

Podstawowa trudno$¢, jaka pojawia si¢ przed badaczami w interesujacej nas
dziedzinie dociekan naukowych, jest zwigzana z faktem, ze wigkszos¢ badan eduka-
cyjnych ma z natury charakter interdyscyplinarny. Powoduje to, Ze zaplanowanie ich
metodologii oraz zrozumienie wynikow jest czgsto trudne. Nawet eksperci z poszcze-
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golnych sktadowych dziedzin naukowych moga odczuwaé pewne trudnosci w ocenie
wartoéci tych badan, ich wiedza bowiem ograniczona jest zwykle do wlasnej dyscy-
pliny. Mozna sobie przeciez tatwo wyobrazi¢ pedagoga, ktéry moze mie¢ problem ze
zrozumieniem kontekstu matematycznego badania dydaktycznego, jak i matematy-
ka, ktory nie zna terminologii i nie rozumie kategorii wiedzy pedagogiczne;j.

Poruszone zagadnienie interdyscyplinarnosci w badaniach z dydaktyki matema-
tyki bardziej jeszcze komplikuje fakt stwierdzony przez E. Wittmanna:

dydaktyka matematyki musi przekracza¢ granice innych nauk i jest zalezna od
wynikow i metod pochodzgcych z bardzo réznorodnych dziedzin nauki, m. in.
matematyki, pedagogiki, socjologii, psychologii i historii nauki. Jednak wiedzy
naukowej dotyczgcej nauczania matematyki nie mozna uzyskac przez proste
zebranie w jedno wynikéw tamtych nauk; niezbedne jest specyficzne podejscie
matematyczno-dydaktyczne, integrujgce rozne aspekty w jeden spojny i wyczer-
pujgcy obraz nauczania matematyki i pozwalajgce na konstruktywne wykorzy-
stanie tej wiedzy w praktyce (1989, s. 104).

Oznacza to, ze specyficzne podejscie matematyczno-dydaktyczne obejmuje
réwniez potrzebe wypracowania wlasnej metodologii i narzedzi badawczych (Krato-
chvilova, Swoboda 2002) oraz polaczenie wieloplaszczyznowych podejs¢ badawczych
przy analizie wynikéw badan dydaktycznych, uwzgledniajacych wszelkie mozliwe
ich aspekty, ze szczegdlnym uprzywilejowaniem aspektéw matematycznych i z za-
kresu dydaktyki matematyki. Wielu innych autoréw réwniez podkresla interdyscy-
plinarnos$¢ dydaktyki matematyki jako dziedziny badan i jej konieczne relacje z in-
nymi dziedzinami naukowymi (np. Krygowska 1982; Steiner 1985; Biehler, Scholz,
Straesser, Winkelmann 1994; Godino, Batanero 1998; Konior 1998, Nowecki 1999;
Zeromska 2010a).

Najbardziej chyba skomplikowana i czasem wrecz kontrowersyjna jest wspot-
zalezno$¢ dydaktyki matematyki z samg matematyka, jej dziedzing ,macierzysta”.
Historia rozwoju dydaktyki matematyki jest bardzo kréotka w poréwnaniu z wielo-
wiekowa ewolucjg matematyki. Jednakze odkad cztowiek zaczal obserwowaé swoje
przyrodnicze otoczenie, komunikowa¢ si¢ z innymi ludzmi oraz wytwarzaé i wy-
mienia¢ dobra materialne, a w konsekwencji dokonywa¢ pewnych syntez konkretnej
wiedzy (co datuje si¢ od czaséw prehistorycznych do VII-VI w p.n.e., tzw. okres na-
rodzin matematyki), fakt uzytecznosci tej wiedzy w codziennym zyciu nieuchronnie
powodowal potrzebe jej upowszechniania i przekazywania mtodszym pokoleniom.
Od takiej potrzeby niedaleko juz do pytan, w jaki sposéb najskuteczniej te wiedze
przekazywacd. A zatem

matematyki od nauczania oderwac sie nie da (Duda 1989, s. 40).

Potrzeba przekazywania matematycznej wiedzy nieuchronnie rodzi pytanie
o najbardziej efektywny sposob tego przekazu, a zakres takich rozwazan wykracza juz
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poza samg matematyke i ociera si¢ o inne dziedziny nauki, takie jak pedagogika, psy-
chologia, socjologia, historia, epistemologia, semiotyka, kognitywistyka itd. Pojawia
sie przeciez w konsekwencji pytanie o przebieg, uwarunkowania oraz skutki skompli-
kowanych procesow poznawczych i edukacyjnych cztowieka i to w kontekscie jednej
z trudniejszych dziedzin tego poznania, jaka jest matematyka (Zeromska 2010a).

Aby odpowiedzie¢ na zasadnicze pytanie: czy i jak matematyki uczy¢ lepiej, po-
trzebne jest porozumienie pomiedzy wieloma (m.in. wspomnianymi wyzej) dyscypli-
nami naukowymi, zwlaszcza pomiedzy dydaktyka matematyki a samg matematyka.
Nalezy pamigta¢ jednak, jak trudne sa warunki takiego porozumienia. Obie nauki
zasadniczo przeciez sie roznia, w szczegélnoéci wedlug naukoznawczych kryteriow
podzialu nauk. Jedna z klasyfikacji dyscyplin naukowych okresla, ze

nauki dzieli sie zwykle wedle: 1) przedmiotu badan [...]; 2) metody badan; 3) ro-
dzaju stawianych probleméw; 4) zadari i celéw, jakie sobie stawiajg; 5) stopnia
ogélnosci, abstrakcji i prostoty; (Such 1969, s. 40).

Pamietajmy réwniez, iz

wymienione kryteria sq ze sobg scisle zwigzane i wzajemnie uwarunkowane. Od
przedmiotu badat zalezg w duzym stopniu wszystkie pozostale kryteria (Such
1987, s. 300).

Jesli zatem to przedmiot badan danej dyscypliny jest gléwnym wskaznikiem jej
tozsamosci, to zauwazmy, jak wielka przepas¢ dzieli w tym wzgledzie matematyke
i dydaktyke matematyki. Szczegolnie ze wyrdznia si¢ dwie grupy wszystkich dziedzin
naukowych: nauki przyrodnicze (badajace zjawiska otaczajacej rzeczywistosci fizycz-
nej) oraz nauki spoteczne (badajace cztowieka i jego zycie spoteczne).

Przedmiot badan dydaktyki matematyki Z. Krygowska okreslita nastepujaco:

dydaktyka matematyki jest naukg, ktorej problematyka obejmuje wszelkie za-
gadnienia zwigzane z uczeniem sig i nauczaniem matematyki (Krygowska 1982,
s. 17)%

W innym opracowaniu czytamy, ze

przedmiotem badan w dydaktyce matematyki moze by¢ np. nauczanie mate-
matyki, uczenie si¢ matematyki, sytuacje nauczania-uczenia sie, sytuacje dy-
daktyczne, zwigzki miedzy nauczaniem-uczeniem si¢ a wiedzg matematyczng,
rzeczywistos¢ szkolnej lekcji matematyki, spoleczne widzenie matematyki i jej
nauczania czy tez system ksztalcenia sam w sobie (Balacheff i in. 1993, s. 119).

2 Okreslenie Z. Krygowskiej jest uszczegélowione i uzupelnione innymi pogladami $wiato-
wych dydaktykéw matematyki w jej artykule pt. Gléwne problemy i kierunki badan wspélczesnej
dydaktyki matematyki (1982).
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Natomiast

matematyka jest w pewnym sensie naukg bezprzedmiotowg w tym znaczeniu, ze
jej przedmiotem badania nie jest zaden realnie i niezaleznie od czlowieka istnie-
jgcy przedmiot (Such 1969, s. 316).

Powyzszy poglad jest oczywiscie w pewnym sensie uproszczony, zaklada on
bowiem, ze przedmiot kazdej nauki powinien w mniejszym lub wigkszym stopniu
dotyczy¢ cztowieka. Jesli natomiast zacytujemy inne stwierdzenie odnoszace si¢ do
przedmiotu zainteresowan matematyki, to czytamy, ze matematyka to

nauka o liczbach i stosunkach przestrzennych?

lub
nauka o abstrakcyjnych obiektach, takich jak liczby, punkty, linie czy funkcje,
oraz o zwigzkach miedzy nimi*.

Przedmiotem badan matematyki sa wiec stosunki ilosciowe i inne relacje za-
chodzace pomiedzy odpowiednio definiowanymi matematycznymi obiektami natury
abstrakcyjne;j.

Niezaprzeczalnie zatem mozna stwierdzié, ze jesli to wlasnie w naturze przed-
miotu, jakim zajmuje sie¢ dana nauka, naukoznawcy upatrujg gléwnego kryterium
réznicujgcego poszczegolne nauki miedzy sobg, matematyka i jej dydaktyka lezg na
odrebnych krancach wszelkich klasyfikacji tego typu’.

Rownie wyrazna odrebno$¢ wynika z kolejnej charakterystycznej cechy nauki
(ujmowanej jako proces zdobywania wiedzy), jaka jest zdaniem J. Sucha metoda, kto-
ra dana nauka stosuje w swoich badaniach wiedzotworczych:

tym wieksza roznica pomiedzy dyscyplinami naukowymi, im wigksze roznice
w stosowanych przez nie metodach (1969, s. 54).

Zdaniem wigkszoéci naukoznawcdw istniejg tylko dwie gléwne metody stosowa-
ne w naukach - indukeyjna i dedukcyjna - co implikuje nastepujacy podzial nauk (na
dwie nieréwne grupy) ze wzgledu na stosowane w nich metody:

1. nauki formalne (dedukcyjne), czyli logika i matematyka,

2. nauki empiryczne (indukcyjne), w tym nauki przyrodnicze i nauki humani-
styczno-spofeczne.

* Sobol E. (oprac.) 2005, Stownik jezyka polskiego PWN, Wydawnictwo Naukowe PWN, War-
szawa, s. 447.

* Banko M. (red.) 2000, Inny stownik jezyka polskiego PWN, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa, s. 831.

* To kategoryczne stwierdzenie mozna zlagodzi¢, przypominajac, ze dydaktyka matematyki
korzysta czasem z metod $cisle matematycznych (odnoszac si¢ np. do tworczosci matematycznej)
(Krygowska 1981).
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Ten podziat wydaje si¢ by¢ Scisly i catkowicie dyferencjujacy. Z pozoru bezspor-
nym przeciez wydaje sie fakt, ze logika i matematyka postuguja si¢ gléwnie - jesli nie
jedynie — metodg dedukcyjna. Nie wszyscy matematycy sa jednak az tak rygorystyczni
w swoich pogladach. Np. von Neumann uwaza, Ze w matematyce mamy pewna swo-
bode w konstruowaniu teorii (o wiele wigksza niz majg ja na przyklad fizycy-teorety-
cy), ale konstruowanie matematycznych teorii odbywa sie¢ nie tylko na drodze formal-
nej, interweniuja tez w tym elementy natury filozoficzno-empirycznej (von Neumann,
za: Krygowska 1981). Przypomnijmy réwniez czesto przytaczany poglad filozofa ma-
tematyki I. Lakatosa, ktéry opisujac metodologie matematyki probowat wykaza¢, ze
rozwoj teorii matematycznych podlega regulom w duzej mierze analogicznym do re-
gut rozwoju nauk empirycznych®. Formalnym teoriom matematycznym (matematyka
czysta) towarzyszg teorie nieformalne (matematyka stosowana). Te pierwsze stawiaja
$miate hipotezy, te drugie zas dostarczaja kontrprzykladow, co zmusza matematykow
do poszukiwania w swych systemach ukrytych zalozen odpowiedzialnych za ujawnio-
ne luki. Te zalozenia modyfikuje sie nastepnie tak, aby kontrprzyklady przeksztatci¢
w przyklady, co powodowaé powinno doskonalenie calego systemu. Takie podejscie
Lakatos okresla mianem quasi-empirycznego i w ten sposob pytanie o nature mate-
matyki zamienia na pytanie o nature teorii nieformalnych. Jesli przyja¢ przedstawiony
wyzej poglad, wowczas zalozenie, ze matematyka jest teorig jedynie formalng, nie by-
toby stuszne. Wtedy matematyke trzeba sytuowaé oczywiscie w grupie nauk formal-
nych, jednak ze sporadycznym wptywem metodologii nauk empirycznych.

W badaniach z zakresu dydaktyki matematyki znalez¢ mozna natomiast zarow-
no badania empiryczne (prowadzone metodami indukcyjnymi), jak i rozwazania teo-
retyczne, cho¢ tych drugich jest zdecydowanie mniej. Mozna stwierdzi¢, ze dydaktyka
matematyki postuguje sie gtéwnie empirycznymi metodami badawczymi, aczkolwiek

koniecznos¢ positkowania sie metodami scistej matematyki stawia dydaktyke
matematyki na granicy nauk empirycznych i formalnych (Konior 1998, s. 50).

Tak czy inaczej, rozziew pomiedzy tymi dwiema dziedzinami w odniesieniu do stoso-
wanej przez nie metodologii wydaje sie bardzo istotny’.

Réwnie niebagatelny wplyw na podkreslanie rozbieznosci pomigdzy matematy-
ka a jej dydaktyka maja relacje migdzy dwiema spoleczno$ciami: matematykow i dy-
daktykéw matematyki. Ogoélnie rzecz biorac, matematycy uprawiajacy matematyke
czysta uwazajg si¢ za straznikow teoretycznej natury matematyki, dydaktycy trakto-
wani sg natomiast jako badacze potrzeb oraz trudnosci uczniéw i nauczycieli, a zatem
funkcjonujacy poza granica tej elitarnej dyscypliny. Obserwator z zewnatrz méglby

¢ Te poglady I. Lakatos (1995) przedstawil w stynnej pracy pt. Proofs and Refutations.

7 Szersze rozwazania na temat podobienstw i réznic dydaktyki matematyki i innych dziedzin
(pod wzgledem naukoznawczym) czytelnik znajdzie w artykule pt. Dydaktyka matematyki na tle
nauk o edukacji (Zeromska 2010a).
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powiedzie¢, ze przygladamy sie tu grze, gdzie dwie spolecznosci graczy bronig (mo-
zemy mie¢ nadzieje, ze w dobrej wierze) swoich ideologicznych pozycji. Odmien-
no$¢ tych pozycji niewatpliwie ma swoje zZrédlo w przytaczanych wczedniej kryte-
riach metanaukowych. Jednakowoz kazda odrebno$¢ nierozerwalnie niesie ze soba
pytanie o istnienie sfer faczacych, podyktowane koniecznoécig obopdlnych zyskow
z koegzystencji. Instytucjonalnie matematycy powinni by¢ przeciez zainteresowani
dobrymi wynikami w ksztalceniu matematycznym przysztych pokolen, chocby po to,
aby szkoli¢ kolejnych profesjonalistow w tej dziedzinie. Korzy$ci moga by¢ tez odczu-
walne w funkcjonowaniu i dzialalno$ci samych matematykéw, co niektérzy z nich
wyraznie podkreslaja. W pracy On proof and progress in mathematics W. Thurston
(1994) rozwaza kwestie dotyczace tego, jak matematycy moga pomoéc w ulepszeniu
zrozumienia matematyki oraz w sposob ogélny zarysowuje perspektywe zagadnien
dotyczacych sposobdw rozumienia i myslenia o matematyce. Przyznaje, iz istnieje
cala lista réznych sposobéw myslenia o danym pojeciu matematycznym oraz drog
przebiegu procesu powstawania tego pojecia w umysle czlowieka. Podkresla, ze jest
to lista o wiele bogatsza od zestawienia réznych logicznych definicji takiego obiektu.
Tego bogactwa - zdaniem Thurstona - nie wolno pomijaé, moze by¢ ono zroédlem
wiedzy o sposobach matematycznego myslenia czlowieka. Autor pisze:

ludzkie myslenie i rozumienie nie funkcjonujg jednotorowo jak komputer. Nasze
mozgi i umysty wydajg sie by¢ zorganizowane jako system roznie sprzgzonych
i poteznych obiektow. Czesci tej struktury wspotpracujg ze sobg luzno, méwig do
siebie na wysokim poziomie organizacji (Thurston 1994, s. 164).

W zwigzku z tym, podkresla Thurston, przeniesienie zrozumienia z jednej osoby
na druga, ktorej dane zagadnienie jest przedstawiane, nie jest automatyczne. Trzeba
w tym celu uzywa¢ rozmaitych sposobow i ,,sztuczek”, tak réznych, jak réznie moze
by¢ zorganizowany umyst jednostki ludzkiej. Aby te sposoby i ,sztuczki” stosowac,
nalezy uprzednio je dobrze poznal. Dlatego konieczne jest analizowanie rozumienia
matematyki, wazne jest, aby bra¢ pod uwage: kto zrozumial, co i kiedy (Thurston
1994, s. 165).

Z tego punktu widzenia badania dydaktyczne zwigzane z tym, jak przebiega
i czym konczy sie my$lenie matematyczne, jak opisujemy jego wyniki oraz jak komu-
nikujemy innym nasze zrozumienie, majg istotne znaczenie nawet dla wewnetrznego
rozwoju samej matematyki. W tym zakresie matematycy moga korzystac z pracy dy-
daktykow.

Oczywiscie, rowniez dydaktycy powinni by¢ zainteresowani rozwojem nowych
matematycznych idei, bo sa one zrédltem i bodzcem do ich dydaktycznej transpo-
zycji. Ale, co wazniejsze, matematycy moga zaoferowaé dydaktykom umozliwienie
wgladu w sposoby i typy rozumowan matematycznych, a to moze dostarczy¢ nieoce-
nionych wskazéwek do zrozumienia sposobéw matematycznego myslenia uczacych
sie jednostek. Takie wspdlne odniesienia mogtyby da¢ spdjng orientacje w opracowy-
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waniu celéw, zasad i pozadanych wynikow edukacji matematycznej. Wiekszos¢ ba-
dan dydaktycznych dotyczy przeciez gtebokich procesow zwigzanych z teoretycznym
charakterem matematyki i przybliza pozytywne wyniki pracy intelektualnej czlowie-
ka. Mowa tu jest o procesach poznawczych, ktérych zrozumienie i wykorzystanie tej
wiedzy w praktyce - jako istotne zadanie dydaktykow — wymaga czynnego udziatu
tworczych matematykow.

Wielu dydaktykéw matematyki ma $wiadomos¢, ze trudno spodziewac sig, iz
dydaktyka matematyki stanie si¢ cze$cig samej matematyki. Pomimo ze w dydaktyce
matematyki wiele jest obszaréw z matematyka wyraznie zwigzanych (i wymagajacych
od dydaktykéw matematycznego wyksztalcenia)?, sg tez w tej dziedzinie obszary dla
matematyki zupelnie obce’, podobnie jak dla dydaktykéw matematyki obce s3 nie-
ktdre obszary abstrakcyjnych wytwordw tworczosci matematycznej.

W odniesieniu do badan naukowych w dydaktyce matematyki trudno nie wspo-
mnie¢ o niektérych ich ograniczeniach. W szczeg6lnosci stwierdzi¢ trzeba, ze niela-
two jest jasno i kategorycznie zarysowaé zakres i mozliwosci wiedzotwodrcze badan.
Wielu autoréw podejmowalo i wcigz podejmuje takie starania, ale mimo znacznych
postepow, zagadnienie pozostaje wcigz w centrum zainteresowan, a dydaktyka mate-
matyki jest krytykowana za brak koncentracji, rozbiezno$¢ perspektyw teoretycznych
i ciaggly kryzys tozsamosci (Steen 1999). Natura badan w dydaktyce matematyki po-
woduje, ze nalezy pogodzi¢ si¢ z nastepujacymi konstatacjami:

e Badania w dydaktyce matematyki nie moga bra¢ pod uwage wszystkich
zmiennych towarzyszacych procesowi nauczania-uczenia si¢ matematyki. Na-
lezy z goéry zaklada¢, ze te badania nie moga da¢ ostatecznej i kategorycznej
odpowiedzi na wszystkie mozliwe pytania, jakie mozemy zada¢ w kontekscie
badanego procesu.

e Odpowiedzi na pytania badawcze czesto nie majg charakteru kategorycznego,
nie s powtarzalnie dziatajagcymi prawami, podajacymi w sposéb niepodwazal-
ny zasady i przebieg zjawisk edukacyjnych.

Bez watpienia badaniom w obrebie dydaktyki matematyki mozna przypisac jed-

nak nastepujace, cenne z punktu widzenia tworzenia wiedzy dydaktycznej, funkcje'®:

e poznawczg (wzbogacanie dotychczas posiadanej wiedzy teoretycznej);

e informacyjng (diagnozowanie przebiegu procesu nauczania-uczenia sie¢ i po-
twierdzanie lub obalanie hipotez na jego temat);

e szkoleniowsg (przenoszenie wynikow analiz teoretycznych do praktyki i obser-
wacja wynikow takiego transferu);

8 Np. badania dotyczace tworczosci matematycznej, aktywnosci typowo matematycznych
(np. uogdlnianie, algorytmizowanie itd.), organizacja tresci matematycznych dla celéw dydaktycz-
nych, selekcja uje¢ definicyjnych pod katem nauczania, badania rozumienia struktury wiedzy ma-
tematycznej itd.

® Cho¢by koniecznosé¢ stosowania teorii i metod psychologiczno-pedagogicznych.

" W oparciu o podsumowania wlasne.
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e rozwojowg (otwieranie nowych zagadnien lub kierunkéw badawczych);

o refleksyjna (bedaca wynikiem glebokiego rozumienia badanego zjawiska);

e prognostyczng (wskazywanie kierunkéw decyzji zwigzanych z polityka edu-

kacyjna).

Te zadania badawcze naukowcy w obrebie dydaktyki matematyki realizujg pro-
wadzac zaréwno badania ilo$ciowe, jak i jakosciowe, przypisujac im odmienng role
w tworzeniu wiedzy dydaktycznej (Schoenfeld 1991).

Zauwazy¢ na koniec trzeba takze, Ze wyniki badan dydaktycznych (czy to jako-
$ciowych, czy tez ilosciowych) moga zosta¢ niewlasciwie wykorzystane. Takie niebez-
pieczenstwa to m.in.:

e mozliwos¢ blednych interpretacji wynikow;

e sposobnos¢ do formutowania mylnych wskazan dydaktycznych kierowanych

do stosowania w praktyce;

e zaniedbywanie istotnych warunkoéw sytuacyjnych toczacego sie procesu;

¢ nieuwzglednianie wszystkich zmiennych majacych znaczenie w akcie naucza-

nia-uczenia si¢ matematyki itp.

Mozliwo$¢ takich btednych przeniesien wynikéw i wnioskéw ptynacych z badan
w dydaktyce matematyki ma swoja geneze w ogromnej réznorodnosci i duzym stop-
niu komplikacji zjawisk zachodzacych w eksplorowanym procesie nauczania-uczenia
sie matematyki.

1.2. Krétki historyczny przeglgd $wiatowych kierunkéw badawczych

W ciagu ostatnich kilkudziesieciu lat na calym $wiecie nastgpito zdecydowane
ozywienie w rozwoju badan w obrebie dydaktyki matematyki. Ich intensyfikacja na-
stepowata i nastepuje najczesciej w momentach, kiedy rozmaite miedzynarodowe
pordéwnania kompetencji uczniéw pokazuja niedostatki w poziomie ich matematycz-
nego wyksztalcenia'’.

Poczatki badan dydaktycznych siegaja odlegtej juz historii, a ich rozwoj nastgpit
pod koniec XIX wieku, w miare wprowadzania powszechnego obowigzku szkolnego.
Mozna w tym rozwoju wyréznic kilka kierunkéw na zachodzie Europy (Artigue, Ba-
tanero, Kent 2007). W Polsce dydaktyka matematyki takze rozkwitata gléwnie dzieki
pracy prekursorki w tej dziedzinie w Polsce — Profesor Annie Z. Krygowskiej.

Wiyniki syntezy zachodnich trendéw badawczych pokazuja (Sierpinska 2009), ze
w latach 80. XX w. najwi¢kszym zainteresowaniem cieszyly si¢ badania skupione na
problemach poznawczych jednostki uczacej sie, w ujeciu niezaleznym od otoczenia,
kontekstu kulturowego i warunkow intelektualnych. Poprzedzone to zostalo powsta-
niem interdyscyplinarnej nauki o poznaniu (cognitive science) w latach 60. i 70. XX

1 Patrz np. Bergeson T. i in. 2000, Teaching and Learning Mathematics, State Superintendent
of Public Instruction, Washington (dokument elektroniczny).
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stulecia. Podkreslano role mentalnych struktur, ktdre decyduja o uczeniu sig¢ i lezg
u jego podstaw. Myslenie matematyczne opisywano za pomocg modeli psychologicz-
nych (Sfard 1994) i badano, w jaki sposob mozna te struktury mentalne rozwija¢,
debatowano takze nad tym, w jakim stopniu szkolne nauczanie matematyki powinno
ujmowac istote pracy tworczego matematyka (Stevens 2000).

Gléwne nurty badan akcentowanych w rozwazanym okresie odzwierciedlaja
takze zainteresowanie filozofia matematyki i jej zwigzkami z problemami naucza-
nia i uczenia si¢ (Sowder 1989). W latach 90. zaczeto zwracaé uwage na ewentualny
wplyw $rodowiska spotecznego i kulturalnego (zakorzenionych w tym samym kon-
tekscie co matematyczna aktywno$¢ ucznia) na nauczanie-uczenie si¢ matematyki
(Brousseau 1986; Bishop 1988; Schoenfeld 1989). Dominujacym paradygmatem byt
konstruktywizm spoleczny, ktory opieral si¢ na przelomowej pracy Wygotskiego
i Wittgensteina (Ernest 1994), okreslajacej konstruktywistyczne podejscie do naucza-
nia-uczenia si¢ matematyki (von Glaserfeld 1990; Steffe, Gale 1995; Hejny 2001).

Rozwazaniom teoretycznym w dydaktyce matematyki (prowadzonym w oparciu
o teorie psychologiczne) towarzyszyly proby implementacji ich wynikéw dla potrzeb
praktyki, co poskutkowato sformutowaniem kilku koncepcji konstruowania i prze-
biegu procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki. Wéréd nich mozna wymieni¢:

e Metode czynnosciowego nauczania matematyki (Krygowska 1950, 1957, 1977);

e Teori¢ Sytuacji Dydaktycznych (Brousseaul986).

Analiza kierunkéw badan dydaktycznych przedstawiona przez Lermana (2001)
ujawnia istnienie w tym czasie réznorodnych teorii ukierunkowanych na traktowa-
nie rezultatow edukacji matematycznej jako zlozonego produktu spofecznego. Bada-
nia w edukacji matematycznej widziano nawet jako czes¢ antropologii (Chevallard
1992). Niektére badania skupily si¢ zatem na drobiazgowych analizach interakcji
miedzy nauczycielem i uczniami i prébowaly opisac jej specyficzne cechy (np. Cobb,
Bauersfeld 1995) lub opisywaly zjawiska w szerszym kontekscie systemow spolecz-
nych (Steinbring 2005).

Wszystkie zarysowane kierunki badawcze znalazly swoje odzwierciedlenie row-
niez w polskiej dydaktyce matematyki. Przegladu tych dokonan dostarcza lektura ko-
lejnych toméw ,,Dydaktyki Matematyki”, czasopisma ukazujacego sie od 1981 roku'?,
zamieszczajacego oryginalne prace z dziedziny dydaktyki matematyki, sprawozdania
z prowadzonych badan naukowych, artykuly dotyczace koncepcji matematycznego
ksztalcenia na réznych poziomach, stanu i rozwoju dydaktyki matematyki, sprawoz-
dania z konferencji, oméwienia i recenzje ksiazek z zakresu dydaktyki matematyki itd.

Swiatowa ewolucja badan w dziedzinie dydaktyki matematyki wciaz trwa na
tle ugruntowanej perspektywy koncepcyjnej, historycznej, teoretycznej i metodolo-
gicznej (Sierpinska, 2009), a ich problematyka wydaje si¢ wciaz rozszerza¢ i kompli-
kowac.

12-0d roku 2009 czasopismo nosi nazwe ,,Didactica Mathematicae”.



Rozdziat 2

Antropomatematyka jako kierunek badan
w dydakiyce matematyki

Konieczno$¢ powszechnego matematycznego ksztalcenia nie podlega dyskusji. Na-
tomiast ciaglych, glebokich i wieloaspektowych dyskusji wymaga doprecyzowanie
wspdlnego (dla osob zainteresowanych procesem ksztalcenia matematycznego i po-
tencjalnymi jego rezultatami) pogladu na temat tego, czym powinna by¢ matematyka
szkolna, aby mogta stanowi¢ element takiego powszechnego szkolnego ksztalcenia,
przynoszacego dodatkowo gtéwnie pozytywne efekty. Wazne jest tez zalozenie, ze
chcemy mowi¢ nie o nauczaniu matematyki, ale bardziej o ksztafceniu przez mate-
matyke (Krygowska 1981, s. 22).

Dyskusja na ten temat musi dotyka¢ kilku zasadniczych kwestii. Bez watpienia
musi si¢ ona odbywa¢ w odniesieniu do sensu i przedmiotu matematyki jako dzie-
dziny nauki, jej metod, jezyka, mechanizméw rozwoju, kryteriow weryfikacji jej tez
oraz relacji tych wszystkich zagadnien ze szkolnym ujeciem rozwazanej dziedziny
akademickiej. Drugg rownie wazng kwestig jest pytanie o nature wiedzy matema-
tycznej i jej zwiagzki ze $wiatem realnym, czyli wzajemne odniesienia tzw. matematyki
czystej oraz matematyki stosowanej, a co za tym idzie, przeniesienie odpowiedniego
obrazu matematyki na grunt szkolny. Wzajemne relacje tych dwdch ujeé¢ matematyki
s przedmiotem dyskusji matematykéw od wielu lat. H. Steinhaus przedstawil kie-
dy$ poglad o ciagtej koegzystencji w debatach tego typu dwéch potencjalnych ,,part-
ner6w”. Jednym z nich jest matematyk uprawiajacy matematyke czysta, ktérego ani
»matematyka realna”, ani ,,§wiat materialny” nie interesuje. Drugim ,,empiryk”, ktory

uwaza formalne myslenie za niepotrzebny luksus, a ktérego wyksztalcenie nie
pozwala nawet wyobrazic¢ sobie, czym jest matematyka i jak nalezy jg stosowac
(za: Krygowska 1981, s. 98).

Oczywiscie zadne z tak zarysowanych kategorycznych stanowisk nie jest w pelni
do przyjecia, a juz w szczegdlnosci nie moze by¢ podstawa szkolnego ujecia matema-
tyki. W nauczaniu nalezy znalez¢ kompromis pomiedzy tak skrajnymi pogladami na
zastosowanie matematyki.

Kolejny nurt dyskusji wigze si¢ z zagadnieniem uzytecznosci ksztalcenia mate-
matycznego w zyciu kazdego dorostego czlowieka, czyli problemem istnienia badz
nieistnienia transferu wiedzy i umiejetnosci o charakterze matematycznym na co-
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dzienne funkcjonowanie jednostki w spoleczenstwie. Méwi si¢, ze matematyka moze
by¢ ,lokalnie nieuzyteczna”, ale jest ,,globalnie nieodzowna” zaréwno dla nauki, jak
spoleczenstwa i jednostki (Krygowska 1981). Faktycznie, wigkszos¢ z konkretnie
wymienianych w szkolnym programie matematyki szczegélowych haset dotyczy ele-
mentdéw wiedzy nieprzydatnych bezposrednio w zyciu i w wielu zawodach. Mate-
matyka szkolna jest jednak ,globalnie nieodzowna”, poniewaz kazdemu potrzebne
jest logiczne i krytyczne myslenie, wnikliwe dociekanie przyczyn pewnych zjawisk
i badanie ich logicznych nastepstw oraz aktywna postawa wobec problemu, ktére to
umiejetnosci — jak si¢ powszechnie sadzi — rozwija wla$nie uczenie sie matematyki.

Ten nurt dyskusji dotyczy obszernej tematyki zwigzanej z okreslaniem, reali-
zacjg i weryfikacja osiggania celow edukacji matematycznej. Zagadnienia dotyczace
celéw nauczania matematyki s3 postawa rozmaitych opracowan, czasem roznigcych
sie miedzy sobg (Krygowska 1986; Turnau 1990; Niemierko 1994; Niss 1996; Hejny
1998, Hejny, Kufina 2001; Ciosek, Turnau 2004, Zeromska 2003), ale wszystkie one
sg zgodne co do zalozenia o uzytecznosci ksztalcenia matematycznego w przysztym
zyciu kazdego ucznia.

Wyrazem aktualnosci wszystkich kwestii wspomnianych wyzej sa czeste zmiany
podstaw programowych oraz programéw nauczania matematyki w Polsce i zagra-
nica. Naukowcy i praktycy nauczania wciaz probujg da¢ odpowiedz na pytanie: jak
i jakiej matematyki uczy¢, by rezultaty procesu ksztalcenia byly jak najbardziej zado-
walajace.

Aktualno$¢ tematu jest réwniez genezg powstania niniejszej monografii. Mysle,
ze zasadny jest powro6t do dyskusji na temat szkolnego ujecia matematyki, by¢ moze
cze$ciowe zrewidowanie pogladdw w kwestii jej natury przedstawianej uczniom (cza-
sem w sposOb w duzej mierze nieuswiadomiony) w trakcie calego procesu ksztalcenia
matematycznego.

Jednym z rezultatéw moich rozwazan na ten temat, wylaniajacych si¢ z obser-
wagji praktyki nauczania, ze studiow literatury oraz z przeprowadzonych badan dy-
daktycznych, jest nadanie znaczenia okresleniu antropomatematyka, jako pewnego
specyficznego ujecia matematyki, jako dziedziny poznawczej, w szczegdlnosci w kon-
tekécie edukacyjnym.

2.1. Antropomatematyka - préba definicii

Zalozenia konieczne do nadania znaczenia terminowi antropomatematyka za-
czne od kilku refleksji natury ogélnej. Nie bede w tym miejscu oczywiscie rozstrzygaé
wszystkich tematow dyskusyjnych zasygnalizowanych wczes$niej', odniose si¢ jednak

' W szczegdlnodci nie bede rozstrzyga¢ stosunku matematyki czystej do stosowanej oraz roz-
wazac rozlicznych probleméw dotyczacych ewentualnej uzytecznosci ksztalcenia matematycznego
w zyciu czlowieka. Skoncentruje si¢ na kwestiach dotyczacych natury matematyki jako nauki oraz
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do niektdrych przekonan co do natury matematyki jako nauki, gdyz taka baza po-
trzebna mi bedzie w dalszych ustaleniach.

Bez watpienia o tym, czym jest matematyka, powinni decydowa¢ gléwnie ci, kto-
rzy ja tworzg, a zatem zawodowi matematycy. A wérdd ich pogladéw na temat natu-
ry matematyki na pierwszy plan wysuwaja si¢ migdzy wieloma innymi® dwa nurty.
Pierwszy z nich to zespot opinii o matematyce odcinajacych ja od udziatu czynnika
ludzkiego (matematyka opisuje rzeczywisto$¢ idealna), a tym samym obiektywizuja-
cych wiedze matematyczng (Platon, Descartes, Frege) okreslajac ja jako

nauke o wielkosciach, czyli o stosunkach ilosciowych i formach przestrzennych
istniejgcych niezaleznie od ludzkiego bytu (Brown 1995, s. 16).

Wtedy poznanie opiera si¢ na intuicji i dedukeji i prowadzi do ,,prawd abso-
lutnych”. W rozwazaniach naukowcow funkcjonuje tez odmienny poglad (Proklos,
Kant, Poincaré, Lakatos), uznaje si¢ matematyke za wytwor ludzkiego umystu, a wte-
dy jest ona

otwartym, stale uzupetnianym przez czlowieka zasobem rozumowati, [...] na-
ukg poznawczqg badajgcg pewne abstrakcyjne twory przy uzyciu rozumowan
jako narzedzia badawczego (Biatynicki-Birula 2006, s. 17).

Matematyka opisuje w takim ujeciu rzeczywistos¢ doznawang przez cztowieka,
a obiekty matematyczne sg wytworem aktu tworczego; nie istniejg niezaleznie od tej
aktywnosci. E. Kant stwierdzit:

Przekonujemy sig jednak, ze wszelkie poznanie matematyczne posiada te swoistg
ceche, ze pojecie swoje musi najpierw przedstawi¢ w naocznosci, i to a prioti,

wigc w takiej naocznosci, ktéra nie jest empiryczna, lecz czysta (za: Murawski
1986, s. 110).

L. Kronecker napisal, ze:

Bég stworzyt liczby catkowite; reszta jest wytworem czlowieka (za: Dunham
1994, s. 15).

Takze P. Davies zanotowal:

Matematyka jest jednym z najwigkszych wytworéw ludzkiej wyobrazni (za:
Kufina 1998, s. 86).

spolecznego charakteru edukacji matematycznej. Rozwazania nie majg wiec na celu komplemen-
tarnego wyczerpania poruszanego zagadnienia, stanowig wyraz subiektywnie potraktowanej selek-
cji pogladow istotnych dla dalszych zalozen monografii.

? Poglady na ten temat sg podzielone i w literaturze mozna spotka¢ rézne typologie postaw
wobec matematyki, np. A. Sierpifiska wymienia trzy takie postawy: empiryzm intuicyjny, forma-
lizm, empiryzm dyskursywny (Sierpinska 1990).
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Oba omawiane poglady koegzystuja w naukowych rozwazaniach matematykéw
oraz filozoféw matematyki. Jednym z opiséw dotyczacych dyskursu na temat natury
matematyki jest praca M. Hellera, pt. Co to jest matematyka? (2001). Autor stwierdza
w niej, ze $wiatu nalezy przypisa¢ pewna obiektywna ceche, dzigki ktorej skutecznie
mozna go bada¢ przy pomocy matematyki. Ceche t¢ Heller nazywa matematyczno-
$cig $wiata, zakladajac tym samym wiasnie obiektywizm istnienia struktur matema-
tycznych. Uwaza, ze gdyby matematyka byla tylko tworem ludzkiego umystu, trudno
byloby wyjasni¢, jak $wiat mdglby obiektywnie posiada¢ ceche matematycznosci. In-
nymi stowy, przez matematyke powinni$my rozumie¢

abstrakcyjne prawidlowosci, ktére nasze formuly i réwnania tylko w jakis sposob
ujmujqg,

wtedy

tak rozumianej matematyce [mozemy]| przypisywac przynajmniej pewien sto-
pieni niezaleznosci od naszego umystu (Heller 2001, s. 71).

Ten poglad wyrazalo i wyraza — w tej lub podobnej formie - wielu stynnych filozo-
féw, od Platona poczawszy.

Tymczasem wéréd naukowcow panuje réwnie szeroko rozpowszechnione
(wspomniane juz wczesniej) przeciwstawne przekonanie, ze matematyka jest wlasnie
nierozerwalnie zwigzana z czlowiekiem i w calosci jest wytworem ludzkiego umystu.
Kazde z tych stanowisk opiera si¢ na odmiennym traktowaniu wiedzy matematycz-
nej, zrodla jej pochodzenia i roli cztowieka w opisywaniu badz tworzeniu tej wiedzy.

Sporne dyskusje trwaja niemal tak dtugo, jak istnieje sama matematyka, i trudno
moéwic o ustaleniu jedynie stusznego porzadku w tej kwestii.

Definicja matematyki si¢ zmienia. Kazde pokolenie, a w pokoleniu kazdy my-
slgcy matematyk tworzy definicje odpowiadajgcg jego poglgdom (Davis, Hersh
1994, 5. 18).

Interesujace jest natomiast przeniesienie pytania o nature, przedmiot i me-
tody matematyki na grunt jej nauczania-uczenia si¢. Nielatwo bowiem rozmawiaé
o celach, tresciach i sposobach nauczania bez uprzedniego ustalenia pogladéw na
temat tego, co ma by¢ przedmiotem tego nauczania oraz tego, jaki obraz matematy-
ki chcemy u uczniéw uksztaltowaé. W szczegolnosci istotna jest koniecznosé uwy-
puklenia roli aktywnej dzialalnosci cztowieka w konstytuowaniu si¢ jego wiedzy
matematycznej. Wigkszo$¢ teorii metamatematycznych traktuje matematyke jako
wiedze gotowa® (obiektywnie istniejaca lub wytworzong przez czlowieka), juz spisa-

* H. Freudenthal przeciwstawia matematyke gotowa matematyce pojmowanej jako specyficz-
na dzialalnos¢. Pisze: o tym, Ze obok matematyki gotowej istnieje jeszcze matematyka jako dziatal-
nos¢, wie kazdy matematyk podswiadomie, ale wydaje sig, ze niewielu z nich jest tego swiadomych,
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na w podrecznikach i monografiach matematycznych, do ktérej ewentualnie nalezy
dodac¢ to, co istnieje, a czego matematycy jeszcze nie zdazyli opisa¢ (lub chwilowo
brak im odpowiednich $rodkéw takiego opisu). Dla celéw nauczania matematyka nie
moze by¢ takg gotowa wiedzg, ktéra nauczyciel ma jedynie ,,wlozy¢ do gtowy ucznia”.
W aspekcie edukacyjnym udzial cztowieka w tworzeniu si¢ wiedzy matematycznej
i natura tej wiedzy nabieraja wigc szczeg6lnego znaczenia.

Nie podlega dyskusji, Ze warto wcigz na nowo rozwazac istote wiedzy matema-
tycznej w ujeciu szkolnym, dokonywaé pewnych przewartosciowan i akcentowania
kompetencji jednostki ludzkiej w tworzeniu tej wiedzy, uskuteczniajagc w ten sposob
przyszle funkcjonowanie cztowieka w dynamicznie rozwijajacym si¢ $wiecie. To waz-
ne szczego6lnie w obliczu intensywnych zmian kulturowych i spolecznych zachodzs-
cych w $wiecie o innym niz kiedy$ sposobie i tempie przeptywu informacji. Takie
zmiany z kolei mogg by¢ podstawa stopniowego zmieniania i udoskonalania praktyki
nauczania matematyki, a ewentualne przeobrazenia mozna rozumie¢ na wiele spo-
sobow, czasem od samej czystej matematyki stosunkowo odleglych, ocierajacych si¢
o sfere przekonan, emocji i warto$ci, co daje nowa perspektywe patrzenia na zamie-
rzone rezultaty nauczania®.

Zarysowana powyzej sytuacja usprawiedliwia podjecie przeze mnie rozwazan
dotyczacych takiego ujecia matematyki, ktore mogltoby stuzy¢ szeroko rozumianemu
celowi (teoretycznemu i praktycznemu) zwigzanemu z edukacjg matematyczng, ce-
lowi pozytywnie odpowiadajacemu na oczekiwania naukowe i spoleczne, faczacemu
rézne dydaktyczne nurty badawcze.

Wynik tych przemyslen to nadanie znaczenia terminowi antropomatematy-
ka’. Przyjete przeze mnie stanowisko teoretyczne zaklada, ze w ujeciu antropoma-
tematycznym na matematyke patrzymy, jak na dzialalno$¢ (nie ,wiedze gotowy”)
intelektualna czlowieka, traktujemy ja jako przedmiot i wynik procesu poznawcze-
go® nierozerwalnie zwigzanego z cztowiekiem - jednostka czynnie poznajaca, uzna-
jac — 1 akcentujac jednocze$nie - fakt zachodzenia procesu poznania w okreslonych
warunkach spotecznych. Jako badacze edukacji matematycznej, o czym byta juz

a poniewaz rzadko jest to podkreslane, niematematycy wcale tego nie widzg (za: Krygowska 1981,
s. 25).

* W szczegdlnosci mozemy zauwazy¢ trudnosci w ksztattowaniu pojeé obiektywizmu i praw-
dy matematycznej zmieniajacych sie wraz z perspektywa kulturowo-historyczng (Radford 2006).
Kwestia np. konstytuowania si¢ wartosci, jaka jest prawda, na lekcjach matematyki jest kwestia
otwartg i w niewielkim stopniu rozpoznang (Bishop 1999; Zeromska 2010b).

> Terminu tego uzywaja uczestnicy Seminarium z Dydaktyki Matematyki w Uniwersytecie
Karola w Pradze, ktére prowadzi prof. Milan Hejny. Znaczenie tego okre$lenia byto obja$niane
przeze mnie réwniez w innych pracach (zob. Zeromska 2009a, 2009b).

¢ Uzycie okreélenia proces poznawczy obliguje do uwzglednienia faktu, ze méwimy tu o przy-
swajaniu informacji ze $wiata zewnetrznego: od postrzegania tej informacji, poprzez jej przetwarza-
nie, kategoryzowanie i zapamigtywanie oraz korzystanie z zasobow informacji, komunikacji, az do
zachowania jej w pamieci trwalej (Necka, Orzechowski, Szymura 2006).
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mowa, jeste$my zywo zainteresowani szeroko rozumiang wspoétzaleznoscig pomiedzy
matematyka a czlowiekiem uczacym si¢”. Taka jest przeciez wlasnie natura procesow
edukacyjnych.

A zatem podejscie antropomatematyczne koncentruje si¢ na zjawiskach towa-
rzyszacych procesowi poznawczemu, w ktérym podmiotem poznania jest cztowiek
(anthropos), a przedmiotem tego poznania jest matematyka (mathematika)®. Naj-
istotniejsze zalozenie, jakie przyjmuje, wyrdzniajac i nazywajac wspomniany obszar
badawczy, jest takie, ze w kregu zainteresowan antropomatematycznych lezg wszel-
kie zjawiska mocno zwigzane z naturg matematyki jako przedmiotu poznania, ale
nieistniejace autonomicznie i niezaleznie od podmiotu poznajacego, jakim
jest cztowiek®. Zaktadam wiec, Ze matematyka o tyle istnieje, o ile jest przedmiotem
intelektualnej dziatalnosci poznawczej cztowieka.

Kolejne zasadnicze zalozenie okreslajace antropomatematyczne podejscie teo-
retyczno-badawcze jest takie, Ze proces nauczania-uczenia si¢ matematyki przebiega
najczesciej w pewnym kontekscie spolecznym (rzadko ma charakter spontaniczne-
go procesu indywidualnego uczenia si¢ jednostki). W tym rozumieniu matematyka
jest nauka spoteczng i ujecie antropomatematyczne silnie te ceche akcentuje. Rownie
waznym zalozeniem jest uwzglednienie wzajemnych zwigzkéw wiedzy potocznej sto-
sowanej przez cztowieka w §rodowisku pozamatematycznym oraz wiedzy naukowe;j
w obrebie matematyki. W szczegdlnosci istotny jest wptyw codziennie stosowanych
schematéw myslenia i dzialania cztowieka na tworzenie i wykorzystywanie takich
schematow w jego dzialalno$ci matematyczne;.

Reasumujac, stawiam teze, Ze matematyka w ujeciu antropomatematycznym ma
charakter nauki humanistycznej'® i spofecznej'’, a na tworzenie si¢ wiedzy matema-
tycznej cztowieka w sposob istotny wplywaja doswiadczenia i wiedza pozamatema-
tyczna, majaca swoje zrédto w zyciu codziennym. Taka wiedza moze by¢ zrédltem
wielu, czesto nieuswiadomionych, przekonan, majacych duzy wplyw na sposéb my-
$lenia czlowieka stosowany poza matematyka, jak i w jej obrebie.

Poglad ten jest o tyle nowy, ze scala ze sobg nurty badawcze w dydaktyce mate-
matyki: badania na temat dydaktycznej transpozycji wiedzy matematycznej, rozwa-

7 Na poziomie filozoficznym istnieje wiele sposobéw rozumienia tego, co to jest matematyka
i wiele sposobdw rozumienia, co to znaczy by¢ cztowiekiem. Ma to powazne konsekwencje dla spo-
sobu rozumienia praktyki uprawiania tej dziedziny naukowej (Brown 2008).

¢ Stowo mathematika pochodzi z jezyka greckiego, gdzie mathema oznacza nauke, wiedze
i poznanie, za$ mathesis oznacza uczy¢ si¢ przez rozmyslanie. Dla myglicieli starozytnych matema-
tyka byta zatem utozsamiana z nauka, poznaniem i rozumowaniem.

® Do tak okreslonego obszaru nie nalezg zatem na przyklad zagadnienia zwigzane z problema-
mi wzajemnych zwigzkéw matematyki czystej czy stosowanej.

' Humanistycznej w tym sensie, Ze zajmuje sie sprawami dotyczacymi czlowieka i jego
aktywnosci na okre§lonym polu ludzkiej dziatalnosci.

! Spolecznej, poniewaz dotyczy serii zjawisk najczesciej majacych miejsce w pewnych syste-
mach spolecznych i posiadajacych wplyw na osobowos¢ jednostki badz grupy spoteczne;.
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zania badawcze dotyczace spolecznego wymiaru matematyki (podkreslajace widze-
nie matematyki jako produktu spolecznego) oraz badania skupione na zagadnieniach
dotyczacych proceséw poznawczych jednostki uczacej sie, uwzgledniajacych istotny
wplyw wielu pozamerytorycznych czynnikow tych procesow.

2.2. Szkolny Uktad Antropomatematyczny (SUA)

Skonkretyzujmy antropomatematyczne ujecie badawcze na przykltadzie szkolne-
g0 procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki. Wyraznie stwierdzamy, ze ten proces
nosi wszelkie znamiona procesu poznawczego przebiegajacego w pewnym kontek-
$cie spotecznym. Podmiotem tego procesu poznawczego jest uczen, a jego przedmio-
tem jest matematyka (w jej szkolnej transpozycji)'2. Caly za$ proces toczy sie w okre-
$lonym ukfadzie spolecznym, jakim jest (najczesciej) klasa szkolna. Proces ten nie
przebiega w plaszczyznie jedynie merytorycznej, odnoszacej si¢ do istoty przedmiotu
poznania. Badania w obrebie dydaktyki matematyki coraz czgéciej akcentujg istot-
nos¢ sfery emocjonalno-motywacyjnej, majacej ogromny, a czasem wrecz decydujacy
wplyw na przebieg i rezultaty tego procesu poznawczego (Kilpatrick 1992; McLeod
1992; Leron i Hazzan 1997; Mason i in. 1998; Czajkowska 2002; Zeromska 2004).
W tak ujmowanym procesie poznawczym czynnikiem istotnym jest wplyw nauczy-
ciela, ktéry najczesciej ten proces inspiruje (czasem wrecz wymusza) i nim steruje. Tu
akcentujemy powtdrnie spoteczny charakter omawianego procesu, wyrdzniajac dwie
plaszczyzny kontekstu spotecznego: uczen - klasa szkolna oraz uczen - nauczyciel.

Reasumujagc, mamy do czynienia z procesem poznawczym, w ktérym podmiot
nie funkcjonuje autonomicznie, jest pod duzym - czasem dominujacym — wplywem
innego wspotpodmiotu tego procesu, nauczyciela, integralnie z tym procesem zwig-
zanego. Jest to pewna osobliwo$¢ tego ujecia. Oznacza konieczno$¢ uwzglednienia
w rozwazanym procesie poznawczym dwoch elementéw czesci podmiotowej, pomie-
dzy ktorymi istnieje wiele skomplikowanych wspolzaleznosci. Takie zalozenie ma
swoje konsekwencje wuwzglednianiu duzego, czasem decydujacego wpltywu nauczy-
ciela i systemu jego wiedzy na rezultaty rozwazanego procesu poznawczego. Sytuacje
dodatkowo komplikuje fakt, ze oba wspdétpodmioty — nauczyciel i uczen - czesto nie
sg w pelni §$wiadome wzajemnych wplywdw na wyniki poznania matematycznego,
szczegblnie w kontekscie pozamerytorycznych sfer tego poznania.

Podobnie skomplikowany charakter ma przedmiot rozwazanego procesu po-
znawczego w jego szkolnym ujeciu antropomatematycznym. Bezposrednim przed-
miotem poznania jest oczywiscie matematyka. Ale nie jest to zwykle przeniesienie
istoty tej dyscypliny naukowe;j. Jest to pewna dydaktyczna transpozycja matematy-

12 Tak okre$lony proces poznawczy obejmuje szereg zjawisk wchodzacych w jego sklad, po-
czawszy od postrzegania informacji, poprzez jej przetwarzanie, do wlaczenia nowej informacji do
istniejacego systemu wiedzy podmiotu poznajacego.
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ki, uwarunkowana przez wiele czynnikéw; od instytucjonalnych po osobowosciowe,
w tym zaréwno od strony ucznia, jak i nauczyciela.

Zilustrujmy cala te sytuacje schematycznie, uwzgledniajac najbardziej istotne
relacje miedzy zasadniczymi komponentami procesu szkolnego nauczania-uczenia
sie matematyki. Uklad przedstawiony ponizej nazywaé bedziemy Szkolnym Uktadem
Antropomatematycznym (w skrdcie SUA).

Czes¢ podmiotowa uktadu Czes¢ przedmiotowa uktadu
UCZEN : (3) ; MATEMATYKA
jako podmiot procesu poznawczego jako przedmiot poznania ucznia
I (1) (6) (5) I (2)
NAUCZYCIEL (4) MATEMATYKA
<>
jako sterujacy procesem poznawczym jako dziedzina, w ktérej

nauczyciel jest ekspertem
Schemat 2. Szkolny Uktad Antropomatematyczny (SUA)

Schemat 2 wymaga objasnien. Sktada sie on z dwoch czesci: podmiotowej, ktdra
stanowig uczen i nauczyciel oraz przedmiotowej, ktorg tworza dwa ujecia matematyki:
jako dziedziny naukowej w rozumieniu akademickim i jako przedmiotu nauczania®.

Strzalki (1) — (6) na schemacie SUA obrazuja wplywy i zaleznosci poszczegdl-
nych elementdéw, symbolizujg réznorodne, pozostajace we wzajemnym zwigzku
plaszczyzny badawcze. Dodatkowo trzeba uwzgledni¢ fakt, ze na wynik proceséw po-
znawczych przebiegajacych w ukladzie SUA ma wplyw réwniez codzienna, pozame-
rytoryczna wiedza, ucznia oraz nauczyciela. Ten fakt ma duze znaczenie z perspek-
tywy antropomatematycznej. Spektrum mozliwych przedmiotdéw i obiektow badan
w uktadzie SUA jest wigc niezmiernie szerokie. Oczywiscie nie jest mozliwe objecie
calego tego bogactwa jednym zamystem i podejéciem badawczym.

Wielowatkowos¢ tematyki badawczej zwigzanej z uktadem SUA mozna zilu-
strowac uzywajac jednego tylko (bardzo istotnego w ujeciu antropomatematycznym)
psychologiczno-dydaktycznego pojecia postawa podmiotu wobec przedmiotu pozna-
nia. Nie bede w tym miejscu rozstrzygac istoty zjawiska postawa (a wigc zawartosci
jego poszczegolnych komponentdéw oraz ich wzajemnych zaleznosci i wpltywow), to

® Wyroznienie takich dwoch czesci w opisie podejscia antropomatematycznego ma swoja
geneze w budowie niektérych kategorii psychologiczno-pedagogicznych stanowiacych o relacjach
pomiedzy czltowiekiem a otaczajaca go rzeczywistoécig. Jednostka ludzka jest opisywana w tych
kategoriach jako podmiot danej relacji, a jej drugi element okreéla si¢ jako przedmiot (patrz np.
pedagogiczno-psychologiczna postawa).

26



byto przedmiotem innych, miedzy innymi moich prac'. Przyjmijmy jednak zaloze-
nie, ze fenomen nazywany istnieje, jest wyrazem stosunku podmiotu do przedmiotu,
charakteryzuje si¢ pewna staloscig i ma wplyw na zachowanie cztowieka w réznych
sytuacjach.

W ukfadzie SUA czg$¢ podmiotowa obejmuje dwdch uczestnikéw procesu
poznawczego: ucznia i nauczyciela, mozna wigc rozwazaé postawy o dwoch roz-
nych podmiotach, ale jednakowym przedmiocie, jakim jest np. matematyka w ujeciu
szkolnym. Mozna sie spodziewaé, ze zarowno uczen ma jaki§ wlasny stosunek do
tak okreslonego przedmiotu procesu poznawczego (niestety nierzadko zabarwiony
negatywnymi emocjami), jak i zapewne jaki$ stosunek ma nauczyciel. Obaj moga
mie¢ natomiast odrebne nastawienia do matematyki traktowanej jako akademicka
wiedza naukowa. To wlasnie dwuelementowo$¢ czesci przedmiotowej SUA rozszerza
zakres mozliwosci ustalania przedmiotéw postaw. I tak w odniesieniu do plaszczyzny
badawczej oznaczonej na schemacie 2 numerem (3) mozemy bada¢ i opisywa¢ po-
stawy uczniéw wobec matematyki ujetej jako przedmiot nauczania lub jeszcze bar-
dziej uszczegolowic¢ obiekt badan rozwazajac poszczegdlne ,skladniki” matematyki
szkolnej, np. bada¢ postawy uczniéw wobec problemowych zadan matematycznych.
Plaszczyzna oznaczona numerem (5) w kontekscie postaw okresla fenomen postaw
uczniéw wobec matematyki jako dziedziny naukowej, temat badawczy ciekawy i bar-
dzo mato eksplorowany. Podobnie, jesli chodzi o nauczyciela, mozemy moéwic o jego
postawie wobec matematyki szkolnej (6), ktdra bez watpienia ma $cislty zwigzek z jego
postawa wobec matematyki jako nauki (4). Ciekawym i rzadko podejmowanym za-
gadnieniem badawczym jest inferencja w warunkach szkolnych tych réznych postaw
na siebie (Mason i in. 1998; Bishop 1999; Hannula 2011). Psychologia poznawcza
postuguje sie terminem syndrom postaw' dla zespotu zjawisk stowarzyszonych z pro-
cesem poznawczym prowadzonym przez jednostke ludzka w pewnym ukladzie spo-
fecznym (Holly 1976), i mysle, ze okreslenie to dobrze oddaje bogactwo nakreslonych
powyzej zagadnien badawczych.

Podobna obfito$¢ tematow wytania si¢ na ptaszczyznach oznaczonych (1) i (2).

Powyzej przyblizylam tylko jedno z mozliwych pdl badawczych zarysowuja-
cych si¢ w ukladzie SUA, takich podejs¢ mozna wyrdzni¢ oczywiscie znacznie wie-
cej. Niniejsza praca nie obejmuje opisu catosci antropomatematycznego podejscia
badawczego zwigzanego z funkcjonowaniem uktadu SUA. Z koniecznosci spektrum
zainteresowan zostato odpowiednio zawezone. Rezultat tego zawezenia bedzie przed-
miotem szczegdtowego opisu w rozdziale 4. W tym miejscu natomiast, aby uzupelni¢

4 Opisy badan dydaktycznych w odniesieniu do postaw uczniéw wobec matematyki mozna
znale7¢ m.in. w moich pracach (Zeromska 1998, 2001, 2004).

15 Zbioér postaw podobnych do siebie pod jakim$ wzgledem (np. podobna tre$¢ przedmioto-
wa, ta sama wazno$¢ itd.) tworzy syndrom postaw, ktory moze zawiera¢ si¢ w innych syndromach
i wzajemnie krzyzowa¢ si¢ z nimi (Holly 1976, s. 68).
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oraz zilustrowal opis podejscia antropomatematycznego w badaniach dydaktycz-
nych, podam dwa przyktady badan wpisujacych sie w ten nurt.

2.3. Przyktady wiasnych badan ilustrujgcych antropomatematyczne
podejscie badawcze

Antropomatematyczne podejscie badawcze najlepiej zilustrujg konkretne przy-
ktady badan realizujacych ten zamyst badawczy. Przyjrzymy si¢ wiec dwom przykla-
dom moich badan oddajacych nature podejscia antropomatematycznego.

Przyklad 1 (Badanie P)

Antropomatematyczne zalozenia badawcze postuluja m.in. rozwijanie bardziej
rozumiejacej pozycji badaczy i nauczycieli odnoszacej si¢ do uczniowskich pogladéw
i odczu¢ towarzyszacych poczynaniom uczniow w trakcie ich dzialalnosci zwigzane;j
z matematyka. O koniecznosci uwzgledniania pozamatematycznej sfery uczniow-
skich zmagan w trakcie ich dziatann w obrebie matematyki (zwlaszcza, jesli uczen
dziala w jakim$ uktadzie spotecznym) przekonat mnie przyktad opisany w mojej nie-
opublikowanej rozprawie doktorskiej'’. Przypomne ten przykiad pokrotce.

Uczniowie (w wieku 14-15 lat) byli przeze mnie obserwowani w trakcie rozwia-
zywania nastepujacego zadania matematycznego.

Zad. P1

Podacé pary liczb catkowitych spetniajgcych rownanie:
(x+y-2)(x-y-2)+5=0.

Dwoch sposrdd obserwowanych uczniéow przedstawito niemal identyczne rozwigza-
nia (rys. 11irys. 2).

(x iy = ) (x =y ~2)15=0
X ‘»'%_—_lgc 1-/,_ -y~ *%-lx_ﬂ;/}j:_"jLi-f

b

N

;‘A‘ -(-(x'xé"'!-q’—o '
- x -t =<9
Q

Rys. 1

' Wybrane cele nauczania matematyki a proces rozwigzywania zadan, Krakow 2001.
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(xty-2)(x-y-2)+3 =0
K‘-,\_&.&*'ﬁ.ﬁa -;Ba-.-zx -Qg-w.; 1520
x?=2r yt2x + 820

xE el -y +3 =0

Rys. 2

Nauczyciel, ktérego zadaniem byloby oceni¢ te pisemne prace, widzialby to
samo i ocenilby uczniéw tak samo. Tymczasem prowadzona przez mnie obserwa-
cja, a przede wszystkim rozmowa z uczniami, pozwolita dostrzec zasadnicze roznice
w ich sposobie myslenia i przyczynach postepowania. Przedstawie krotki zarys prze-
biegu obydwu proceséw rozwiazywania.

Tabela 2.3.1.

Postepowanie ucznia U1 (rys. 1) Postepowanie ucznia U2 (rys. 2)

Uczniowie rozpoczynaja prace nad zadaniem i przepisuja dane w zadaniu réwnanie:

1.
(x+y-2)(x-y-2)+5=0.
) Uczen Ul mowi: Tu trzeba rozwigzac réwna- | Uczen U2 méwi: Co ja tu moge zrobic...
" | nie. Moge wymnozy¢ nawiasy.
3 Uczniowie wymnazaja wyrazenia algebraiczne znajdujgce sie w nawiasach réwnania po

jego lewej stronie i zapisujg: X2 - Xy - 2X + yx - y>- 2y - 2x+ 2y + 4+ 5=0.

Uczen U2 moéwi: jeszcze musze zredukowac
wyrazy podobne i zapisuje:
X2-2x-y?-2x+9=0

Uczen U1 (w milczeniu) zapisuje:
4, |x*-4x-y*+9=0

2 _ _y2 =
Xi-dx-yi=-9 X2-4x-y?+9=0
5 Obaj uczniowie otrzymujg rownanie drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi, a wiec
" | réwnanie, ktorego nie potrafig rozwigza¢ (na swoim etapie nauki).
w tose: Tupkle rGumants i tak dawaty | UCZ U2 mowi (2 wyraina rengracil: N
6. g P Wy ¢ y mam pojecia, jak to zrobi¢! Nie lubie takich

rozwigzywac. Widocznie to jest jakies inne,

. . .y zadan.
nie umiem go rozwiqzac.

Skoncentrujmy si¢ krétko na réznicach w postepowaniach uczniéw Ul i U2, istot-
nych z antropomatematycznego punktu widzenia. Przede wszystkim odrebne wydaja
sie decyzje lezace u podstaw czynnosci obu obserwowanych opisanej w rubryce nu-
mer 3 tabeli 2.3.1. Uczen Ul (bez widocznego namystu) stwierdza, ze musi rozwigzaé
dane mu w zadaniu réwnanie. Przeksztalcenia algebraiczne, ktére wykonuje pdzniej,
s3 konsekwencja uswiadomionej decyzji o rozwigzywaniu réwnania. Gdyby udato
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mu sie to rdwnanie rozwigza¢ — proba zakonczytaby si¢ sukcesem. Ten uczen zasto-
sowal strategie postepowania, ktorg mozna nazwa¢ strategiq préby stosowania zna-
nego schematu (Zeromska 1998)". Oznacza to, ze uczen skojarzyt postawiong przed
nim sytuacje zadaniowg ze znanym sobie (z wcze$niejszych doswiadczen) schematem
postepowania stosowanego w celu znajdowania liczb spelniajacych réwnanie.

Inne natomiast podejscie zaprezentowal uczen U2. Otdz po kroétkiej, wrecz nie-
zauwazalnej chwili namystu, wykonal pierwsza czynnos¢, jaka prawdopodobnie sko-
jarzyta mu si¢ z postacig wyrazenia algebraicznego znajdujacego si¢ po lewej stronie
réwnania danego w temacie zadania. Wystepowanie tam dwdch nawiaséw i znaku
mnozenia pomi¢dzy nimi okazalo si¢ dla tego ucznia silnym sygnalem do wykonania
czynnosci ,wymnazania”. Trudno powiedzie¢, czy zastanawial si¢ nad tym, czy wy-
konanie tych czynnosci doprowadzi go do rozwigzania zadania - by¢ moze wykonat
po prostu jedyng czynno$¢, jaka skojarzyta mu sie z budows syntaktyczng wystepuja-
cego w temacie wyrazenia algebraicznego. Jego postegpowanie w tym momencie pro-
cesu rozwigzywania mozna nazwa¢ wykonaniem strategii pierwszego sygnatu (Hejny
1992)*. Prawdopodobnie dziatanie ucznia nie byto wcale ukierunkowane na rozwia-
zanie rdwnania, nie myslat on o tym, Ze powinien poprzez swoje dzialanie dazy¢ do
»wyliczenia” wartosci niewiadomych x i y. Wykonal pierwsza (i by¢ moze jedyna)
czynnos¢, ktorg zasugerowata mu forma podanego wyrazenia algebraicznego. Te hi-
poteze potwierdza rowniez pozniejsze postepowanie ucznia.

Kolejna istotna roznica w omawianych rozumowaniach to refleksje obu uczniéw
w momencie napotkania przez nich na przeszkode w postaci réwnania drugiego
stopnia z dwiema niewiadomymi (rubryki 4 i 5 tabeli 2.3.1.). Uczen Ul (konse-
kwentnie dazac do rozwigzania réwnania) ,przenosi” niewiadome na jedng, a wia-
dome na drugg strone¢ tego réwnania. Nastepnie wyraza swoje zdziwienie mdowigc:
zwykle rownania sig tak dawaly rozwigzywac (rubryka 6 w tabeli). Wida¢ tu wyrazne
ukierunkowanie ucznia na wykorzystanie znanych mu dobrze schematéw postepo-
wania. Nie podejmuje on juz, co prawda, innej proby rozwigzania tego zadania, ale
jest prawdopodobnie przekonany, iz taka mozliwos¢ istnieje. Uczent U2 wykonal na-
tomiast wszystkie mozliwe znane sobie i kojarzace mu si¢ w danej chwili operacje
algebraiczne, tacznie z redukcja wyrazoéw podobnych, przy ktdrej to czynnosci uzywa
stowa musze. Nastepnie stwierdza bardzo dobitnie: Nie mam pojecia, jak to zrobic! Ta
wypowiedz $wiadczy o odczuwaniu bezradnosci.

17 Uzyty termin oznacza czesto stosowany przez uczniow schemat postegpowania: dopasowa-
nie nowej sytuacji do systemu znanych, czgsto stosowanych, algorytmicznych sposoboéw postepo-
wania.

'8 Jest to termin uzyty przez M. Hejnego (1992) (the strategy of the first signal) dla nazwania
postepowania ucznia polegajacego na tym, ze przystepujac do rozwigzywania zadania wykonuje on
pierwsza czynnos¢, jaka mu si¢ w danej chwili narzuca, mimo iz moze ona by¢ zupelnie nieefek-
tywna.
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Rozmowa z obydwoma uczniami potwierdzita réznice w ich podejsciu do roz-
wigzywania tego zadania, lezaca w sferze uczu¢ i emocji. Podczas rozmowy uczen
U1 stwierdzil: Wilasciwie rozwigzywanie zadan algebraicznych dosy¢ lubie. Zwykle mi
wychodzg. Tylko to zadanie bylo jakies dziwne. Mozemy wnioskowa¢, ze uczen ten
ma pozytywny stosunek do rozwiazywania zadan (w tym przypadku zadan algebra-
icznych). Jest on, co prawda, dosy¢ silnie nastawiony na wykorzystywanie w tych roz-
wigzaniach schematéw, ale wykazuje jednak pewna aktywnos¢; gdyby skojarzyt z tym
zadaniem jeszcze jaki$ inny znany schemat postepowania, by¢ moze podjatby nowa
probe. Z rozmowy z uczniem U2 wynika natomiast, ze od poczatku niezbyt chetnie
zaczal rozwigzywac zadanie. Zrobil to by¢ moze tylko dlatego, iz przebywal sam na
sam z obserwatorem, co zmusito go do podjecia jakiego$ dziatania. Jesli tak byto, to
potwierdzatoby to istotnos$¢ spotecznego charakteru obserwowanego procesu. Gdyby
to zadanie rozwigzywane bylo w innym ukladzie spotecznym (na przyktad na lekcji
w klasie), by¢ moze uczen U2 nie podjalby Zadnej aktywnoséci. W rozmowie powie-
dzial: Nigdy nie umiatem rozwigzywac zada#. Nie wychodzi mi to. Mozna wniosko-
wad, ze uczen U2 podszedt do rozwigzywania zadania z nastawieniem na poniesienie
nieuchronnej kleski. Dgzyt do przerwania pracy.

Gléwny wniosek plynacy z przedstawionego przykladu jest taki, ze poza umie-
jetnym stosowaniem metod, schematow i strategii w rozwigzywaniu zadan matema-
tycznych istniejg jeszcze inne komponenty tego procesu, majgce istotny wpltyw na
osiagniecie sukcesu lub poniesienie porazki przez rozwiazujacego. Jest to m.in. na-
stawienie ucznia do tego typu sytuacji, do jej kontekstu spotecznego, bedace prawdo-
podobnie sumg wczesniejszych doswiadczen. Jesli zas podstawg oceny pracy ucznia
przez nauczyciela sg tylko czynnoéci obserwowalne (w tym przypadku pisemne roz-
wigzania), moze zdarzy¢ sie, iz nie dotrze on do prawdziwych przyczyn niepowodzen
uczniowskich, a zatem nie bedzie w stanie podja¢ prawidtowego postepowania re-
edukacyjnego.

Opisany przykltad (oraz wiele innych sytuacji obserwowanych na lekcjach mate-
matyki w klasach szkolnych) stat si¢ genezg moich badan dydaktycznych dotyczacych
psychologiczno-dydaktycznego zjawiska - postawy ucznia wobec zadan matema-
tycznych®. Te badania akcentowaly decydujacy wptyw emocjonalnej sfery pozna-
nia matematycznego na wynik tego poznania. Okazalo si¢, ze zasadniczych zmian
w komponencie poznawczo-behawioralnym ucznia wobec zadan matematycznych
mozna dokona¢ ingerujac w komponent emocjonalno-motywacyjny takiej postawy.
To wazna wskazowka dla nauczycieli, ktorzy dostrzegaja niedostatki w rezultatach
prowadzonej przez siebie edukacji matematycznej.

1 Badania te zostaly szczegétowo opisane w moich artykulach (z roku 1998 i 2004) oraz nie-
opublikowanej rozprawie doktorskiej (2001).
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Zarysowane tu krotko moje podejscie badawcze rozwinelo sie w wyniku dal-
szych dociekan do calosciowo traktowanego ujecia antropomatematycznego®.

Pozamatematyczna sfera aktywnosci ucznidow i studentéw w zakresie uczenia sie
przez nich matematyki poddawana jest niektérym badaniom dydaktycznym. Przykta-
dem mogg by¢ badania opisane w pracy pt. The World According to Johny: A Coping
Perspective in Mathematics Education (Leron, Hazzan 1997). Badacze analizujg po-
znawcze aspekty myslenia uczniéw podczas rozwigzywania zadan matematycznych,
probujac wnikna¢ w uczniowski punkt widzenia, przejawiajac badawczg postawe
empatyczng (empatithic attitude). Badacze biorg zatem pod uwage punkt widzenia
»radzenia sobie w danej sytuacji” przez ucznia (coping perspective), probujac wnik-
na¢ niejako ,,do wewnatrz” jego myslenia, poprzez odtwarzanie stanéw umystowych
ucznia w trakcie rozwigzywania zadan matematycznych. Co wazne, badacze nie maja
na mysli jedynie myslowych czynnosci poznawczych odnoszacych sie do aspektow
merytorycznych danego zadania. Chodzi o odstanianie uczniowskim wewnetrznym
glosem jego dzialan i odczu¢ ukierunkowanych na ,przetrwanie” w danej sytuacji,
na wybrniecie z trudnoéci i wyjscie z niej z twarza. Autorzy tego podejscia badaw-
czego probuja odtwarzac subiektywne stany umystowe ucznia, odslaniajgc te stany
uczniowskim wewnetrznym glosem tak, zeby moc zidentyfikowa¢ i nazwa¢ momenty
nielogicznych btadzen czy nieporozumien myslowych formutowanych w postaci do-
myslnych odczué ucznia, np.: poplgtato mi sig, nie wiem, co robi¢, nie wiem, czego ten
nauczyciel ode mnie oczekusje, czego on ode mnie chee?, jak moge do tego dojsé, co mam
wykorzystac?, co zrobid, zeby to zaliczy¢?, mysle, Ze mam... itp. Prezentowane w tym
artykule podejscie badawcze jest proba glebokiego wnikniecia w przebieg procesu
rozwigzywania zadania, wychodzaca daleko poza analize zachowan ucznia odnosza-
cych sie do merytorycznego ujecia problemu. Przyklady badan wspomniane powyzej
mozna potraktowac jako pewnag ilustracje szczegélnej, antropomatematycznej per-
spektywy badawczej.

Rozwazmy jeszcze jeden przykiad badan tego typu. Tym razem beda to badania
antropomatematyczne podkreslajace role nauczyciela w szkolnym uktadzie antropo-
matematycznym SUA. Badania zostaly przeprowadzone przeze mnie wérdd nauczy-
cieli matematyki na poziomie gimnazjalnym.

Przyklad 2 (Badanie N1)

Tytutem wstepu warto krotko przypomnied, ze teoretycy i praktycy badan nad
edukacja matematyczng podkreslajg istnienie jakosci okreslanej nauczycielskg wiedzg
przedmiotowg, a w szczegdlnosci jej czesci odnoszacej sie do wiedzy matematycznej
w nauczaniu (w odréznieniu od wiedzy pedagogicznej) (Shulman 1986; Adler, Davis
2006). Tej wlasnie relacji pomiedzy matematyka jako wiedza posiadang przez na-
uczyciela a matematyka jako wiedzg przekazywana uczniowi (zwlaszcza znieksztal-

» Inspiracja dla tych rozwazan byly rozmowy z prof. M. Hejnym z Uniwersytetu Karola
w Pradze, za ktdre przy tej okazji serdecznie dzigkuje.
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ceniom majacym miejsce w trakcie tego przekazu i w konsekwencji w uktadzie SUA),
dotyczy nastepujacy przyklad badan?.

Nauczycielom matematyki w gimnazjach (82 osobom) przedstawiono 5 réznych
szkicow propozycji dydaktycznych lekeji szkolnych (A, B, C, D, E), ktérych gtéwnym
celem bylo wprowadzenie twierdzenia Pitagorasa. Przypomnijmy, Ze jest to pierw-
sze twierdzenie pojawiajace si¢ w szkole jawnie, wraz z nazwa i objasnieniami doty-
czacymi jego implikacyjnej postaci oraz ewentualnym dowodem prawdziwosci (po-
dawanym w roznej formie $cistosci, w zaleznosci od podrecznika i nauczyciela). Po
przeanalizowaniu i wspdélnym przedyskutowaniu kazdej z wersji lekcji nauczyciele
bioracy udzial w badaniu proszeni byli o odpowiedz na dwa pytania:

1. Ktorej z przedstawionych propozycji najblizszy jest Twéj sposob realizacji tego
tematu w klasie?

2. Ktérg z przedstawionych propozycji uwazasz za najlepszg?

Aby zobrazowa¢ spektrum wersji lekcji danych nauczycielom do wyboru, po-
kazmy ich ogélne ramy.

Wersja A
Lekcja rozpoczyna si¢ od wspdlnego rozwigzania dwu nastepujacych zadan.
Zad. 1
Przeczytaj wskazéwke i oblicz dtugos¢ ¢ spadku dachu budynku tak jak na rysunku:

-
2m

|-

O

Rys. 3

Wskazowka:
W trojkgcie prostokgtnym ABC wyliczymy dtugosc ¢ przeciwprostokgtnej wedtug wzo-
ru: ¢ =V3% + 22,

21 Podejscie badawcze zastosowane w tym badaniu jest wzorowane na badaniu opisanym
przez M. Hejny i F. Kutina (2001).
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Zad. 2
Do jakiej wysokosci b sigga drabina dtugosci 4m oparta 1m od sciany? (zobacz rysunek

ponizej).
A
b 4m b 4
[ Y
K—Tm 1 €1 B
Rys. 4
Wskazowka:

W trojkqgcie prostokgtnym ABC wyliczymy diugos¢ przyprostokgtnej b wedtug wzoru:
b=+v4?2 - 12,

Po rozwigzaniu zadan nauczyciel formuluje twierdzenie, ktére wykorzystano we
wskazowkach do zadan.

W tréjkgcie prostokgtnym ABC o przeciwprostokgtnej dlugosci c oraz przyprostokgt-
nymi dtugosci a i b zachodzi TWIERDZENIE PITAGORASA:

c=d+v a=-b V=c-d

c-NET R a-VE-B b-VE- @

a C
Rys. 5
Podane twierdzenie zostaje zastosowane w nastepnym zadaniu.
Zad. 3

Ktéra droga z budynku A do budynku C na placu narysowanym ponizej jest najkrot-
sza? O ile metrow jest krétsza droga AC niz droga ABC?
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30 m

B 60 m C
Rys. 6
Wersja B

Lekcja rozpoczyna si¢ od podania twierdzenia wraz z jego wybrang ilustracja.

Twierdzenie Pitagorasa

W dowolnym trojkqgcie prostokgtnym ABC z przeciwprostokgtng dlugosci c oraz przy-
prostokgtnymi dlugosci a i b zachodzi rownosé: a’ + b? = ¢

Rys. 7

Po wprowadzeniu twierdzenia nauczyciel przechodzi do rozwigzania nastepujacych
zadan majacych przekona¢ uczniéw o prawdziwosci wprowadzonego twierdzenia.
Zad. 1

Narysuj tréjkgty prostokgtne o przyprostokgtnych réwnych a i b [cm] tak jak w tabelce.
Zmierz dlugosc boku c i przekonaj sie, ze zachodzi réwnosc z twierdzenia Pitagorasa.

6 15 5 7
8 20 12 24
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Zad. 2

Wypetnij tabelke stosujgc twierdzenie Pitagorasa. Sprawdz mierzeniem na rysunku.

Dtugosc przyprostokatnej 10110 | 20 | 100 | 80 40 a

a [wmm]

Dtugos¢ przyprostokatnej 10 | 20 | 30 | 120 | 100 | 140 b

b [w mm]

Dtugos¢ przeciwprostokatne;j c=vVaZ + b2
¢ [wmm]

Zad.3

Uzupetnij tabelke robigc obliczenia za pomocg kalkulatora. Wybrany tréjkgt narysuj
i sprawdz mierzqgc, czy dobrze obliczytes.

Dtugos¢ przyprostokatnej a [w mm] 10 | 13 | 10,4 4 27
Dtugos¢ przyprostokatnej b [w mm] 20 | 18 | 125 | 4 25
Dtugos¢ przeciwprostokatnej ¢ [w mm] 10 | 10 | 100 | 253

Wersja C

Lekcja rozpoczyna sie od rozwigzania nastepujacych zadan geometrycznych beda-

cych w zamysle forma ,,geometrycznego odkrywania” twierdzenia.

Zad. 1

Wytnij 8 jednakowych tréjkgtow prostokgtnych z dtugosciami przyprostokgtnych a i b
oraz przeciwprostokgtng rowng c. Narysuj 2 kwadraty o boku dtugosci a + b. Umies¢
na kilka sposobéw w kazdym kwadracie 4 trojkgty tak, aby w prosty sposéb méc obli-

czy¢ pole niezakrytej czesci kwadratu.
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Zad. 2
Oblicz pole kwadratu o boku a + b (pomagajqgc sobie ponizszymi rysunkami) i poréw-
naj wyniki.

a b
a
b
2
(a+h)
b
a
b a
Rys. 9
Zad. 3

Oblicz pole trapezu (sugerujqgc sie ponizszymi rysunkami) i poréwnaj wyniki.

37 ab

v I,/‘ 2

28 25 ab ab
2 2

Rys. 10

Po rozwigzaniu zadan nast¢puje wprowadzenie tresci twierdzenia Pitagorasa przez
nauczyciela.

Twierdzenie Pitagorasa

W kazdym tréjkqgcie prostokgtnym o dtugosciach przyprostokgtnych a i b oraz przeciw-
prostokgtnej diugosci ¢ zachodzi prawidtowos¢: pole kwadratu zbudowanego na prze-
ciwprostokgtnej jest rowne sumie pol kwadratow zbudowanych na przyprostokgtnych.
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2
b c2=a + h2

Rys. 11

Jako zastosowanie powyzszego twierdzenia nauczyciel podaje uczniom nastepujace
zadanie.
Zad. 4

Oblicz dlugosci bokéw rombu, ktorego przekgtne majg dtugosci: e = 6 cm, f= 10 cm.

D

Rys. 12

Wersja D
Lekcja zaczyna si¢ od nastepujacych zadan przypominajacych uczniom wybrane za-
sady matematycznych przyporzadkowan.
Zad. 1
Rozwaz dwa przyporzgdkowania:
a) liczbie przypisujemy jej dzielniki;
b) liczbie przypisujemy liczbe jej dzielnikéw. Na przykladzie:
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a) b)

Rys. 13

W pierwszym przyktadzie jednej liczbie przyporzgdkowujemy kilka dalszych liczb,
w drugim przyporzgdkowujemy dokladnie jednq liczbg. Podobne konstrukcje wystepu-
jg réwniez w geometrii.

Zad. 2

a) Oblicz pole wielokgta na rysunku.

b) Jakie wielokgty majg pole wyrazajgce si¢ dang liczbg?

4 cm2
%4 ::m2
3 em 2cm
lcm
2cm
4 cm
lcm }_\
8 cm
Rys. 14
Zad. 3

Skonstruuj kilka prostokgtnych trojkgtéw z przyprostokgtnymi a = 3 cm, b = 2 cm.
Zauwaz, ze wszystkie te trojkgty sq przystajgce. Diugos¢ przeciwprostokgtnej jest jed-
noznacznie wyznaczona przez dtugosci przyprostokgtnych. Te dlugos¢ mozna ,,wyzna-
czy¢” rysowaniem, a czy mozna tez te dtugos¢ wyliczyé?

Zad. 4

W sieci kwadratowej narysuj kwadraty o bokach majgcych dtugosé przeciwprostokgt-
nej tréjkgta prostokgtnego:

a) rownoramiennego o ramionach dtugosci 3 cm;

b) o przyprostokgtnych dtugosci 2 cm i 3 cm. Co zauwazyles?
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Zad. 5
Tu nastepuje sformulowanie twierdzenia Pitagorasa wraz z jego pewnym geome-
trycznym dowodem.

W kazdym tréjkgcie prostokgtnym z przyprostokgtnymi dtugosci a i b oraz przeciwpro-
stokgtng dlugosci c zachodzi rownosé: ¢ = a’ + b°. Dlaczego?

c b
a

Pa S

Rys. 15
Zad. 6
Oblicz dtugos¢ odcinka v dla czesci kota zaznaczonej na rysunku:
54
~
v
66
Rys. 16

Wersja E
Lekcja rozpoczyna sie od wprowadzenia pewnego problemu mogacego mie¢ miejsce
W Zyciu.
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Zad. 1

Czy mozemy ustawic szafe w pokoju tak, jak na obrazku?

@ g i

ol I S A
24 m

)
\
| |

08m

Rys. 17

O mozliwosci ustawienia szafy w pokoju decyduje dtugosc ¢ przeciwprostokgtnej troj-
kgta prostokgtnego o przyprostokgtnych a = 0,8 m i b = 2,4 m (popatrz na rysunek
ponizej).

Rys. 18
Problem

Jaka jest zaleznos¢ dtugosci przeciwprostokgtnej ¢ w prostokgtnym tréjkqgcie o przypro-
stokgtnych dtugosci a i b?
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Zad.2
Narysuj tréjkgty prostokgtne o zadanych dtugosciach przyprostokgtnych a i b (tak jak
w tabelce). Zmierz za kazdym razem dlugosé boku c i wypetnij tabelke:

Hipoteza

Zostaje postawiona przez uczniéw na podstawie obserwacji tabeli z zad. 2.

W tréjkqcie prostokgtnym o dtugosciach przyprostokgtnych a i b oraz przeciwprosto-
kgtng dtugosci ¢ zachodzi rownosé:

c=a’+ b’

Skonstruuj swoj dowolny przyktad (lub kilka przyktadéw) tréjkgta prostokgtnego,
zmierz odpowiednie boki i przeprowadz sprawdzenie hipotezy za pomocg kalkulatora.

Zad. 3
Uzasadnij rownos¢ sformutowang w naszej hipotezie. Pomoz sobie ponizszymi rysun-
kami:

A
I:t2 b
D
B
a2 C a
a b

Rys. 19

Po geometrycznym dowodzie twierdzenia nastepuje jego nastepujgca interpretacja
w zadaniu 4.
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Zad. 4
Zaobserwuyj, jak zalezy dtugos¢ y przyprostokgtnej tréjkgta prostokgtnego o przeciw-
prostokgtnej dtugosci ¢ od dtugosci drugiej przyprostokgtnej x.

(x,v)

Rys. 20
(wspotrzedne x i y spetniajg rownanie okregu: x* + y* = ).

Scharakteryzujmy krétko podejscia dydaktyczne przedstawione w poszczegoél-
nych propozycjach A - E.

Koncepcja A jest oparta na czesto wystepujacych w szkolnych podrecznikach
przyktadach praktycznych zastosowan twierdzenia Pitagorasa. Te zastosowania w za-
mierzeniu autoréw koncepcji A moga stanowi¢ motywacje do wprowadzenia tego
twierdzenia, a proces jego wprowadzenia odbywa si¢ w formie podania gotowych
instrukcji postepowania, ustrukturyzowanej wypowiedzi twierdzenia (bez dowodu)
i wskazania innych jeszcze niz na poczatku zastosowan.

Koncepcja B oddaje mysl o pieknie gotowej, dobrze skonstruowanej i klarow-
nie zilustrowanej matematyki, elegancji syntaktycznej budowy wprowadzanego
twierdzenia i obliczen dzieki niemu wykonywanych. Dowéd matematyczny moga,
zdaniem autoréw wersji B, zastapi¢ liczne empiryczne przyklady sprawdzania przez
ucznia réwnosci zawartej w tezie twierdzenia. Zastosowania twierdzenia Pitagorasa
sg w koncepcji B nieistotne.

Kolejna koncepcja (C) opiera si¢ na konkretnym i myslowym manipulowaniu
geometrycznymi ksztaltami. W wyniku tych manipulacji uczen powinien odkry¢
réwnos¢ pol kwadratow zbudowanych na bokach tréjkata prostokatnego, a weze-
$niejsze czynnosci ucznia sg pewng forma uprawomocnienia twierdzenia Pitagorasa.
Zastosowania realne nie sg tu akcentowane, istotne sg za$ zastosowania twierdzenia
Pitagorasa w samej, matematycznie ujmowanej, geometrii.
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Wersja D lekeji wprowadzajacej twierdzenie Pitagorasa rézni sie¢ nieco od po-
zostalych. Zaczyna si¢ od przedstawienia uczniowi przykladéw przyporzadkowan
funkcyjnych i innych. Prowokuje sie go w ten sposéb do refleksji o jednoznacznosci
wyznaczania dlugos$ci przeciwprostokatnej w trdjkacie prostokatnym przez ustalenie
dlugosci obu przyprostokatnych tego trdjkata. Pojawia si¢ wiec pytanie, jak ustali¢
sposob wyliczania nieznanej dtugosci (przeciwprostokatnej) przy pomocy dtugosci
znanych (obu przyprostokatnych). Ten sposob zostaje podany przez nauczyciela.
Zadaniem uczniow jest odpowiedzie¢ na pytanie: dlaczego badana zalezno$¢ ma su-
gerowang postac¢? Dostrzezenie wlasciwych zaleznosci poprzez manipulowanie od-
powiednimi figurami geometrycznymi powinno pozwoli¢ uczniowi da¢ odpowiedz
na to pytanie.

Ostatnia koncepcja (E) rozpoczyna sie od przedstawienia uczniowi pewnego
realnego problemu, mogacego stanowi¢ geneze i (co wazne!) motywacje do poszu-
kiwania zaleznosci pomiedzy diugosciami bokéw trojkata prostokatnego. Postaé tej
zaleznosci (teza twierdzenia Pitagorasa) moze by¢ nastepnie odkryta i sformutowana
w postaci hipotezy na podstawie kilku doswiadczen empirycznych, a potwierdzona
geometrycznym dowodem twierdzenia Pitagorasa. Pozostaje jeszcze zilustrowac ja
ciekawym zastosowaniem w geometrii.

Wryniki badania N1 zestawione zostaly w tabeli 2.3. W pierwszej kolumnie po-
dano nazwy propozycji lekcji przedstawionych badanym nauczycielom, natomiast
w drugiej i trzeciej liczbe oséb wybierajacych dana wersje lekcji jako odpowiedz na
pytaniel i na pytanie 2.

Liczbowy rozklad odpowiedzi na przedstawia si¢ nastepujaco:

Tabela 2.3.2.
Pytanie 1 Pytanie 2
Wersja A 15 oséb 9 0s6b
Wersja B 37 0s6b 16 oséb
Wersja C 15 os6b 9 osob
Wersja D 5 oséb 8 0séb
Wersja E 10 oséb 40 osdb

Widzimy, ze najwiecej badanych nauczycieli uznato swoj wlasny sposdb wpro-
wadzania twierdzenia Pitagorasa w szkole (w odniesieniu do pytania 1) za podobny
do podanego w wersji B. Przypomnijmy, ze jest to propozycja polegajaca na ,wykta-
dowym” wprowadzeniu gotowego twierdzenia, a nastgpnie pokazaniu jego typowych
zastosowan w zadaniach. Nazwijmy jg dla uproszczenia nastepnych opiséw wersjg
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mechanistyczng. Najmniej nauczycieli uznalo, ze w praktyce staraja si¢ wprowadzaé
twierdzenie Pitagorasa opierajac si¢ na strukturalistycznej koncepcji nauczania ma-
tematyki (analogicznie do wersji D). Propozycje A i C, w odpowiedzi na pytanie 1,
wybrala taka sama liczba badanych, natomiast wersje E wybrato tylko 10 oséb.

Przypomnijmy, Ze wersja E polega na prébie wytworzenia w klasie klimatu,
w ktérym dostrzezenie réwnosci wystepujacej w tezie twierdzenia Pitagorasa jest
konsekwencjg rozwigzania pewnego problemu realnego. Nastepnie otrzymana row-
no$¢ podlega wielokrotnej weryfikacji empirycznej, az w koncu zostaje uprawomoc-
niona dowodem geometrycznym. Zauwazmy, ze sposrod koncepcji lekcji danych na-
uczycielom do wgladu wiasnie wersja E wydaje si¢ najbardziej interesujaca i zgodna
z tendencja maksymalnego wigzania matematyki szkolnej z rzeczywistoscia otaczaja-
cg ucznia. Nazwijmy ja wersja realistyczna.

Przeanalizujmy rozklad liczbowy odpowiedzi badanych osob na pytanie 2. Wi-
dzimy, Ze nastapily znaczne przesuniecia co do liczby oséb udzielajacych poszcze-
golnych odpowiedzi. Tym razem az 40 badanych nauczycieli decyduje si¢ wybrac
wersje realistyczng jako te, ktora wydaje im sie najlepsza. Wersje mechanistyczna,
poprzednio wybierana przez najliczniejsza grupe badanych, tym razem wskazuje
tylko 16 nauczycieli. Wersje A i C wybiera mniej 0s6b niz poprzednio, natomiast
0 3 osoby wiecej decyduja, ze wersja D jest godna zainteresowania.

Aby cato$ciowo pordwnac oba zestawienia (tabela 2.3.2.) i wyciagnac z tego po-
réwnania wnioski, zilustrujmy uzyskane dane na nastepujacym diagramie.

Zestawienie ilosciowe wynikow badania
45
40
35 — N
< )

30 N L4
= M Pytanie 1
20 M Pytanie 2
15
10

| =i

0

Wersja A Wersja B Wersja C Wersja D Wersja E

Diagram 1. Wyniki iloSciowe badania N1

Diagram ukazuje dysproporcje pomiedzy liczebnoscig 0séb udzielajacych od-
powiedzi na pytanie 1 i pytanie 2. Najwiekszg réznice widzimy pomiedzy stupkami
diagramu ilustrujagcymi wybdr wersji B (mechanistycznej) i E (realistycznej) w odpo-
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wiedzi odpowiednio na pytania 1 i 2 (na diagramie zaznaczono to strzalka). Okazuje
sie, ze mimo iz 40 os6b uznalo, ze wersja realistyczna najbardziej si¢ im podoba, to
jednak tylko 16 z nich stwierdzito podobienstwo tego sposobu do uzywanych przez
nich w praktyce. Z drugiej strony, cho¢ 37 0s6b uznalo, ze wersja mechanistyczna jest
im bliska pod wzgledem metod stosowanych we wtasnej praktyce nauczania, to tylko
15 0s6b uwaza, ze jest to wersja najlepsza.

Takie przesuniecia ilosciowe pokazuja, Ze istniejg niespdjnosci pomiedzy pogla-
dami nauczycieli na matematyke w ogdle (w sensie jej uzytecznosci, aplikowalnosci
oraz genezy niektorych poje¢ i wlasnosci) a pogladami na matematyke, ktora nadaje
sie do nauczania. To wazne z antropomatematycznego punktu widzenia. To badanie
pokazuje, ze relacja oznaczona strzatka o numerze (2) w ukladzie SUA (patrz sche-
mat 2) jest bardzo skomplikowana. Mozliwa jest nastepujaca sytuacja: nauczyciel do-
strzega zwigzki matematyki z rzeczywistoscia, docenia piekno odkrywania tych zwigz-
kéw i matematycznego modelowania sytuacji z zycia codziennego, jednak istnieja
powody, dla ktérych nie przekazuje uczniom takiego obrazu matematyki w swojej
praktyce. Mozliwe, Ze na matematyke ,zdatng do nauczania” niektérzy nauczyciele
patrzg jako na gotowy zbior faktow do przekazania, a jej nauczanie jest nauczaniem
transmisywnym (transmisivni edukacni styl) (Hejny, Stehlikova 1999). Wtedy strate-
gia nauczania jest ukierunkowana na wprowadzanie gotowych schematéw postepo-
wania (Hejny 2008). Prawdopodobnie jest to wedlug tych osob sposéb najbardziej
efektywny i sprawdzajacy si¢ w praktyce. Takie przekonania nauczycieli moga by¢
powodem waznych i niezauwazalnych bezposrednio zakldcen w ukladzie SUA.

Badania uwarunkowane podejsciem antropomatematycznym maja zwrocic
uwage na to, ze proces ksztalcenia matematycznego jest determinowany wieloma
skomplikowanymi okolicznosciami, miedzy innymi istnieniem pewnych przeswiad-
czen nauczyciela wynikajacych z przebiegu jego praktyki pedagogicznej, z jego wia-
snych do$wiadczen szkolnych i przekonan dotyczacych natury matematyki. Moze
zdarzy¢ sie, ze obraz matematyki, jaki nauczyciele ksztaltuja w umystach swoich
uczniéw, daleki jest od ich wlasnego wyobrazenia na temat matematyki i jej natury.



Rozdziat 3

Metodologia matematyki

Niezaleznie od tego, ktéry ze wspominanych poprzednio pogladéw na istote mate-
matyki uznajemy i ktéry z nich nastgpnie bedziemy implementowac dla celow edu-
kacyjnych, nie unikniemy koniecznosci wczeéniejszej refleksji nad metodologia tej
nauki, cecha najbardziej dla niej charakterystyczng. To wlasnie o sposobie funkcjo-
nowania istniejgcych i powstawania nowych elementéw wiedzy matematycznej decy-
duje metodologia matematyki'. Zawodowi matematycy sa w duzej mierze zgodni, co
nalezy zaliczy¢ do gotowych ,,wytworéw” matematyki jako nauki, réznie natomiast
interpretujg takie terminy jak aktywnos¢ matematyczna, matematyczna intuicja czy
metoda matematyczna (Krygowska 1981). Natomiast dla celow szkolnego nauczania
matematyki w miare precyzyjne okreslenie powyzszych termindw jest nieodzowne.
Mamy uczy¢ matematyki, ale jakiej? Co jest istotne w metodologii tej nauki, wazne
dla jej zrozumienia, warte wlaczenia jako wazny element do ogolnej kultury spote-
czenistwa? Nie chodzi tu przeciez tylko o dobor treéci, ale o stwierdzenie,

w czym wyraza sig specyfika matematycznego myslenia, matematycznego aktu
tworczego (Krygowska 1981, s. 24),

a takze czy i jaki transfer istnieje pomiedzy mysleniem czlowieka w obrebie matema-
tyki a jego funkcjonowaniem w zyciu codziennym.

Celem niniejszego rozdzialu jest wskazanie i uzasadnienie szerokiej koncep-
tualizacji odnoszacej si¢ do sformulowania metodologia matematyki®. Bedzie to (z ko-
niecznosci skrotowe i jedynie fragmentaryczne) wprowadzenie w niezmiernie bogata

! Metodologia matematyki jest przedmiotem zainteresowan dzialu wiedzy badajacej matema-
tyke jej wlasnymi, matematycznymi $rodkami, czyli metamatematyki. Metamatematyka, jako dziat
badan nad podstawami matematyki, wyodrebnila sie¢ na przelomie XIX i XX wieku. Jej powstanie
jest zwiazane z tzw. programem Hilberta, ktérego celem bylo podanie dowodu niesprzecznosci
matematyki §rodkami finitystycznymi (Wolenski 1984). Termin metamatematyka oznacza ogét
rozwazan nad systemami sformalizowanymi przy pomocy srodkéw matematycznych. Nauka ta zaj-
muje si¢ zatem analizg budowy i wlasnosci teorii i metod matematycznych (Tarski 1994). Niniejsze
opracowanie nie pretenduje do komplementarnosci opisu calosci zagadnien zwigzanych z pozycja
metodologii matematyki w ujeciu metamatematycznym.

2 'W odniesieniu do matematyki, méwiac o metodologii méwimy zaréwno o metodach ba-
dan w zakresie samej matematyki, jak i o metodach przekazu wynikéw tych badan (Turnau 1984).
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tematyke zagadnien zwigzanych z budowg i sposobem funkcjonowania tej struktury
wiedzy. Temat jest celowo ujety szeroko, a dyskusja nie bedzie miata charakteru kla-
sycznego przegladu literatury, ktory jest zazwyczaj podawany w encyklopedycznym
zestawieniu indywidualnych okreslen, pogladéw czy wynikéw?. Przedstawione zosta-
ng natomiast wybrane stanowiska, opinie i refleksje dotyczace elementéw metodolo-
gii matematyki, nieodzowne dla dalszych dociekan opisywanych w tej pracy.

3.1. Elementy metody matematycznej i jej dydaktyczne odniesienia

Matematyka jest pewng teorig lub zbiorem takich wzajemnie ze sobg powigza-
nych teorii niezaleznie od subiektywnych pogladéw na geneze i istote tej dziedzi-
ny nauki®. Teorig za$ logika matematyczna nazywa kazdy niesprzeczny zbiér zdan
formulowanych w jezyku tej teorii. Niesprzeczno$¢ ukladu zdan oznacza, ze w ich
zbiorze nie istnieje zdanie (zapisane w jezyku rozwazanej teorii) takie, ze w ramach
tej teorii mozna dowies$¢ zaréwno tego zdania, jak i jego zaprzeczenia. Pozostaje tylko
nada¢ znaczenie terminowi dowodzi’, co bedzie sukcesywnie przedmiotem dalszych
rozwazan.

Problem dowodzenia i uzasadniania stwierdzen odnoszacych si¢ do obiektow
matematycznych i relacji miedzy nimi jest od bardzo dawna waznym zagadnieniem
w filozofii matematyki i metamatematyce oraz samej matematyce. Tradycyjnie za-
sadnicza idea budowy wiedzy matematycznej (przedstawiona juz przez Euklidesa)
polega na przyjeciu (bez logicznego uzasadnienia) skonczonej liczby poje¢ podsta-
wowych (tzw. pierwotnych) oraz skonczonej liczby zdan okreslajacych relacje miedzy
tymi pojeciami (tzw. aksjomatéw) przyjmowanych jako oczywiste, czyli prawdziwe
(Tarski 1994). Zatem kwestia dowodzenia w tym ujeciu rozwiazywana jest poprzez
wyszczegolnienie zbioru prawd oczywistych i wywodzenie wszystkich innych stwier-
dzen z tego zbioru przy pomocy niekwestionowanych zasad logiki®.

* Przystepny opis tej tematyki znajduje si¢ w pracy A. Tarskiego pt. Wprowadzenie do logiki
i do metodologii nauk dedukcyjnych (1994), dostepnej takze w wersji elektroniczne;.

* Opis struktury wiedzy oraz metody aksjomatyczno-dedukcyjnej znajdujemy juz w stynnym
dziele Euklidesa na przykladzie geometrii. Jednak nalezy pamigtaé, ze u Euklidesa istnialy pewne
luki w systemie aksjomatow, a jego dowody nie odpowiadaja dzisiejszym standardom (Semadeni
2004).

*> Do sfery zagadnien, ktdre metamatematyka zalicza do kwestii zwiazanych z metodologia
matematyki, nalezg jeszcze inne, np. dotyczace definicji i warunkow jej poprawnosci oraz roli aksjo-
matow w teorii dedukcyjnej. Nie beda one jednak przedmiotem rozwazan w tej pracy.

¢ Matematycy jednak nie s3 zgodni w kwestii ustalenia jednego i niepodwazalnego zbioru ak-
sjomatdw, a nawet tego co nalezy uzna¢ za akceptowalne zasady wnioskowania. Inne poglady na ten
temat mieli w przesztoécilogicy (np. Russel), inne formaliéci (np. Hilbert), jeszcze inne intuicjonisci
(np. Brouwer) (Prus-Wisniowska 1995).
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Geometria euklidesowa, ktora byla pierwszym przykladem sformalizowanego
systemu dedukcyjnego, stala sie modelem wszystkich takich systeméw. Geo-
metria byla wielkim poligonem doswiadczalnym myslenia logicznego, a nauke
geometrii traktowano, stusznie lub nie, jako podstawe do ¢wiczenia sie ucznia
w takim mysleniu (Davies, Hersh 1994, s. 18).

Uznanie aksjomatéw oraz odpowiedniego sposobu wnioskowania oznacza, ze
nalezy uzna¢ za poprawne wszelkie zdania otrzymywane z tych aksjomatow (lub in-
nych zdan uznanych juz w teorii) poprzez przyjety sposéb wnioskowania. Ten sposob
wnioskowania w teorii matematycznej okreslany jest dedukeja, a caty sposéb budo-
wania tej teorii nazywamy wlasnie aksjomatyczno-dedukcyjnym (Tocki 2000)’. Takie
ujecie tematu wyraznie identyfikuje metode matematyczna z wnioskowaniem typu
dedukceyjnego i taki wlasnie poglad reprezentuje wigkszo$¢ matematykow. Daza oni
do rygorystycznego przestrzegania dedukeji jako podstawowego sposobu dziatania
w obrebie matematyki; chcg widzie¢ matematyke jako nauke o wynikaniu; przyjmuja
zatem pewne (czasem nawet dowolne) zatozenia i badaja, co z nich wynika, a kazdy
wniosek z zalozen - jesli ma by¢ przyjety jako stuszny — musi by¢ uprawomocniony
dowodem.

W opinii niektérych dowdd jest istotqg matematycznego postepowania, bez dowo-
du nie ma matematyki. W opinii innych jest to nonsens, w matematyce jest wiele
rodzajow postepowania (Davies, Hersh 1994, s. 131).

Aby zdanie nazwa¢ twierdzeniem teorii matematycznej, musza zatem zostaé
spelnione okreslone formalne warunki konstatowania jego poprawnosci, czyli musi
by¢ przeprowadzony dowdd, co jest czesto zadaniem trudnym, czasami wrecz wyda-
je sie nieosiggalnym, pomimo powszechnego przekonania o prawdziwosci hipotezy
bedacej przedmiotem tego dowodu®. Stownik szkolny matematyka podaje, ze twier-
dzenie jest to

zdanie, ktérego prawdziwos¢ zostala uzasadniona dowodem w danej teorii ma-
tematycznej (Ciesielska, Edigarian, Kordyka, Witecka 2003, s. 227).

Kwestig dyskusyjna jest stopien formalizacji takiego dowodu matematycznego.
Formalny dowdd musi by¢ wyrazony w formalnym jezyku, oparty na formalnych
aksjomatach, a rozumowanie w takim dowodzie musi by¢ oparte na formalnych re-
gulach wnioskowania. Oczywiscie dowdd moze by¢ sformalizowany w réznym stop-
niu, wplywaja na to liczne czynniki, w tym poziom do$wiadczenia matematycznego
odbiorcéw tego dowodu. I tu pamietajmy, ze

7 Okazuje si¢ jednak, ze rzecz nie jest tak oczywista, jesli wezmiemy pod uwage wczesniej juz
wspominane poglady I. Lakatosa o quasi-empirycznym charakterze metod, ktérymi czasem postu-
guje sie matematyka.

 Np. hipoteza Riemanna, hipoteza Poincaré’go, hipoteza Eulera.
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prawdziwa miara diugosci dowodu musi uwzgledniac nie tylko liczbe wierszy
argumentacji, lecz takze liczbe niezbednych stron matematyki poprzedzajqgcej te
wiersze (Dunham 1994, s. 125).

W jezyku potocznym termin dowdd takze bywa dosy¢ czesto uzywany; mowimy
na przyklad, ze kto$ swym postepowaniem dal dowdd gltupoty. W Encyklopedii PWN
(Sajko 2004) mozemy przeczytac, ze dowdd jest to

srodek stuzgcy do wykazania prawdziwosci okolicznosci waznych dla rozstrzy-
gniecia sprawy (s. 213).

Takie uzycie jest juz blizsze sensowi matematycznemu, ale uswiadamia nam, ze jest to
termin funkcjonujacy takze poza matematyka i w zwiazku z tym moze nie$¢ ze soba
pewne skojarzenia potoczne.

Dowdd w matematyce jest jednym z zasadniczych jej pojeé, znaczenie popraw-
nosci dowodu jest wrecz decydujace. Dowdd jest przeciez argumentem, ktdry uza-
sadnia prawdziwos$¢ twierdzenia, z ktérego potem bedziemy korzysta¢ nie zastana-
wiajac si¢ juz nad prawomocnoscig tego zastosowania. W takim rozumieniu jest on
najbardziej pewng i dokladng metodg uzasadniania zdan, jakimi rozporzadza nauka
(Pogorzelski, Stupecki 1970). Jedno z okreslet dowodu w matematyce jest nastepu-

jace:

dowod sformalizowany wyrazenia p na gruncie zbioru wyrazen X polega na ko-
lejnym przeksztatcaniu wyrazen nalezgcych do X zgodnie z prawami przeksztat-
cania i wnioskowania tak, aby w wyniku tych operacji otrzymac wyrazenie p
(Turnau 1984).

W tym sformulowaniu uzyto terminu wnioskowanie, czesto uzywanego takze
w jezyku potocznym. W wezszym rozumieniu wnioskowanie oznacza dobieranie
nastepstw dla zdan pewnych, juz uznanych za prawdziwe. W szerszym rozumieniu
jest to proces myslowy, w ktérym na podstawie zdan juz przyjetych dochodzi si¢ do
nowego zdania, ktore bylo dotad nieuznawane, a jego pewno$¢ nie musi by¢ bez-
sprzeczna, moze by¢ jedynie potwierdzona czesciowo. Wszelkie wnioskowania dziela
sie zatem na niezawodne i zawodne, pelnigce jedynie funkcje ,,uprawdopodobnia-
jacg”. Do niezawodnych (wediug powszechnego mniemania) nalezy wnioskowanie
dedukcyjne, a wérdd réznych rodzajéow wnioskowan zawodnych wyroéznia sie wnio-
skowanie indukcyjne i wnioskowanie przez analogie.

Pogorzelski i Stupecki (1970) analize pojecia dowodu rozpoczynaja od zwrdce-
nia uwagi, ze terminowi dowod nieodlacznie musi towarzyszy¢ termin przestanka
i niejawne zalozenie o jej prawdziwosci. Przestankami dowodu mogg by¢ aksjomaty
danej teorii, jej definicje (lub ich podstawienia) oraz podstawienia praw logicznych.
Autorzy podaja nastepujaca definicje dowodu matematycznego:
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dowodem wyrazenia a na gruncie zbioru wyraze X jest skoficzony cigg wyrazen
Op ooy Oy Oy ooy O (1SK<n), o = o, Wyrazy a.,..., o, sq przestankami. Dla
kazdego zas i takiego ze: k < i < n, wyraz a, wynika z wczesniejszych wyrazéw
ciggu. Przestankami dowodu mogg byc te (i tylko te) wyrazenia, ktore sq elemen-
tami zbioru X lub ich podstawieniami praw logicznych (Pogorzelski, Stupecki,
1970, s. 73).

Prowadzenie dowodu matematycznego w mysl takich autorytarnych pogladéw
oznacza konieczno$¢ oderwania sie od empirycznego lub heurystycznego rozumo-
wania. Kazdy krok takiego dowodu musi jasno wynika¢ z poprzednich lub by¢ przy-
jetym aksjomatem badz wczes$niej udowodnionym twierdzeniem; rozumowanie nie-
spelniajgce tego warunku nie jest dowodem. Ostatnim krokiem dowodu powinno
by¢ zdanie, ktére podlega procesowi dowodzenia, ktdre w ten sposdb staje si¢ nowym
twierdzeniem danej teorii (zgodnie z definicjg terminu twierdzenie podang przez
A. Mostowskiego®). To wlasnie zelazna, potencjalnie niepodwazalna logika dowodéw
powoduje powszechne pojmowanie matematyki jako domeny prawd absolutnych,
wedlug niektérych myslicieli prawd niezaleznych od czlowieka.

Poglad K. Poppera (za: Duda 1995), ktéry twierdzi, ze zadne dowody ani tez inne
potwierdzenia nie odgrywaja w procedurach badawczych w matematyce tak istotnej
roli, jaka im si¢ powszechnie przypisuje, poddaje w watpliwo$¢ te nieomylnosé. Jesli
teoria przeszta pomyslnie przez kolejne proby obalenia, znaczy to tylko tyle, ze na-
dal powinni$my takie préby kontynuowac¢, nie znaczy to natomiast, ze ktérykolwiek
z elementow naszego systemu nalezy traktowac jako ustalony, nie mozemy go trakto-
wac jako absolutnie prawdziwy'’. V. Arnold, przychylajac sie do pogladu, Ze dowody
nie odgrywaja w matematyce najwazniejszej roli, pisat:

Dowody w matematyce sq tym, czym ,spelling” (a nawet kaligrafia) w poezji.
Pomytki sq wazne i ksztalcgce, bledy sq moze i tak samo wazne jak dowody.
Najwazniejsze jest zrozumienie (za: Szurek 2006 s. 167).

® Wg, A. Mostowskiego (1948) wyrazenie T nazywamy twierdzeniem w teorii matematycznej
Q jezeli istnieje skoticzony cigg funkcji zdaniowych w tej teorii T, T, T, ... T, czynigcy zados¢ na-
stepujgcym warunkom:

L. T, jest identyczne z T,

2. Dla i<n wyrazenie T, jest albo aksjomatem teorii Q, albo powstaje z tautologii rachunku zda#

przez podstawienie za zmienne zdaniowe funkcji zdaniowych teorii Q, albo jest podstawieniem

aksjomatu definicyjnego albo aksjomatu ekstencjonalnosci, albo wreszcie T, powstaje z jednej

lub dwu funkcji zdaniowych T, T, poprzedzajgcych T, w ciagu T, T, T, ... T, przez jedng

z operacji: podstawiania, odrywania, opuszczania kwantyfikatoréw, doltgczania kwantyfikato-

réw, uogélniania.

10" Zasada sformulowana przez K. Poppera nosi nazwe zasady falsyfikacjonizmu i jest przez
wielu naukowcéw uwazana za kryterium naukowosci (Duda 1995). Podobnych pogladow jest
znacznie wigcej wsrod filozofow i matematykow.
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Taki punkt widzenia zwraca uwage na to, Ze zar6wno rygorystycznos$¢ rozumowan
dowodowych, jak i ,,odcztowieczone” pojmowanie prawd matematyki nabieraja dru-
gorzednego znaczenia.

Potoczne wyobrazenie o matematycznym dowodzie jako konstrukcji skoriczonej
i doskonalej, bedgcej blyskiem geniuszu, nie odpowiada codziennej matematycz-
nej rzeczywistosci. Matematycy to wszak ludzie, dowodzenie jest dziatalnoscig
ludzkg, a wigc nosi wszystkie jej cechy (Turnau 2001, s. 29).

Ten cytat akcentuje udzial czynnika ludzkiego w tej charakterystycznej tworczo-
$ci matematycznej. Jesli nawet otaczajacy nas $wiat ma obiektywna, niezalezng od
czlowieka ceche nazywang matematycznoscia, to juz prowadzenie dowodow i we-
ryfikacja ich poprawnos$ci majg swoja geneze tylko i wylacznie w wysublimowa-
nych potrzebach czltowieka. Oznacza to, Ze powinnismy traktowa¢ gotowe dowody
matematyczne jako wytwory o szczegdlnej formie, demonstrowane i kierowane do
okreslonego srodowiska spotecznego w celu uzyskania wspélnej oceny poprawnosci
w tym $rodowisku w danym czasie. Dowody sg wigc wyjasnieniami o pewnej szcze-
golnej konstrukcji wypowiedzi ukierunkowanej na komunikacje w danym $rodo-
wisku spolecznym, zgodna ze §cisle okreslonym zestawem regul w tym $rodowisku
przyjetych (Balacheft 1987).

Za koniecznym udzialem czynnika ludzkiego w procesie prowadzenia i uzna-
wania nieomylnosci dowoddéw matematycznych przemawiajg takze poglady zgodne
ze stanowiskiem Kartezjusza, dla ktérego fundamentalne znaczenie ma kryterium
prawdy obejmujace jej intelektualnie ujmowang oczywistos¢ (za: Wéjtowicz 2007).
Czy dla uznania danego stwierdzenia za prawdziwe, wystarczy, aby potwierdzalo te
prawdziwos¢ jedynie formalnie poprawne rozumowanie? Metodologicznie poprawna
i merytorycznie trafna definicja obiektywnej prawdy powinna uwzgledniaé rowniez
intuicje, ktore sa zawarte w tak zwanym klasycznym ujeciu pojecia prawdy, wedtug
ktérego ,,prawdziwy” znaczy tyle, co ,zgodny z rzeczywistoscig” (Tarski 1995)"". Wie-
lu myslicieli twierdzi, ze pierwotny sposob ujmowania prawdy ma wiasnie charakter
nieformalny, oparty na intuicji i subiektywnie odczuwanej prawdziwosci weryfiko-
wanego stwierdzenia. Najkrocej méwiac, oznacza to, ze przyjmujemy prawdziwosé
czego$ przy pomocy intuicji, natomiast wnioski konstatujemy przy pomocy dedukgji,
ale jest ona wcigz przeplatana postrzeganiem intuicyjnym.

Kartezjusz pisze o cigglym ruchu mysli, w ramach ktérego w intuicyjny i wy-
razny sposob ujmujemy poszczegolne etapy (cztony) rozumowania (Wo6jtowicz
2007, s. 4).

" Tymczasem brak jest definicji prawdy w jezyku potocznym: na gruncie jezyka potocznego
(i w odniesieniu do niego) niemozliwa jest nie tylko Scista definicja pojecia prawdy, lecz wrecz wyklu-
czone jest konsekwentne operowanie tym pojeciem. [...] Scista definicja prawdy jest mozliwa tylko
w odniesieniu do nauk sformalizowanych (Tarski 1995, s. 79).
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Trzeba podkresli¢, ze to wlasnie intuicja czasem ma decydujgce znaczenie
w uznawaniu prawdziwosci; dedukeja nie ma takiej sity (Fischbein 1982). Bywa, ze
niektorzy ludzie, mimo zapoznania si¢ z formalnym dowodem jakiegos$ faktu, intu-
icyjnie nie przyjmuja tej prawdziwosci do swojej swiadomosci. Na przyktad studenci
pierwszego roku studiow matematycznych (jesli sg na tyle odwazni) mowia, ze for-
malny dowdd nie przekonuje ich, ze liczb naturalnych jest tyle samo, co liczb parzy-
stych i tyle samo, co wszystkich liczb wymiernych. Nawet wielki matematyk Cantor
pisat wliscie do innego wielkiego matematyka Dedekinda na temat wzajemnie jedno-
znacznego odwzorowania odcinka na kwadrat:

Widze, ale nie wierze (za: Turnau 2001).

Tego typu obserwacje upowazniaja do refleksji, Ze chociaz dedukcja i rozumo-
wania formalne pretendujg do niepodwazalnego i autorytarnego stwierdzania prawd
absolutnych, a wérdd filozoféw matematyki przewaza rygorystyczna opinia, ze pod-
stawowym celem aksjomatyczno-dedukcyjnego ujmowania wiedzy matematycznej
jest wiasnie jej oddzielenie od intuicyjnych lub empirycznych tresci'? (Tocki 2000),
to jednak wlaénie intuicja ma dla czlowieka znaczenie pierwszorzedne przy analizo-
waniu, komunikowaniu i przyjmowaniu prawdziwosci stwierdzen matematycznych.

Czesto slyszymy, ze matematyka polega glownie na ,dowodzeniu twierdzen”.
Czy pisanie polega gléwnie na ,pisaniu zdan”? Praca matematyka to przede
wszystkim plgtanina zgadywania, analogii, myslenia Zyczeniowego i frustracji:
dowodzenie, dalekie od istoty odkrywania, jest najczesciej sposobem upewnie-
nia sig, ze umyst z nami nie igra. [...] Opanowac matematyke to opanowac nie-
uchwytny widok, to przyswoic sobie bieglos¢ wirtuoza, ktéry nie moze przeciez
opierac swojej sztuki na kryteriach (Davis, Hersh 1994, s. 11).

Te kwestie sg szczegélnie istotne dla zagadnien zwigzanych z nauczaniem-ucze-
niem sie matematyki. Dla celéw edukacyjnych powinni$my pamieta¢, ze najistotniej-
szg cechg, ktorag powinien zachowaé nawet sformalizowany dowdd, jest jego natura
objasniajaca (Hanna 1989; Hersh 1993). Moze sie zdarzy¢, ze dowdd formalnie po-
prawny i elegancki nie wnosi nic do zrozumienia twierdzenia i wrecz moze nie by¢
przekonujacy (Hanna 1989).

Przeglad literatury z zakresu dydaktyki matematyki pokazuje ciagle trwajace za-
interesowanie badaczy tematyka ukierunkowang na rozumowania typu dowodowego
w szkolnej matematyce. Obserwujemy staty wzrost liczby prac badawczych skierowa-
nych na nauczanie i uczenie si¢ dowodu, dotyczacych zaréwno teorii, jak i praktycz-
nych jej zastosowan w szkole. Wyrazem aktualnosci tematu sg rowniez wcigz trwajace

12 Ukoronowaniem takiego podejscia jest uprawianie matematyki tylko i wylacznie meto-
da aksjomatyczng. Doprowadzenie tej metody do granic mozliwosci to czysta formalizacja (patrz
grupa Bourbakistow), ktéra zmienia uprawianie matematyki w gre symboli nieskazonych zadna
interpretacja.
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przesuniecia tematyki z tym obszarem zwiazanej w planach i programach nauczania
matematyki. Miejsce dowodu i dowodzenia nie jest w tych dokumentach kwestig raz
na zawsze ustalong i bezsporng. Reformy dotyczace edukacji matematycznej prze-
prowadzane od wielu lat na calym $wiecie, aktualne i dzisiaj, zmienialy traktowanie
tych tematéw przez dokumenty oswiatowe sterujace nauczaniem matematyki w wie-
lu krajach $wiata. Zmiany dotycza wyraznego (lub mniej wyraznego) ukazywania ry-
goryzmu i formalizmu rozumowan matematycznych. Jak mozna si¢ domyslié, te ten-
dencje majg dwa rozbiezne kierunki. Jeden trend dotyczy akcentowania w nauczaniu
matematyki intuicyjnych rozumowan bez dowoddw. Gloszacy ten poglad dydaktycy
i nauczyciele utrzymuja, ze z powodu trudnych warunkéw nauczania-uczenia si¢ ma-
tematyki w systemie klasowo-lekcyjnym nalezy dokona¢ wyboru pomiedzy ksztal-
towaniem u uczniéw umiejetnosci dowodzenia i uzasadniania a rozwijaniem ich
kompetencji w zakresie rozwigzywania zadan i problemdéw matematycznych, ktére
decydenci uznajg za bardziej uzyteczne w zyciu cztowieka. Taki poglad, jesli jest ra-
dykalny, traktuje dowody i dowodzenie jako przeszkode na drodze do zrozumienia
matematycznego, a nie droge do tego rozumienia (Hanna 2000). Funkcjonuja nawet
poglady dosy¢ ekstremalne; ubolewa si¢ np., ze:

dowody to okropnosci wymagane przez czasopisma naukowe, [...] czy naprawde
potrzebujemy dowodu w ogole? Szczegdlnie w szkotach? [...] Dlaczego na zie-
mi nie mozemy - zdecydowana wigkszos¢ nas — po prostu przyjmowaé, ze cos
jest intuicyjne lub bardzo prawdopodobnie prawdziwe, lub po prostu oczywiste?
(Barnard za: Hanna 2000).

Przeciwstawng tendencjg zmian wizerunku metody matematycznej w nauczaniu
jest podkreslanie uzasadnien i dowoddéw jako koniecznego i niezbednego elementu
ksztalcenia matematycznego. Uznaje si¢, ze dowodzenie, a nawet uczenie si¢ goto-
wych dowodéw, nie jest pozbawione waznej wartoéci edukacyjnej. Takie idee przy-
$wiecaly reformom przeprowadzanym w nauczaniu szkolnym w latach 1958-1972.
W niektorych krajach Europy Zachodniej, m.in. w Belgii, Francji i w Niemczech, na-
stapila wowczas fala zmian w zakresie tresci programowych i odzwierciedlania tych
tresci w stylu i warunkach nauczania. Zmiany te mialy ukaza¢ matematyke w na-
uczaniu jako dynamicznie, abstrakcyjnie i autonomicznie rozwijajacg sie dziedzing
nauki postugujaca sie dedukejg formalng jako swoim gtéwnym narzedziem rozwoju
(zgodnie z teorig Hilberta popierang przez Bourbakistow) (Krygowska 1958). Zdania
na temat mozliwosci adaptacji takiej filozofii w nauczaniu szkolnym byly podzielone,
a poglady i reformy za nimi idgce nieraz bardzo radykalne. Reformami tymi zajmo-
wali si¢ wybitni matematycy i psychologowie, np. J. Piaget (1955), G. Choquet (1967),
G. Papy (1962). W Polsce reformy lat 60. nie byly zbyt radykalne®. Lata 70. natomiast
cechowalo powolne odwracanie sie od trendéw reformatorskich w Europie. W Polsce

3 Znalazly swoj wyraz m.in. w tym, ze w programie II klasy szkoly $redniej z 1966 r. pojawit
sie caly blok tematéw zwigzanych z logika, z zastrzezeniem, iz tylko dokladne przyswojenie tych
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ten odwroét wyraznie wida¢ np. w konstrukeji programu nauczania dla liceum ogoél-
noksztalcacego z roku 1984, w ktérym nie ma juz jawnie zawartych elementow logiki,
natomiast z dedukgji globalnej w geometrii rezygnuje si¢ catkowicie. Tendencja do
rezygnacji z akcentowania dedukcji i dowodzenia w polskich programach nauczania
matematyki w nastepnych latach si¢ pogtebita, we wspolczesnych wskazaniach pro-
gramowych ta tematyka wystepuje wrecz szczatkowo (bedzie to przedmiotem opisu
w rozdziale 6).

Nie we wszystkich krajach kierunek zmian jest taki sam. Na przyklad Na-
tional Council of Teachers of Mathematics (USA) w dokumencie z 2000 roku
pt. Principles and Standards for School Mathematics (w przeciwienstwie do do-
kumentu poprzedniego, z 1989 roku, gdzie pojecie dowodu praktycznie zniknelo
z programu nauczania) zaleca prowadzenie rozumowan i dowoddéw jako czes¢ pro-
gramu nauczania matematyki na wszystkich poziomach tego nauczania:

uczniowie powinni umiec:

o rozpoznac rozumowanie i dowdd jako fundamentalne aspekty matematyczne;
o badaé matematyczne przypuszczenia i stawiac hipotezy;

o rozwijac i oceniaé matematyczne argumenty i dowody;

swybierac i uzywac roznych rodzajow rozumowania i metod dowodzenia (Han-
na 2000).

Sa to bardzo wyrazne wskazania dla autoréw programoéw nauczania i nauczycieli,
ktérzy te programy realizuja.

Wiele prac naukowych w dziedzinie dydaktyki matematyki pokazuje, Ze nie-
stety nauczanie matematyki odnoszace si¢ do dowodu matematycznego wydaje si¢
by¢ nieefektywne w wielu krajach, niezaleznie od tego jak to opisuja ich dokumenty
o$wiatowe i jak jest ta nauka zorganizowana. Bogaty przeglad tytuléw i autoréw prac
dotyczacych tej tematyki (zestawiony m.in. na stronie internetowej: http://www-di-
dactique.imag.fr/preuve/) pokazuje, ze uczniowie na wszystkich poziomach (facznie
ze studiami matematycznymi) majg zauwazalne trudnosci z uzmystowieniem so-
bie sensu i przebiegu rozumowania typu dowodowego. W literaturze dydaktycznej
wyroznia si¢ siedem gléwnych zrddel tych trudnosci. Stwierdza sie, ze uczniowie
i studenci:

1. nie znajg definicji potrzebnych poje¢, nie potrafig z nich korzysta¢;

2. stabo rozumiejg pojecia matematyczne na poziomie intuicyjnym;

3. majg niewystarczajace wyobrazenia o obiektach matematycznych, aby prze-
prowadza¢ dowody z ich uzyciem;

4. nie sg zdolni (lub nie sa chetni) do generowania i wykorzystywania wlasnych
przyktadow;

5. nie potrafig pojmowa¢ calkowitej struktury dowodu;

tematéw bedzie warunkiem osiggania pozytywnych wynikéw w dalszym nauczaniu matematyki.
Geometria w dalszym ciagu traktowana byta w nauczaniu jako przyktad teorii globalnie dedukcyjne;j.
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6. nie rozumiejg i nie potrafig uzywac jezyka matematycznego i symboli;

7. nie wiedzg, jak rozpoczyna¢ dowody'.

Wirdd tych przyczyn nie wymienia sie waznego aspektu trudnosci uczacych sie,
zwigzanej z czestym zafalszowanym i negatywnym postrzeganiem roli i genezy do-
woddéw w uprawianiu matematyki ksztaltowanym w trakcie nauczania i funkcjonuja-
cych w zwiazku z tym réznych uprzedzen i negatywnych przekonan.

Najbardziej typowa sytuacja, z jaka spotyka si¢ uczen na lekcjach matematyki, to
»C¢wiczenia na dowodzenie” (Prus-Wisniowska 1995), w ktérych to, co ma by¢ przed-
miotem rozumowania dowodowego, jest bezposrednio wskazane i jednoznaczne.

Nie ma w nich nawet sladu niepewnosci, intuicji, wejscia na bledng droge ani
pomylek, ktore nieodlgcznie towarzyszg nawet wybitnemu matematykowi, kie-
dy prébuje rozwigzaé nowy dla niego problem. Wiegkszos¢ problemow matema-
tycznych, w przeciwienistwie do zadan w podrecznikach, rodzi si¢ z niejasnych
i niepewnych sytuacji; nastepnie pojawia sie bardziej wykrystalizowana idea,
sensowne przypuszczenie - wynik, o ktérym matematyk mysli, ze jest prawdziwy.
[...] Nastepnie, kiedy teza jest juz sformutowana, trzeba podjgc nastepny krok,
nie mniej wazny i nie mniej trudny: w drodze logicznej argumentacji trzeba po-
kaza¢, ze prawdziwosé owej tezy jest konieczng konsekwencjg zatozen (Prus-Wi-
$niowska 1995, s. 168).

Pozostaje otwarte (i w pewnym sensie retoryczne) pytanie: czy nasz przekaz
matematyki szkolnej oddaje owg niepewno$¢ stwierdzen matematycznych, potrzebe
ich testowania przy uzyciu réznych metod (niekoniecznie $cistych, formalnych)? Ta
nieuporzadkowana i naturalna faza twdrczosci matematycznej jest czgsto skrzetnie
ukrywana (zaréwno przez zawodowego matematyka, jak i nauczyciela lub podrecz-
nik), a uczniowie pozostaja przekonani o koniecznoéci posiadania nadzwyczajnych
zdolnosci i umiejetnosci dla prowadzenia rozumowan omawianego typu. A przeciez
naturalna droga rozumowania matematyka bardzo rdzni si¢ od tej elegancko przed-
stawionej w podreczniku, ta droga bywa kreta i nielogiczna, a cel dzialania ukryty
i niekoniecznie zgodny z racjonalnym mysleniem.

Tak wiec matematyka jest przedmiotem, w ktorym sq dowody. [...] Na uniwersy-
tecie typowy wyktad zaawansowanej matematyki, zwlaszcza prowadzony przez
wyktadowce o zainteresowaniach ,,czystych”, sktada sie wylgcznie z definicji,
twierdzenia, dowodu, definicji, twierdzenia, dowodu — wypisywanych uroczyscie
i monotonnie. Dlaczego tak si¢ dzieje? Jesli, jak si¢ twierdzi, dowdd jest upra-
womocnieniem i poswiadczeniem, to mozna by pomyslec, ze z chwilg kiedy raz
zostal przyjety przez kompetentng grupe uczonych, reszta uczonego Swiata po-
winna powitac to z zadowoleniem i iS¢ dalej. Dlaczego matematycy i ich ucznio-
wie uznajq za rzecz wartosciowg dowodzenie po raz ktérys z kolei twierdzenia
Pitagorasa itd.? (Davis, Hersh 1994, s. 133).

W podtekscie zacytowanego stwierdzenia mozna si¢ domysli¢ retorycznosci zadane-
go pytania.

4 Na podstawie opracowania R. Moore (1994).
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3.2. Aspekty i funkcje dowoddw matematycznych
w teorii i praktyce uprawiania matematyki

Studia z filozofii i historii matematyki pokazuja, ze wystepowaly i wystepu-
ja sprzeczne opinie na temat roli dowodu w matematyce, o czym byta juz mowa.
Wielu autoréw w sposob szczegélny zajmuje sie tematykg zwigzang z badaniem roli
i znaczenia dowodu w uprawianiu matematyki i jej nauczaniu. Podkreslaja oni ist-
nienie spolecznego aspektu dowodu matematycznego, przejawiajacego si¢ w potrze-
bie komunikowania wynikéw pracy matematykéw. N. Balacheff (1987, 1990) wy-
réznia dwa aspekty dowodu, odnoszac je do funkeji, jaka pelni dowdd w réznych
ukladach interakcji spolecznej. Mozemy wyrdzni¢ (za autorem) rézne takie uklady
odniesienia. Pierwszy dotyczy dowodu w szerokim kontekscie jego funkcjonowania
w spolecznosci 0sdb zainteresowanych (np. w spolecznosci matematykow). Wéowcezas
mozemy zauwazy¢, ze na dowody matematycznych zdan ogdlnych mozemy patrzeé
przez pryzmat ich aspektu poznawczego (cognitive aspect of proof) i aspektu spotecz-
nego (social aspect of proof). Oba aspekty wieloma cechami si¢ zasadniczo od siebie
réznig. Poznawcze spojrzenie na role i budowe dowodéw matematycznych kaze za-
uwazaé, ze nie polegaja one jedynie na zwyklej werbalizacji wlasciwosci obiektow
matematycznych i relacji pomiedzy nimi. Na tym poziomie rozpatrywania dowodow
matematycznych wymaga sie szczegdlnego stanu uzytej wiedzy, ktéra powinna by¢
dobrze zorganizowana w teorii i przedstawiana z uzyciem odpowiedniego jezyka
oraz uznawalnosci regul dedukeyjnych i faktéw poprzednio uznanych. Akcentuje si¢
w ten sposdb przede wszystkim formalng strone dowodu matematycznego. Takie po-
znawcze spojrzenie na dowod powoduje ograniczenie jego znaczenia do rozwijania
wewnetrznej struktury wiedzy matematycznej, a jesli chcemy dostrzec jakis czynnik
ludzki, to ogranicza sie¢ on jedynie do uzywania dowodow jako $rodka komunikacji
pomiedzy matematykami.

Oprocz aspektu poznawczego Balacheff kaze na role dowodu matematycznego
patrzec przez pryzmat odniesienia spofecznego. W aspekcie spotecznym dowod stuzy
czlowiekowi do przekonywania innych ludzi o prawdziwosci stwierdzen o charakte-
rze matematycznym, czyli jest narzedziem i srodkiem stwierdzania faktu spotecznego
uznania prawdziwosci danego stwierdzenia. W takim ujeciu na plan pierwszy wysu-
wa sie¢ funkcja komunikacji (niekoniecznie pomiedzy zawodowymi matematykami)
ukierunkowanej na zrozumienie tresci oraz spotecznej walidacji dowodu matema-
tycznego. Dowod w tym rozumieniu jest $rodkiem retoryki majacej stwierdzi¢ fakt
spolecznego uznania prawdziwosci danego stwierdzenia, jego poprawnosc¢ formalna
schodzi na plan dalszy.

Spoleczny aspekt dowodu i dowodzenia dostrzegaja tez inni autorzy, m.in.
wspominany juz wczesniej W. Thurston (1994). Podkresla on role komunikowania
wynikow procesu dowodzenia, w jego opinii ten sposob komunikowania (m.in. sto-
pien $cistosci i formalizacji dowodu) determinowany jest przez spoteczno$¢, do kto-
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rej odnosi si¢ komunikacja. Natomiast gtéwng site dowodu postrzega w zastosowa-
niach bogactwa idei zawartych w tym dowodzie, majac wcigz na mysli jego spoteczny
aspekt.

Poglad, Ze dowdd matematyczny jest srodkiem komunikacji spolecznej, a jego
wazng rolg jest wzbogacenie intuicyjnego rozumienia faktu, o ktorym méwi twier-
dzenie, posiada wazne implikacje dla okreslenia roli, jaka dowdd moze petni¢ w da-
nym procesie poznania jednostki (patrz: Davis, Hersh 1981; Schoenfeld 1985; Hanna
1989 i in.). Rozwazajac ten cel w ujeciu dialektycznym mozemy moéwi¢ o dowodzie
pragmatycznym (pragmatic proof) i dowodzie intelektualnym (intellectual proof)
(Balacheff 1987). Dowdd pragmatyczny to proces, ktory polega na dzialaniu, a ce-
lem tego dzialania jest weryfikacja poprawnosci badanej hipotezy'. Zaréwno $rod-
ki, jak i jezyk uzywany w trakcie takiego dzialania nie musza i zwykle nie spelniaja
wymogo6w formalnej $cistosci rozumowania dedukeyjnego. Takie dowody polegaja
na obserwacji powodéw prawdziwosci stwierdzenia ogdlnego bez koniecznosci ich
sformulowania. Jest to ,,potwierdzanie przez dzialanie, a nie przez mowe” (Balacheff
1987, 5.158). Na wyzszym poziomie rozumowania te przyczyny prawdziwoséci moga
by¢ juz werbalizowane, ale nadal sg silnie zwigzane z czynnosciami wykonywanymi
np. na jakim$ przykladzie (reprezentujacym cechy ogdlnosci). Dowdd intelektual-
ny natomiast wykorzystuje juz werbalizacje wlasciwosci obiektow i ich relacji, nie
polega na zwyklym tlumaczeniu dziatania stowami, ale wymaga poprawnego jezyka
matematycznego i stosowania regul rozumowania przyjetych jako obowigzujace. Jest
w pewnym sensie produktem gotowym, uksztaltowana formg wynikéw dzialania.

Inni autorzy jeszcze bardziej szczegélowo rdznicujg funkcje, jakie w konstrukeji
i rozwoju teorii matematycznej petni dowod matematyczny (Bell 1976; Hanna, Jahn-
ke 1996; De Villers 1999; Hanna 2000). I tak dowdd w teorii i praktyce uprawiania
matematyki moze pelni¢ nastepujace funkeje:

weryfikacyjng (orzeczenie poprawnosci hipotezy);

wyjasniajacg (badanie powodu, dla ktérego dane stwierdzenie jest prawda);
przekonujaca (dowodzenie dla spotecznej aprobaty);

systematyzacyjng (porzadkowanie réznych wynikow zgodnie z systemem
gltéwnych pojec i twierdzen);

Ll .

u

komunikacyjng (negocjacja znaczen i przekazywanie gotowych wynikow);

estetyczng (elegancja i klarownos¢ rozumowan);

7. satysfakcjonujaca (przeprowadzenie dowodu moze by¢ wyzwaniem intelek-
tualnym, towarzyszy temu poczucie satysfakcji i odniesienia sukcesu);

8. transferowa (dowody moga zaoferowaé techniki do ,atakowania” innych

problemoéw i zrozumienie dla innych zagadnien).

a

1> Balacheff uzywa sformutowan: dowdd w akcji (proof'in action) powolujac si¢ na Z. Sema-
deniego (1984) oraz twierdzenie w akcji (théoréme-en-acte,) podkreslajac w ten sposob aktualnos¢
procesu walidacji hipotezy.
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Poszczegdlne funkcje dowodu opisze i zilustruje odpowiednimi przyktadami.

Pojawianie si¢ pomystow w trakcie dzialalno$ci matematycznej, czy to na niskim,
czy na wysokim poziomie uprawiania matematyki, wigze sie czesto z koniecznoscia
stawiania hipotez, a nastepnie z ich weryfikacja (Mason 2005). Wszyscy oczywiscie
wiemy o tym, ze kazda taka hipoteza — jesli nie jest juz wczesniej przyjetym w teorii
twierdzeniem - nie moze zosta¢ uznana jako prawdziwa, dopoki nie zostanie precy-
zyjnie uzasadniona. W ten sposéb uwypuklona zostaje funkcja weryfikacyjna dowo-
du matematycznego. Kiedy pojawia sie potrzeba podjecia decyzji co do prawdziwosci
jakiego$ stwierdzenia natury ogdlnej, musimy podja¢ probe uzasadnienia tej praw-
dziwosci przeprowadzajac dowdd, ktory pelni wowczas wlasnie role weryfikacyjna.
Taka sytuacja moze czesto mie¢ miejsce w trakcie szkolnego nauczania-uczenia si¢
matematyki. Np. rozwigzanie nawet prostego zadania, polegajacego na koniecznosci
odpowiedzi na pytanie:

Ktéra z liczb jest wigksza: 2n czy n’?

wymusza na uczniu rozwigzujacym to zadanie postawienie hipotezy (prawdopodob-
nie na podstawie podstawienia za zmienng » kilku poczatkowych liczb naturalnych)
oraz jej weryfikacje poprzez uzasadnienie typu dowodowego.

Czasem hipoteza w zadaniu juz jest postawiona, a jej weryfikacja ma wtasnie
charakter dowodu matematycznego. Rozwazmy na przyklad stwierdzenia:

* Ztozenie jednoktadnosci o tym samym srodku O jest jednoktadnoscig o srod-
ku w punkcie O.

o Jezeli kazda z dwoch liczb k i [ jest podzielna przez m, to rowniez suma tych
dwoch liczb jest podzielna przez m.

Zadaniem rozwigzujacych uczniéw jest za kazdym razem przeprowadzenie rozumo-
wania, ktore usunie ewentualne watpliwosci co do poprawnosci hipotez. To rozumo-
wanie bedzie wowczas dowodem petnigcym funkcje weryfikacyjna.

Funkcja wyjasniajgca dowodu matematycznego jest funkcjg najbardziej ak-
centowang w twoérczosci zawodowych matematykéw (Dunham 1994; Hanna 2006).
Czasem pytanie: dlaczego co$ jest prawda, interesuje matematykow bardziej od
pytania: czy jest to prawda. Potwierdzajg to np. dowody tzw. twierdzen oczywistych,
takich jak:

Srednica dzieli okrgg na dwie réwne czesci;
1<2;
(-Dx(-1)=1.

Dowdd tego drugiego i trzeciego twierdzenia pojawia si¢ czasem w kursie analizy ma-
tematycznej na pierwszym roku studiéw, a studenci sg szalenie zdziwieni, ze w ogdle
kto$ moze odczuwac potrzebe, zeby taki ,,fakt” udowodnic.
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Oczywiscie czym$ wiecej dowdd matematyczny staje sie¢ w sytuacjach, gdzie stwier-
dzenia s3 o wiele mniej oczywiste, np.

Cigg liczb pierwszych nie jest skonczony.

W przypadku tego twierdzenia szczegolnie wyraznie widaé przedktadanie przez ma-
tematykow funkcji wyjasniajacej nad funkcje weryfikacyjna. Gdyby bowiem wystar-
czylo jednorazowe stwierdzenie, ze wspomniane twierdzenie jest prawdziwe, po ¢z
tworzono by rézne inne dowody? A tymczasem dowodow na to twierdzenie jest wie-
le. W Dowodach z Ksiegi (Aigner, Ziegler 2002) podano sze$¢ 6 réznych przykladow.
Wszystkie one odpowiadaja na to samo pytanie: dlaczego?, ale rdznig si¢ wykorzy-
stanymi $rodkami i narzedziami matematycznymi, a cel tworzenia takiej réznorod-
nosci wychodzi poza jedynie weryfikacje prawdziwosci tego twierdzenia. Oczywiscie
mozna zastanawia¢ si¢ nad sensem dowodzenia tego samego twierdzenia réznymi
sposobami i pyta¢, czy inne dowody (dodatkowe) sg konieczne, jesli jeden dobry do-
wdd juz mamy? W pragmatycznym ujeciu nie ma sensu tworzenia innych dowodéw,
tzn. nie ma logicznej koniecznosci uzasadniania twierdzenia wigcej niz raz.

Jednak istnieje motywacja estetyczna do przebadania tego samego w inny spo-
s0b. Przeciez fakt, ze kiedys napisano i wykonano jakgs piesti mitosng, nie zapo-
biega Spiewaniu o milosci przez innych piesniarzy, aczkolwiek z inng muzykg,
moze innymi stowami, w innym rytmie. Podobnie wszystkie te rézne dowody
[...] odstaniajg rézne matematyczne linie melodyczne i rytmy, i nie dlatego mogg
by¢ mniej piekne, ze dotyczg starego tematu (Dunham 1994, s. 133).

Zacytowana wypowiedz, oprdcz réznorodnosci metod dowodu, dotyka tez kwestii
jego estetyki, nadajac funkeji estetycznej odcien subiektywizmu. Na przyktad dowod
nie wprost jest dla niektérych osob elegancki, a dla innych jest tylko proba ominiecia
trudnosci z przeprowadzeniem dowodu wprost.

Rozwazanie dowodu matematycznego przez pryzmat jego funkcji przekonujg-
cej wyraznie wskazuje na istnienie co najmniej dwdch stron procesu przekonywania,
musi by¢ osoba (lub osoby) przekonywane oraz element przekonujacy (np. inna oso-
ba lub gotowy tekst dowodu). Przykladem dowodu pelnigcego funkcje przekonujaca
jest np. dowdd, ze:

0.(9)=1.

Czesto nawet dla studentéw kierunku matematyka to stwierdzenie nie jest oczywi-
ste. Bywa, Ze nawet po przeanalizowaniu formalnego dowodu tej réwnosci intuicje
studentow i tak pozostajg z nim w sprzecznosci. Podobna sytuacja ma miejsce, gdy
trzeba przekonac kogos, ze parzystych liczb naturalnych jest tyle samo, co wszystkich
liczb naturalnych, czyli ze:

Zbior liczb parzystych jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.
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Gdyby nasi uczniowie (czy studenci) byli odwazniejsi, zapytaliby: jak to mozliwe?
Przeciez rozwazajgc liczy parzyste biore ,co drugg” naturalng, wiec jak moze ich by¢é
tyle samo? Rozwazana funkcja dowodu matematycznego wykracza poza merytorycz-
ng strone wiedzy matematycznej. Dotyka sfery przekonan, wierzen i postaw uczacych
sie i lezy na granicy tych obszardw.

Funkcja systematyzacyjna dowodu matematycznego polega na mozliwosci wy-
korzystania tego dowodu jako elementu pomagajacego dedukcyjnie zorganizowac
jakis$ fragment matematycznej teorii. Mysle, ze dobrym przyktadem bedzie tu zasada
abstrakcji pozwalajaca przewidywac postaé zbioréw ilorazowych powstalych w wy-
niku klasyfikacji wyjsciowego zbioru elementéw i odpowiedniego okreslenia relacji
réwnowaznosciowej pomiedzy tymi elementami. Jesli raz poznalismy budowe i spo-
sob dziatania zasady abstrakeji (Rasiowa 1968), przekonali$my sie o poprawnosci po-
szczegdlnych jej krokow, wystarczy pozniej (w odniesieniu do jakiego$ konkretnego
zbioru) jedynie informacja o réwnowaznosci zdefiniowanej relacji pomiedzy elemen-
tami rozwazanego zbioru, by moéc zastosowa¢ schemat konstrukcji zbioru ilorazowe-
go 1 wiedzie¢ jak (w $cistym zwigzku z omawianym sposobem postepowania) moze-
my definiowa¢ niektdre pojecia matematyczne. Taki sposéb rozumowania okresla
pewien schemat pozwalajacy wyrdzni¢ charakterystyczny sposob rozumowania dla
definiowania klas pojeciowych a dowod ustala relacje i powigzania pomiedzy fakta-
mi, ktére bez dowodu wydawalyby sie niespdjne.

Kolejna wymieniana w literaturze funkcja dowodu matematycznego to jego
funkcja komunikacyjna. Ta perspektywa patrzenia na dowdd ponownie (podobnie
jak funkcja przekonujaca) akcentuje czynnik ludzki w procesie dowodzenia i postugi-
wania sie gotowymi dowodami stwierdzen matematycznych. Chodzi tu o negocjacje
znaczen uzytych elementéw jezyka matematycznego pomiedzy dwoma zaintereso-
wanymi stronami komunikacji i przekazywanie sobie matematycznej wiedzy poprzez
gotowe wytwory. Gotowy, zredagowany dowéd matematyczny nie oddaje procesu
jego tworzenia, jest komunikatem dla innych (matematykow badz osob uczacych sie)
o prawdziwosci twierdzenia, ktdre w ten sposob zostaje przyjete do teorii. Komuni-
kacja, o ktdrej tu mowa, moze by¢ prowadzona na réznych poziomach wiedzy mate-
matycznej i w réznych celach tego przekazu. Na wysokim poziomie tworczosci ma-
tematycy przekazujg swojej spolecznosci np. nowe dowody twierdzen juz uznanych
za prawdziwe lub tez dowody twierdzen dotad nieudowodnionych. W takiej sytuacji
chodzi o wspoélne uznanie prawdziwosci twierdzenia przez zaaprobowanie go przez
odpowiednig grupe spoleczna.

Funkcja estetyczna dowodu dotyczy w sposéb bardzo istotny sfery emocjonal-
no-uczuciowej poznania matematycznego. Zdaniem niektorych matematykow (i nie
tylko) piekno matematyki objawia sie wlasnie w klarownosci rozumowan przepro-
wadzanych przy rygorystycznym przestrzeganiu regul logiki. Niektore dowody ma-
tematyczne, cho¢ uznane za poprawne, bywajg przez matematykdw uznawane za
brzydkie, jesli sa np. zbyt dlugie lub zawite. Poczucie pigkna dowodu matematycz-
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nego nie polega najczesciej na jego zlozonosci, ale wrecz przeciwnie, na prostocie
$rodkéw i reprezentacji tego dowodu. To wlasnie stanowi site napedowa tworzenia
réznych dowoddw juz wezedniej dowiedzionych twierdzen (Dunham 1994).

Niedostrzeganie elementu estetycznego w matematyce jest szeroko rozpowszech-
nione i moze rodzi¢ wrazenie, Ze matematyka jest sucha jak kurz, ekscytujgca
jak ksigzka telefoniczna itd. Na odwrét zas, uznanie tego elementu sprawia, ze
przedmiot cudownie ozywa i rozkwita jak zZadne inne dzielo ludzkiego umystu
(Davis, Hersh 1994, s. 150).

Swoja funkcje satysfakcjonujgcg dowdd matematyczny pelni gtéwnie w sensie
sprostania przez cztowieka wyzwaniu intelektualnemu, jakim jest poprawne prze-
prowadzenie tego dowodu. Odnosi si¢ wigc znowu wyraznie do czynnika ludzkiego
w trakcie procesu dowodzenia. Takie uczucie satysfakcji moze pojawiad sie na ré6znym
poziomie wiedzy i doswiadczenia matematycznego cztowieka; zarowno w przypadku
wielkich i zaawansowanych, trudnych do uzasadnienia twierdzen, jak i na nizszym,
szkolnym poziomie uprawiania matematyki. Uczniowi gimnazjum, ktéry przepro-
wadzi (lub tylko zrozumie) dowdd twierdzenia Pitagorasa, takze towarzyszy poczucie
satysfakcji i ma on wrazenie odniesienia sukcesu. Omawiana funkcja dowodu ma-
tematycznego wykracza poza sfer¢ merytorycznej poprawnosci czy niepoprawnosci
dowodu. Méwimy tu zndéw o sferze emocjonalno-motywacyjnej procesu poznawcze-
go, sferze, o istotnym znaczeniu ktorej pisze wielu dydaktykéw matematyki na catym
$wiecie, a ktora w praktyce nauczania matematyki wcigz bywa zaniedbywana.

Dowody twierdzen matematycznych moga zaoferowa¢ techniki przydatne w
rozwigzywaniu innych probleméw i zrozumieniu innych zagadnien. W tym sensie
przyjmuje sie, ze pelnig one funkcje transferowg w schematach dziatania i rozwoju
wiedzy matematycznej. Przykltadem tego jest dowod wykorzystujacy zasade indukeji
matematycznej (schemat mozliwy do wykorzystania, gdy mamy do udowodnienia
jaka$ wlasno$¢ dotyczaca liczb naturalnych, a nie mamy innego pomystu na ,,zaata-
kowanie” problemu). Dotykamy wykorzystywania potencjalnych analogii pomiedzy
przedmiotami rozumowan i technikami dowodow. Ta analogia moze dotyczy¢ tez
podobienstwa pomiedzy srodkami i narzedziami matematycznymi mozliwymi do
wykorzystania w odrebnych (z pozoru) sytuacjach. Te funkcje podkresla cytowany
juz kilkakrotnie W. Thurston (1994), ktéry w niej wlasnie upatruje gtéwna site do-
wodu matematycznego.

Swiadomo$¢ istnienia wielorakich funkcji dowodu matematycznego jest waz-
na, szczegdlnie gdy probuje sie celowo zaplanowaé wprowadzanie dowodu w sposdb
systematyczny w nauczaniu matematyki (Hanna 2000). Skoro tak wielostronna jest
mozliwa perspektywa patrzenia na miejsce dowodu w matematyce, skoro chcemy
podja¢ probe wprowadzania uczniéw w metodologie matematyki, powinni$émy po-
zwoli¢ im stopniowo doswiadczaé réznych funkcji dowodu matematycznego w trak-
cie catego szkolnego nauczania. Inaczej doswiadczenie ucznia nie bedzie pelne.
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Oczywiscie, nie wszystkie omoéwione funkcje sa istotne dla uczenia sie mate-
matyki w tym samym stopniu (Hersh 1993). Ale wazny jest fakt, ze tak réznorodne
pojmowanie roli dowodéw mogto powstaé wylgcznie jako produkt dtugiego rozwo-
ju historycznego. Kazdy uczen powinien w miare uptywu lat nauki mie¢ szanse do-
$wiadczy¢ wszystkich kontekstow, zaczynajac oczywiscie od podstawowych funkcji
dowodu: weryfikacji i wyjasnienia. Podstawowe pytanie, na ktére dowdd powinien
odpowiada¢ w klasie, brzmi z pewnoscia: dlaczego? To pytanie pojawia si¢ w klasie
stosunkowo czesto, rzadziej (niestety) nauczyciel pyta ucznioéw, czy zachodzi jakis
warunek? - spodziewajac si¢ w odpowiedzi uzasadnienia typu dowodowego. Zwrdé-
my uwage, ze w sytuacji szkolnej nie kazda odpowiedz na pytanie dlaczego ma jed-
nakowg warto$¢ edukacyjna (przeciwnie niz to jest w zaawansowanym uprawianiu
matematyki — tam kazdy poprawny dowod jest jednakowo uzyteczny). W kontekscie
nauczania-uczenia si¢ najwieksza wartos$¢ ma taki dowdd, ktory najlepiej stuzy zro-
zumieniu rozwazanego zakresu matematyki, ktory uczniowi pomaga wyjasni¢ skom-
plikowane zwigzki i relacje, natomiast réznorodno$¢ dowodéw, ich walory estetyczne
maja znaczenie drugorzedne.

3.3. Wyjasnianie, argumentowanie, uzasadnianie i dowodzenie jako
terminy uzywane w szkolnym nauczaniu-uczeniu sie matematyki

W jezyku polskim uzywa sie wielu terminéw dla okreslenia umiejetnosci my-
$lenia przyczynowo-skutkowego i uprawomocniania matematycznych zdan o cha-
rakterze ogélnym, np. wyjasnianie, przekonywanie, argumentowanie, wywodzenie,
motywowanie, uzasadnianie, potwierdzanie czy dowodzenie.

Mamy do czynienia z pewnym chaosem terminologicznym, ktéry w mojej opinii
moze by¢ jedng z przyczyn uczniowskich problemoéw zwigzanych z uzasadnianiem
w warunkach szkolnych. Mozna sobie bowiem tatwo wyobrazi¢ takg sytuacje, gdzie
nauczyciel wydaje uczniowi polecenie, ktorego wykonanie uczen rozumie inaczej niz
on. Sytuacja moze dotyczy¢ odmiennego rozumienia przez nauczyciela i ucznia spo-
sobu wykonania polecenia typu uzasadnij, ze... W sposéb troche zartobliwy ilustruje
to rys. 21.
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NAUCZYCIEL MOW!I:
uzasadnij, zZe...

...udowodnij uzywajac
swojej dotychczasowej

mysli nauczyciel

...musze go jakos
przekonac...

mysli uczen...

Rys. 21

Nauczyciel wydaje uczniowi polecenie: uzasadnij, ze..., ma przy tym na mysli co$,
czego nie wyartykutowal. Oczekuje od ucznia przeprowadzenia rozumowania typu
dedukcyjnego, uzasadniajgcego nowy fakt przy wykorzystaniu faktéw przyjetych juz
wczesniej jako znane i prawdziwe. Stosujac terminologie Balacheffa (1990), mozna
przypuszczaé, ze nauczyciel ma na mysli poznawczy aspekt oczekiwanego od ucznia
rozumowania. Jednak czy tak samo mysli uczen? By¢ moze uczen poszukuje w umysle
argumentow majacych przekonac nauczyciela o prawdziwosci danego stwierdzenia,
argumentow jakichkolwiek, w sposéb niekoniecznie akceptowalny metodologicznie.
Uczen jest na spolecznej plaszczyznie rozumowania. Taka sytuacja czgsto ma miejsce
w klasie szkolnej. Nauczyciel uzywa réznych stéw na okreélenie tej samej czynnosci
ucznia — uzasadnienia ukierunkowanego dedukcyjnie — natomiast uczen nie z kaz-
dym terminem uzytym przez nauczyciela wiaze ten sam metodologiczny kontekst.
W zasadzie wszystkie terminy wymienione na poczatku tego podrozdzialu moga
by¢ uzyte do okreslenia logicznej zaleznoéci pomiedzy pytaniem i odpowiedzig. Naj-
czestsze pytanie, ktore kojarzy sie z tymi terminami, to pytanie: dlaczego? Jest to py-
tanie na tyle ogdlne, ze odpowiedz moze by¢ bardzo rézna. Moze chodzi¢ o podanie
formalnego dowodu matematycznego albo o podanie jakiegokolwiek argumentu po-
zwalajgcego zwizualizowac sytuacje, wyjasni¢ ja wykazujac si¢ matematycznym rozu-
mieniem uzywanych poje¢ i wlasnosci. Dlatego konieczna wydaje si¢ gleboka dydak-
tyczna refleksja autoréw programow i podrecznikéw oraz nauczycieli nad mozliwymi
nieporozumieniami wynikajacymi z réznorodnosci uzywanej terminologii.
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Rozwazmy na przyktad pewne relacje migdzy terminem dowodzenie i argumen-
towanie. Jeden ze stownikow jezyka polskiego (Banko 2000) czynno$¢ argumentowa-
nia okresla w nastepujacy sposob:

1) Jesli argumentujemy za czyms lub przeciw czemus, to przedstawiamy argu-
menty przemawiajgce za tym lub przeciw temu [...].
2) Jesli argumentujemy jakgs teze lub stanowisko to uzasadniamy je (s. 41).

Argument okreslony zostat jako:

1) fakt, ktory przytaczamy, aby uzasadni¢ lub obali¢ jakgs teze, albo Srodek, kto-
rego uzywamy w dyskusji lub sporze, aby przekonac lub naktonié kogos do czegos
[...].

2) fakt, ktory przesqdza o naszym wyborze [...].

3) matematyczny argument to zmienna niezalezna funkcji, termin specjalistycz-
ny (s.42).

Czynno$¢ dowodzenia okre$lona zostata w nastepujacy sposob:

1) Jesli dowiedlismy, ze cos jest prawdg, to wykazalismy to za pomocg jakichs
argumentow lub swojego postepowania [...].

2) Jesli cos dowodzi jakiegos faktu, to Swiadczy o nim, nie pozostawiajgc zadnych
watpliwosci co do niego (s. 311).

Dowdd to:

1) [...] okolicznos¢ lub rzecz, ktéra dowodzi czegos lub Swiadczy o czyms [...].

2) Jesli robimy cos w dowdd lub na dowéd czegos, to robimy to w celu udowod-
nienia tego [...].

3) Dowdd to dokument urzedowy stwierdzajgcy cos [...].

4) Dowdd to takze cigg zdan, ktére uzasadniajg prawdziwos¢ jakiegos twierdze-
nia. Termin logiczny i matematyczny (s. 312).

Inne stowniki jezyka polskiego podaja podobne zakresy stosowania analizo-
wanych stéw. Z pozoru cytowane opisy sa zblizone do siebie, ale mozna zauwazy¢
pewna zlozonos¢ relacji pomiedzy tymi znaczeniami, co moze mie¢ wplyw na ich
uzycie w sytuacjach szkolnych. Zauwazmy, ze argumentowanie jest czynno$cig maja-
ca miejsce podczas komunikacji, np. werbalnej, dotyczy sytuacji istnienia jakiej$ roz-
bieznosci co do przedmiotu tej argumentacji. Jej celem jest przekonanie opozycyjnej
strony sporu do wlasnego zdania na dany temat. Wazne s3 zatem dwie okoliczno$ci:
istnienie pewnego konfliktu oraz spoteczny charakter procesu argumentowania.

Jesli za$ chodzi o dowodzenie, to mamy najczeéciej na mysli sytuacje, w ktorej
znamy juz poprawng odpowiedz na jakie$ pytanie, a naszym zadaniem jest wykazanie,
ze nie ma zadnych watpliwosci co do stusznosci tej odpowiedzi, w oparciu o uzna-
na juz wezesniej wiedze. Taki proces nie wymaga wymiany zdan pomiedzy dwoma
stronami réznigcymi sie w pogladach. Mozna przypuszczaé, ze czynno$¢ dowodzenia
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jest ukierunkowana na koncowy efekt w postaci gotowego dowodu, ktory jest ko-
munikowany jakiej$ spolecznosci. Moze to by¢ klasa szkolna lub inna grupa oséb,
na przyklad autorytetéw w rozwazanej dziedzinie (np. spolecznosci matematykow).

Okazuje sig, ze istnienie tego typu rozbieznosci i fakt, Ze mogg one by¢ przyczyna
trudnosci uczniéw, jest podkreslany w literaturze dydaktycznej (np. pisza o tym Kra-
tochvilova i Swoboda 2002). N. Balacheff sugeruje nawet, ze istnieje przepa$¢ miedzy
kulturowym i epistemologicznym znaczeniem argumentacji i dowodu matematycz-
nego:

Argumentacja stanowi epistemologiczng przeszkode dla nauczania dotyczgce-
go dowodu matematycznego, a ogélniej dowodzenia w matematyce (Balacheff
1999).

Powinni$my pamieta¢, ze z czynnoécig argumentowania spotykamy si¢ na kaz-
dym niemal kroku, nie tylko w obrebie nauki. Niemal kazde uzycie jezyka ma cha-
rakter argumentacyjny, a argumentacja w Zyciu codziennym to zespo6l czynnosci
podejmowanych w celu uzasadnienia okreslonego pogladu i przekonania innych do
swoich racji. Trzy gtéwne cele argumentacji w kontekscie realnym to: przekonywa-
nie, testowanie hipotez i wyjasnianie zjawisk (Lambert, Urlich 1980). W nauczaniu-
-uczeniu si¢ matematyki eksponujemy gtownie role argumentowania dla wyjasniania
hipotez (czy to sformulowanych samodzielnie, czy tez zadanych z gory), najczesciej
w sytuacji, kiedy mamy juz wczesniej ugruntowana opinie na temat prawdziwosci da-
nej hipotezy. Inaczej postepujemy w zyciu codziennym, gdzie zadaniem argumentu-
jacego jest zazwyczaj wyrobienie sobie opinii na temat poprawnosci danej tezy i (lub)
przekonanie innych oséb do wlasnych racji. Przekonania odbiorcy o prawdziwosci
danej tezy T bedacej przedmiotem argumentacji moga by¢ nastepujace:

o calkowite przekonanie o prawdziwosci T,

e przekonanie, ze T jest prawdopodobnie prawdziwe,

e brak opinii co do wartosci logicznej,

e przekonanie, ze T jest prawdopodobnie falszywe,

e calkowite przekonanie o falszywosci T.

W Kklasie szkolnej natomiast najczesciej mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej
uczen ma:

e catkowite przekonanie o prawdziwosci danej hipotezy,

e calkowite przekonanie o falszywosci hipotezy.

Rzadziej sam rozstrzyga, czy dana hipoteza jest prawdziwa, czy tez nie. Ucznio-
wie nie maja zbyt wielu okazji do dokonywania wyboréw, do badania i samodzielne-
go stwierdzania prawdy (Bishop 1999). Jest pewna niekonsekwencja, gdy nazywamy
argumentowaniem proces, ktory w istocie polega tylko na wykazaniu stwierdzonej
juz stusznosci jednej wersji odpowiedzi.
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Z przedstawionych rozwazan wynikaja pewne wnioski. Gléwnym z nich jest
ostrzezenie przed pochopnym i bezrefleksyjnym utozsamianiu terminéw argumen-
towanie, uzasadnianie, dowodzenie. Moga one bowiem mie¢ dla ucznia inne zna-
czenie niz dla nauczyciela lub osoby znajdujacej si¢ na bardziej zaawansowanym po-
ziomie wiedzy matematycznej. Powodem rdznicy jest kontekst sytuacyjny, w ktérym
potocznie rozwazamy czynnos$¢ argumentowania. Zwigzany on jest z istnieniem od-
rebnych opinii na temat przedmiotu argumentacji (taki kontekst przewaznie nie to-
warzyszy czynnosci dowodzenia, tam chodzi tylko o uzasadnienie uznanej juz wspol-
nie opinii). Argumentacja ma przy tym wymiar spoleczny (nie odbywa si¢ jedynie
na plaszczyznie uczen — matematyka), a spoteczny kontekst tego procesu jest zwykle
zaniedbywany lub marginalizowany.

Umiejetno$ci dotyczace uzasadniania zdan o charakterze ogélnym w matema-
tyce byly zawsze jednym z gtéwnych celdéw jej szkolnego nauczania. W rozmaitych
zestawieniach celéw nauczania matematyki, czy to tworzonych dla analiz teoretycz-
nych, czy tez w celu ich implementacji do praktyki nauczania, cele zwigzane z wpro-
wadzaniem elementéw metody matematycznej zajmuja poczesne miejsce. W publika-
¢ji zatytulowanej Koncepcje powszechnego matematycznego ksztatcenia w reformach
programow szkolnych z lat 1960-1980 Z. Krygowska cytuje kilka uktadow ogélnych
celéw nauczania matematyki i ksztalcenia przez matematyke. Warto przytoczy¢ jed-
no z cytowanych sformulowan E. Wittmana, ktdry rozréznia nastepujace kwalifika-
cje ogblne niezbedne w nauczaniu matematyki. Sg to:

e strategie poznawcze (kognitywne) i

e techniki intelektualne.

O strategiach poznawczych E. Wittman pisze:

Uczen powinien uczy¢ si¢ argumentowania. Tu nalezy zaliczyc: uzasadnianie,
porzgdkowanie logiczne, dyscypling wobec przyjetych zatozer (np. definicji), ba-
danie alternatywy, ocenianie tresci i metod wedlug wlasnych lub z géry danych
kryteriow, testowanie hipotez, kontrolowanie poprawnosci dowodow, ujawnia-
nie pozornych argumentéw, odrzucanie niewtasciwych uogolnieti przez podawa-
nie kontrprzyktadéw, gotowos¢ do wystuchania argumentéw przeciwnika, go-
towos¢ do akceptowania niepodwazalnych argumentow, wytrwanie przy swoim
zdaniu, gdy sie ma w petni o czyms przekonanie (za: Krygowska 1981, s. 49).

Nastepnie charakteryzuje strategie poznawcze uczniow:
Uczen powinien uczyc sig tworczej postawy |...].
Uczeri powinien uczy¢ sie matematyzowania sytuacji (w szczegolnosci sytuacji
rzeczywistych otaczajgcego go swiata). [...]

a takze kategorie technik intelektualnych:

* klasyfikowanie [...],
* porzqdkowanie |[...],
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* specyfikowanie [...],
* postugiwanie si¢ analogiami [...],
s formalizowanie (za: Krygowska 1981, s. 50).

Zwréémy uwage, ze okreslenie czynnosci argumentowania wydaje si¢ by¢ w tym
ujeciu szersze niz tylko uzasadnianie przy wykorzystaniu wiedzy i znajomosci praw
logicznych. Méwi si¢ tu o przekonywaniu przeciwnika (lub przyjmowaniu jego argu-
mentacji) oraz umiejetnosci obrony wlasnego stanowiska. Takie pojmowanie argu-
mentowania lezy w sferze spolecznej roli rozumowan uzasadniajacych.

Jawnie o dowodzeniu Wittman méwi w kontekscie kontrolowania poprawnosci
gotowych rozumowan dowodowych, a takze wtedy, gdy wspomina o wysuwaniu lo-
gicznych wnioskow i czynnosci prowadzenia matematycznego wnioskowania. Reka-
pitulujac, w cytowanym zestawieniu celéw nauczania interesujace nas kwestie zostaty
okreslone jasno i kategorycznie.

We wspolczesnych rozprawach dotyczacych celéw nauczania matematyki na
$wiecie (np. Niss 1996) okresla si¢ najczesciej dwie kategorie takich celow: ogolne
i szczegdtowe. W odniesieniu do ogolnych stwierdza si¢, miedzy innymi, ze edukacja
matematyczna powinna wszystkim jej uczestnikom zapewni¢ podstawowe rozumie-
nie matematyki (,matematyki dla wszystkich”), natomiast cele szczegélowe postuluja
umozliwienie uczniom zrozumienie i zaakceptowanie ,specyficznej natury matema-
tyki”. Nie mamy tu, co prawda, specjalnych odniesienn do metody matematycznej, ale
kontekst tych sformulowan pozwala stwierdzi¢, ze elementy wiedzy i umiejetnosci
odnoszacych sie do metodologii matematycznej powinny by¢ kierowane do wszyst-
kich uczniéw w trakcie szkolnego nauczania matematyki. W niektérych dokumen-
tach urzedowych okreslono zakres kompetencji ucznia:

uczen powinien wyjasniac i uzasadniaé swoje myslenie i uczy¢ sig oceniac kry-

tycznie myslenie innych, umiec opisywac swoje myslenie, stawiac pytania oraz
wyjasniac i uzasadnia¢ idee (za: Barkai, Levenson 2012, s. 84).

Typologia celéw nauczania matematyki przedstawiona przez S. Turnaua (1990)
umiejetno$¢ logicznego argumentowania sytuuje na najwyzszym poziomie celow po-
znawczych, niezbednych

wspolczesnemu czlowiekowi, niezaleznie od dziedziny jego dziatalnosci (s. 30).

W celach poznawczych poziomu drugiego czytamy juz bardziej szczegdlowo, ze
istotna jest uczniowska

umiejetnoS¢ przyswojenia sobie dowodu oraz znajdowania i formulowania
prostych dowodow (s. 30).
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Interesujace wydaje sie spojrzenie na czesto modyfikowane w ostatnich latach
dokumenty o$wiatowe dotyczace nauczania matematyki (w szczegdlnosci na pod-
stawe programowg ksztalcenia ogélnego). Okazuje sie¢, zZe sukcesywnie zastepowano
w nich okreslenia takie, jak dowdd i dowodzenie, innymi stowami bliskoznacznymi,
typu argumentowanie, uzasadnianie czy tez prowadzenie rozumowan. Z pozoru ta
zmiana nie jest bardzo wazna, ale czy tak jest faktycznie?

Poruszany zakres zagadnien ma bardzo duze znaczenie, jesli zalezy nam w na-
uczaniu matematyki na uksztaltowaniu niezafatszowanego obrazu jej natury.

Istote matematyki, a wiec to, co powinno najsilniej wyodrebnial te nauke
w oczach ucznia sposréd innych przedmiotow nauczania, upatrujemy w roli
definicji i dowodu. W petni abstrakcyjny charakter poje¢ matematycznych wy-
maga, by polega¢ wylgcznie na ich definicyjnej charakterystyce, a w badaniu
ich wlasnosci i zwigzkow wzajemnych - na dedukcji (Legutko, Turnau 1989,
s. 13-14).






Rozdziat 4

Uzasadnianie stwierdzer matematycznych
W ujeciu antropomatematycznym

Dydaktycy matematyki prezentuja rézne opinie na temat terminologii stosowanej
dla okreslania czynnosci zwigzanych z uprawomocnianiem ogélnych stwierdzen ma-
tematycznych i zamiennego ich stosowania. Terminologia, cho¢ wazna, jest moze
mniej istotna od zalozenia, zeby

pojecie dowodzenia rozumie¢ dostatecznie szeroko. Nie nalezy ograniczal sig
tylko do wypowiedzi formutowanych wyraznie jako twierdzenia, ale wlgczyé
tez calg dedukcyjng aktywnosé mysli, az po rachunki, tj. realizacje algorytmow.
Dowodzenie w nieco wezszym sensie wigze si¢ z uzyciem w budowie dowodu
zaprawy logicznej, tj. jezyka rachunku logicznego (Hértig 1987, s. 77).

W tym rozdziale przedstawie teoretyczne podstawy antropomatematycznego podej-
$cia do rozumowan typu dowodowego. Postaram si¢ rozszerzy¢ i zinterpretowac po-
jecie dowodzenia na szkolny uzytek uprawiania matematyki. Zrédlem inspiracji do
napisania tego rozdziatu byla dla mnie m.in. praca G. Polya pt. Patterns of plausible
inference (2009)". Niektore z przemyslen autora przyjmuje jako teoretyczne zalozenia
wlasnego ujecia nurtu badan w dydaktyce matematyki nazwanego antropomatema-
tyka oraz okreslenia w tym nurcie terminu rozumowanie uzasadniajgce.

Wszelkie zalozenia poczynione przeze mnie dla antropomatematycznego podej-
$cia badawczego maja w zasadzie jeden cel. Realizujg pragnienie przekazania czytel-
nikowi, a w konsekwencji uwzglednienia w procesie nauczania, Ze matematyka jest
forma ludzkiej wyobrazni i pewnej czlowieczej wizji §wiata dostepnej dla wszystkich.
Jest sposobem myslenia czlowieka, nie wymaga posiadania jakiej$ szczegdlnej struk-
tury psychicznej i nieprawda jest, ze jest dostepna jedynie garstce powotanych. W ta-
kim ujeciu matematyka nie jest domeng prawd absolutnych, co przeczy powszechnie
panujacemu i przekazywanemu pogladowi?, a kwestia uznawania prawdziwosci ma-
tematycznych stwierdzen ogdlnych, cho¢ ma swoje szczegdlne uwarunkowania, ma
takze ludzkie oblicze. To fakt, Ze dowdd i rozumowania typu dowodowego sa spe-
cyficznym dla matematyki narzedziem orzekania o prawdziwosci, ale powinnismy

! Po raz pierwszy wydana w 1954, Princeton University Press.

? ,Matematyczne prezentacje, czy to w podrecznikach, czy w klasie, czesto postrzegane s3
jako autorytarne” (Davis, Hersh 1981, s. 282).
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przyjaé, ze nie jest to jedyny i najwazniejszy cel wprowadzania uczniéw w metodo-
logie matematyki. Kluczowa rola rozumowan uzasadniajacych w obrebie antropo-
matematyki jest promowanie myslenia matematycznego. Myslenia majacego Scisty
zwiazek z naturalnym dla czlowieka zdroworozsadkowym postrzeganiem $wiata
i wyrazajacym si¢ w czynnosciach intelektualnych ukierunkowanych na rozwiazy-
wanie matematycznych i niematematycznych zadan i probleméw oraz umiejetnosci
argumentowania stusznosci wtasnego zdania.

Rozpocznijmy od przypomnienia, ze historycznie uzasadnianie opieralo si¢
na przyblizonej zgodnosci uzyskiwanych wynikéw z empirig, a z chwilg uzyskania
sposobu dochodzenia do pozadanego wyniku - na autorytecie przekazu®. Zrédtem
wiedzy matematycznej byly wiec obserwacja, doswiadczenie, indukcja, analogia, czy-
li w istocie metody przyrodnicze. Przy takim nastawieniu oczywiscie mowy by¢ nie
mogto o dedukeji i dowodzeniu, a tym bardziej o aksjomatach i twierdzeniach. Istot-
na byla réwniez rola autorytetu w uznawaniu prawdziwosci. Takie byly prapoczatki
uznawania prawdy stwierdzen w matematyce. To wazne, by o tym pamietaé, szcze-
golnie w szkolnym nauczaniu, gdzie postuluje sie przestrzeganie zasady o indukcyj-
no-genetycznym rozwoju wiedzy matematyczne;j.

W poéiniejszych latach rozwoju matematyki rola empirii i autorytetu w uzna-
waniu prawdziwosci zdan w teorii matematycznej juz nie byla tak eksponowana, co
wecale nie znaczy, Ze zostaly zarzucone. Badania matematyczne, nawet wielkich auto-
rytetdw, maja swoje poczatki wlasnie w empirii (co potem nieraz skrzetnie ukrywa-
no), a $wiatlo dzienne maja szanse ujrze¢ juz tylko gotowe wytwory pracy naukowe;j.
Nastepnie spolecznos¢ zawodowych matematykdw uznaje poprawnos¢ przedstawio-
nego rozumowania i decyduje o tym, ze dany dowdd jakiej$ hipotezy wszyscy odtad
uznajemy za poprawny. Czasem bywa tak, ze rozumowanie, ktdre jest powszechnie
uznane za dowod jakiego$ twierdzenia, okazuje sie rozumowaniem blednym lub nie-
kompletnym. Historia rozwoju matematyki zna takie przypadki®.

Juz Platon argumentowal, Ze poszukiwanej pewnosci i niepodwazalnej prawdy
nie znajdziemy w rozumowych wnioskowaniach dedukcyjnych, gdyz prawdziwos¢
tezy we wnioskowaniu dedukcyjnym jest uzalezniona od prawdziwoséci przestanek
przyjetych jako punkt wyjscia do danego wnioskowania dedukcyjnego: jezeli prze-
stanki sg prawdziwe, to i wniosek jest prawdziwy. Aby zatem mie¢ pewnos¢ co do
prawdziwosci wnioskdw naszych rozumowan dedukcyjnych, musimy mie¢ pewno$é
co do prawdziwosci przyjetych w nich przestanek. W teorii aksjomatycznej takie
ugruntowywanie prawdziwosci przestanek nie moze przebiega¢ w sposéb nieograni-
czony, zatem weryfikacja nie moze by¢ petna.

3 Swiadcza o tym czesto spotykane w zrédtach egipskich i babilonskich wyrazenia ,,czyn po-
dobnie”, ,,postepowales stusznie” itp. (Duda 1995).

* Np. (wérod wielu innych) rozwigzanie problemu ,,czterech koloréw” z roku 1879, przyjete
jako poprawne, w 1890 okazalo si¢ zawiera¢ btad. Innym przyktadem jest odkrycie przez B. Russel-
la paradoksu w koncepcji aksjomatyzacji arytmetyki sformutowanej przez G. Fregego.
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Poszukajmy jeszcze innych przykladéw na to, iz pewno$¢ wiedzy naukowej
w matematyce, zasadzajaca si¢ na niepodwazalnosci rozumowan dedukcyjnych, nie
gwarantuje bezdyskusyjnej nieomylnosci tej wiedzy. Rozwazania filozoficzne pokazu-
ja, ze zaréwno procedur indukcyjnych, jak i dedukeyjnych nie mozna uzasadni¢ bez
odwolania si¢ do... nich samych (Chmielewski 2009). Najbardziej znanym przykla-
dem filozoficznej argumentacji, majacej stanowi¢ uzasadnienie dla rozumowania, kt6-
re samo si¢ uzasadnia, jest postugiwanie si¢ Zasada Indukcji Matematycznej (mozna
uznad, ze poniewaz postugiwanie sie tg zasadg powoduje pozytywne skutki w postaci
udowodnionych twierdzen, stanowi to zatem uzasadnienie do postugiwania sie zasada
indukgji w przysztoéci). Tym sposobem indukcja zostala uznana na jedyne narzedzie
mogace skutecznie uzasadnic ja sama. Z logicznego punktu widzenia mamy tu do czy-
nienia z bledem polegajacym na tym, ze zaktada si¢ co$, co dopiero mamy wykazac.
Zjawisko samouzasadniania K. Popper skomentowat tak:

To [...] co tgczy dedukcje i indukcje, mozna wyrazi¢ nastgpujgco: prawomocno-
Sci dedukcji nie mozna wykazaé w prawomocny sposéb, poniewaz sprowadza-
toby sie to do dowodzenia logiki za pomocg logiki, co jest blednym kotem. Taki
argument jednak, cho¢ polega na blednym kole, moze w istocie rozjasnic¢ nasze
poglady i umocnic¢ nasze zaufanie we wlasne sity. To samo dotyczy indukcji. By¢
moze, ze indukcja wykracza poza indukcyjne uzasadnienie, jednakze rozumo-
wanie indukcyjne o indukcji jest pozyteczne i pomocne, a moze nawet zgola nie-
zbedne (za: Chmielewski 2009).

Taka sytuacja wydaje sie akceptowad przyjmowanie za prawdziwe rozumowan, ktdre
nie posiadaja prawomocnych uzasadnien (samouzasadnialnych).

U podstaw tych wszystkich pogladéw znajduje sie swiadomos¢ pewnej dwoisto-
$ci matematyki (Krygowska 1981). Stad mozliwe sa wigc rozbieznosci w interpretowa-
niu przedmiotu matematyki, jej metod, jezyka oraz takich poje¢, jak precyzja czy in-
tuicja. Dla nauczania matematyki te rozbieznosci nie s3 obojetne. Zwré¢my uwage,
ze na poczatkowych etapach szkolnego ksztalcenia te przeciwstawienia matematyki
nie maja jeszcze znaczenia. Programowy formalizm redukuje si¢ tu do mniejszych
lub wigkszych wymagan dotyczacych pewnego stopnia $cistosci. Problem poglebia sie
w kolejnych latach nauki.

Te wszystkie niedopowiedzenia i rysy na ,nieskazitelnym” wizerunku mate-
matyki powinny mie¢ wplyw na przenoszenie tego obrazu w szkolnym jej naucza-
niu. Moze nie nalezy przywigzywa¢ zbytniej wagi do ksztaltowania powszechnego
przekonania, Ze wiedza matematyczna jest zawsze niepodwazalna i jedynie pewna,
a szkolne uzasadnianie stwierdzenn matematycznych nie powinno si¢ koncentrowa¢
na bezbtednym stosowaniu regul wnioskowania maksymalnie (na ile to mozliwe)
przypominajacego rozumowania formalne. W. Dunham pisze, ze aby ,,pozostaé przy
zdrowych zmystach”, trzeba uznad¢, ze
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dowod jest dowolng argumentacjg, ostroznie zeglujgcg po oceanie logiki i zmie-
rzajgcg do tego, aby rozwiac wszelkie wgtpliwosci i wykazac prawdziwos¢ twier-
dzenia (1994, s. 150).

Starajmy sie jednak nie rozgranicza¢ dwéch skrajnych opinii o roli i mozliwo-
$ciach dedukecji w dziatalnosci matematycznej, nie tylko na uzytek szkolny. Sprobujmy
oba te stanowiska pogodzi¢, narzucajac im obu antropomatematyczng perspektywe.
Ta perspektywa kaze uwzglednia¢ zarowno specyfike rozumowan matematycznych,
dedukgeje jako podstawowy sposéb rozumowania w matematyce, ale tez i naturalne
dazenie cztowieka do indukcyjnego rozumowania, powszechnego postugiwania si¢
konkretem, wptyw ludzkich intuicji i przekonan na przebieg proceséw myslowych
oraz, co wazne, spoteczny charakter dziatalno$ci matematyczne;j.

G. Polya (1954, 1964, 1975) podkresla szczegolna role intuicji, indukcji, ,,racjo-
nalnego zgadywania”, dostrzegania analogii i innych nieformalnych zabiegéw heury-
stycznych w uprawianiu matematyki.

Rozwazmy schemat postepowania czlowieka, ktory (jak pisze Polya) jest tak
ogolny, ze mozna go zauwazy¢ na prawie kazdym przykladzie, zaréwno wzietym
z zycia, jak i z matematyki. Zapowiadany schemat przedstawiony jest przez autora na
przykladzie rozumowania jednego z wiekszych matematykéw. Mowa jest o Eulerze
i jego stynnej hipotezie brzmigcej nastepujaco:

Dowolna liczba catkowita postaci 8n + 3 jest sumg kwadratu liczby catkowi-
tej i dwukrotnosci liczby pierwszej, czyli: jesli n €N to 8n + 3 = x* + 2p, gdzie
x jest liczbg catkowitq, a p jest liczbg pierwszg (Euler 1911, s. 120-121).

Jak mogtaby wyglada¢ naturalna droga weryfikacji takiej hipotezy? Prawdopodob-
nie kazdy, kto chcialby przekonac sie o jej prawdziwosci, rozpoczatby od rozwazania
kolejnych liczb naturalnych # i poszukiwania odpowiednich liczb x i p. Tak postapit
Euler i przede wszystkim zweryfikowat ja dla wielu przypadkéw szczegdlnych.
Przedstawmy wynik takiej weryfikacji hipotezy dla liczb n=1, 2, ..., 10. Mamy:

Tabela 4.1
n 8n+3 x P x*+2p
1 11 1 5 1+ 2%5
2 19 3 5 9+ 2x5
3 27 1 13 1+2x13
4 35 1(3)(5) 17 (13) (5) 1+ 2x17 (9 + 2x13) (25 + 2x5)
5 43 3 17 9 +2x17
6 51 5 13 25 +2x13
7 |59 1(5) (7) 29 (17) (5) 1+ 2x29 (25 + 2x17) (49 + 2x5)
8 67 3 29 9+ 2x29
9 |75 1(7) 37 (13) 1 +2x37 (49 + 2x13)
10 |83 13)(5)(7) | 41(37) (29) (17) :XZIX;)I (9 +2x37) (25 + 2x29) (49

~
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Gdybysmy poddali powyzsze rozumowanie naturalnemu biegowi ludzkiej mysli,
oczywiste jest, ze nabieramy intuicyjnego przeswiadczenia, ze hipoteza jest prawdzi-
wa. Mozemy takie empiryczne badanie kontynuowa¢, ale nawet jesli zweryfikujemy
hipoteze dla n = 1000000, jasne jest (dla kazdego matematyka), ze nie oznacza to, iz
jej w ten sposob dowiedlismy.

Jednak naturalne i przekonujace jest pojawiajace sie w nas intuicyjne odczucie,
ze kazda kolejna weryfikacja czyni rozwazang hipoteze coraz bardziej wiarygodna.

Przypusémy, ze kontynuujemy nasze badanie dla n = 11. Wtedy 8xn+3 = 91. Po-
jawia sie pytanie, czy liczba 91 spelnia hipoteze Eulera?

Oczywiscie s3 dwie mozliwosci: TAK lub NIE. Zapiszmy to symbolicznie ozna-
czajac:

A - hipoteza Eulera;

B - wniosek z hipotezy Eulera (czyli zachodzenie rozwazanej wiasnoéci dla
n=11).

Wciaz jednak nie wiemy, czy A i czy B jest prawdg. Wiemy jednak, ze praw-
dziwa jest implikacja: A=B (dla wszystkich mozliwych podstawien logicznych zdan
A i1 B). Moga zatem zaj$¢ dwa przypadki’:

1. A=B
B - falsz
A - falsz

W takiej sytuacji mamy klasyczny znany matematykom wzorzec rozumowania mo-
dus tollens dajacy bezsprzeczna odpowiedz na pytanie o prawdziwo$¢ hipotezy. Ale
mozliwy jest rowniez przypadek nastepujacy:
2. A=B
B - prawda

Co sie stanie, jesli B okaze si¢ prawda?
Sprawdzmy, jak jest w naszym przypadku (kontynuujgc zapis uzyty w tabeli 4.1
dla n=11). Wtedy mamy:

Tabela 4.2
n 8n+3 X p xX+2:p
11 91 3(9) 41 (5) | 9+2-:41(81+2:5)

Nie mamy wigc niestety wyraznego, logicznie ugruntowanego koncowego wniosku
(tak jak to byloby, gdyby B okazato si¢ falszem). Nasza pozytywna weryfikacja konse-
kwencji B nie dowodzi przeciez hipotezy A.

° Zapis jest utrzymany w konwencji przyjetej w logice, gdzie wyrazenia nad linig pozostaja ze
soba w koniunkcji, a pozioma linia, ktéra je podkresla, symbolizuje wynikanie.
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Jednak kazda taka kolejna pozytywna weryfikacja czyni wyjsciowa hipoteze
A bardziej wiarygodna. Otrzymujemy wiec (konstatuje Polya) podstawowy schemat
myslenia czlowieka:

A=B

B - prawda
A - bardziej prawdopodobna

Pokazali$my tu pewien ogdlny wzoér myslenia, ktdry Polya nazywa podstawo-
wym schematem indukcyjnym (fundamental inductive pattern) lub krocej schematem
indukcyjnym. Taki wzorzec rozumowania nie jest niczym dziwnym. Wrecz przeciw-
nie, wyraza przekonanie, w ktére zadna rozsadna osoba zdaje si¢ nie watpié: kazdy
kolejny pozytywny wynik weryfikacji danej hipotezy powoduje, ze staje si¢ ona bar-
dziej wiarygodna. W taki sposob czesto przeciez rozumujemy w zyciu codziennym,
w sprawach zwigzanych ze sprawami sadowymi, w nauce itp. Opisy rozumowan
tego typu mozna czasem spotka¢ w literaturze z zakresu matematyki i jej dydakty-
ki. Mamy naturalna tendencje do akceptowania jakiejs prawdy, gdy potwierdzaja ja
w miare liczne eksperymenty.

Nie zamierzam przekona¢ czytelnika, Ze uznawanie prawdziwosci wnioskow
ogolnych na podstawie potwierdzenia dla kilku przypadkéw szczegélnych nalezy
uznawaé za matematycznie zadowalajacy sposdb uzasadnienia tej prawdziwosci.
Chce jednak podkresli¢ naturalnos¢ i powszechnos¢ ludzkiego myslenia bazujacego
na intuicyjnie przyjmowanym zalozeniu o regularnosci lub stalosci otaczajacych nas
zjawisk. W odniesieniu do matematyki ludzkie odczuwanie harmonii, regularnosci
i stalosci pewnych zwigzkéw jest naturalne. Czasem bywa ono nieu$wiadomionym
przestaniem towarzyszacym dziatalnos$ci w obrebie matematyki, na wysokim pozio-
mie tej dzialalno$ci. Oczywiscie w miare doswiadczony matematyk nie zadowoli si¢
jedynie intuicyjnym odczuciem, on zna zasady uznawania prawdziwosci w matema-
tyce, a takze do$wiadczyt sytuacji, w ktérych pozorna regularnos¢ i stalos¢ zawiodla.
Jednak i on wie, ze takie okoliczno$ci nie sg zbyt liczne i czgste, a znakomita wigk-
szo$¢ hipotez potwierdzanych zachodzeniem w konkretnych przypadkach szczegol-
nych w ogélnym rozrachunku takze okazuje si¢ by¢ prawdziwa.

Na intuicjach zwigzanych ze staloscia zjawisk w obrebie matematyki czasem ba-
zuje si¢ w rozwazaniach natury dydaktycznej. Przedstawie przyktad proponowanego
w literaturze postepowania dydaktycznego ukierunkowanego na odkrywanie przez
uczniéw w klasie szkolnej zasady otrzymywania wyniku mnozenia liczb calkowitych
(za Freudenthalem w: Turnau 1990). Zasade, wedtug ktdrej proponuje si¢ tu rozumo-
wad, nazywa sie zasadg permanencji. Wnioskowanie przebiega nastepujaco.
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Obserwujemy ponizsze serie iloczynéw i wnikamy w regularnosci zachodzace
w tych seriach:

3:3=90 3:3=90
2:-3=6 3:2=6
1-3=3 3-1=3
0-3=0 3:0=0

Wyciggamy wniosek, ze w kazdym kolejnym mnozeniu jeden z czynnikdéw tego mno-
Zenia zmniejsza si¢ o 1, a drugi czynnik sie nie zmienia. Wynik natomiast za kazdym
razem zmniejsza si¢ o 3. Nie ma powodu, aby nie miatoby tak by¢ w dalszym ciggu.
Zatem kontynuujmy:

3:3=9 3:3=9
2:3=6 3:2=6
1-3=3 3-1=3
0-3=0 3:0=0
-1):3=-3 3-(-1)=-3
(-2) 3=-6 3(-2)=-6
(-3):3=-9 3(-3)=-9

Otrzymujemy pierwsza zasade postepowania: je$li mnozymy liczbe ujemna i dodat-
nig, to wynik jest ujemng wartoécig iloczynu modutéw czynnikéw mnozenia.

Kontynuujgc wnioskowanie, rozwazamy inne serie dziatan (wykorzystujacych
zasade wlasnie odkrytg):

(2)3 =6 3:(2)=-6
(2): 2 =-4 2 (2)=-4
(2)- 1 =2 1-(:2)=-1
(20 =0 0-(2)=0
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W kolejnych zapisach jeden z czynnikéw rowniez malal o 1, natomiast wynik
za kazdym razem wzrastal o 2. Intuicyjne odczucie stalosci obserwowanych zmian
powoduje, ze mozemy postulowa¢ kontynuowanie tej regularnosci. Zatem mozemy
zapisac:

(23 =-6 3 (-2)=-6
(22 =-4 2 (-2)=-4
(21 ==2 1 (-2)=-2
(2)-0 =0 0-(-2)=0
(2)- (D=2 () (=2
(2)- (2= 4 (2)- (=4
(2)-(-3=6 (3) (=6

Whiosek z takiej obserwacji i zastosowania zasady permanencji jest nastepujacy:
mnozac dwie liczby ujemne otrzymujemy wynik dodatni, bedacy iloczynem bez-
wzglednych wartosci czynnikow.

Przedstawione wnioskowanie dalekie jest od poprawnego rozumowania uogoél-
niajacego wlasnosci dzialan w zbiorze liczb catkowitych (Turnau 1990, s. 139). Whnio-
skujemy tutaj bazujac na intuicyjnym odczuciu stalosci (permanencji) wybranych
zaleznoéci matematycznych. Idea geometryczno-algebraicznej zasady permanencji
bywa stosowana w nauczaniu niejednokrotnie i pozwala wyciaga¢ z tej niezmienno-
$ci daleko idgce wnioski. Uczniowi (lub studentowi studiéw nauczycielskich) winni
jestesmy odpowiedz na pytanie: dlaczego czasem wolno nam wyciaga¢ wnioski na
drodze rozumowania indukcyjnego, podczas kiedy w innych sytuacjach uznajemy
takie myslenie za karygodne?

Tej odpowiedzi moze oczywiscie uczacemu sie udziela¢ m.in. przezywanie do-
$wiadczen pokazujacych zawodnosé¢ indukcyjnego sposobu wnioskowania. Rozwaz-
my odpowiedni przyktad (Dunham 1994, s. 150) i wezmy pod uwage nastepujaca
hipoteze:

Rozktadajgc dodatnig liczbe catkowitg n na wielomian
f(n) =n”-28n°+ 322n° - 1960n* + 6769n° - 13132n° + 13069n - 5040 (*)

zawsze w wyniku otrzymamy te samgq liczbe catkowitg n. Oznacza to, ze f(n) = n
dla dowolnej liczby catkowitej n.
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Czytelnik przyzna, ze weryfikowana hipoteza ma dos¢ ,,sztuczng” postaé, a jej geneza
wymyka sie intuicji. Jednak i tu, tak jak poprzednio, oczywistym punktem wyjscia dla
oceny prawdziwos$ci hipotezy (dla zdroworozsagdkowo postepujacego czlowieka) jest
jej sprawdzenie dla kilku poczatkowych liczb naturalnych.

Tabela 4.3

n fin)
1 |1+28+322-1960+6769-13132-5040 = 1

2 | 27-28(2)5+322(2)°-1960(2)*+6769(2)*~13132(2)*+13069(2)-5040 = 2

3 [37-28(3)5+322(3)°-1960(3)*+6769(3)*~13132(3)>+13069(3)-5040 = 3

Sprawdzanie mozemy cierpliwie kontynuowac.

Tabela 4.4

n fin)
47-28(4)+322(4)°-1960(4)*+6769(4)*~13132(4)*+13069(4)-5040 = 4

57-28(5)5+322(5)°-1960(5)*+6769(5)*~13132(5)2+13069(5)-5040 = 5

67-28(6)%+322(6)°—1960(6)*+6769(6)*~13132(6)?+13069(6)-5040 = 6

N o oA

77-28(7)%+322(7)°-1960(7)*+6769(7)>~13132(7)?+13069(7)-5040 = 7

Sprawdzenie az siedmiu przypadkéw wydaje si¢ nas upewnia¢ (pisze Dunham),
ze faktycznie hipoteza jest prawdziwa dla dowolnej liczby . Jednak podstawienie n =
8 prowadzi do nastepujacej konstatacji:

Tabela 4.5

n fin)
8 |87-28(8)5+322(8)"~1960(8)*+6769(8)*~13132(8)2+13069(8)-5040 = 5048

Zatem nasza hipoteza upada, pomimo iz wysoce prawdopodobna (az po siedmiu
probach!) byta jej prawdziwos¢.

Taka sytuacja byta do przewidzenia dla autora rozwazanej hipotezy, ktéry postacé
wielomianu poddawanego badaniu otrzymal po przemnozeniu i uporzadkowaniu
czlonéw wyrazenia:

f(n) =n + [(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)(n-7)] ~ ().

Wida¢, ze dla n = 1,..., 7 wyrazenie w nawiasie kwadratowym bedzie si¢ zerowac,
co zapewnia nam zachodzenie postulowanej rownosci: f(n) = n. Natomiast juz dla n
=8 mamy f(8§) =8 +[7-6-5-4-3-2-1]=8+7!. Podobnie bedzie dalej: {(9) =
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9 + 8!, f(10) = 10 + 9! itd. Wida¢, ze indukcyjny sposob sprawdzania poprawnosci
badanej hipotezy okazal si¢ zawodny. Sprawita to pewna przewrotno$¢ jej autora.
Gdyby bowiem osoba dokonujaca weryfikacji znata badang réwno$¢ w postaci (**),
moglaby rozumowac opierajac si¢ nie tylko na jej rachunkowym sprawdzaniu, tak
jak to mam miejsce odnosnie (*). Wtedy prawdopodobnie kilka indukcyjnych préb
zasugerowatoby fakt zerowania si¢ cze$ci wyrazenia w nawiasie kwadratowym.

Dyskusyjna jest kwestia naturalnosci czy wrecz etycznosci przykladdw tego typu,
cho¢ bez watpienia spelniaja one funkcje poznawcza. Pokazuja omylnosé¢ wniosko-
wania indukcyjnego. Dzieje sie to jednak (przynajmniej w opisanym przypadku) na
gruncie nienaturalnym, oderwanym od sfery przekonan i intuicji ludzkich, bo jakiez
intuicje mozna mie¢ patrzac na rowno$¢ (*)? Takie przyklady nie sg interesujace z an-
tropomatematycznego punktu widzenia.

Przedstawione wyzej rozumowanie indukcyjne jest czgsto naiwne i zawodne,
ale mimo swej prostoty bardzo warto$ciowe, szczegélnie w kontekscie szkolnego na-
uczania-uczenia si¢ matematyki:

Warto z tych instrukcji w nauczaniu matematyki w szerokim zakresie korzystaé,
stabszym uczniom indukcyjne préby sugerowac i utatwiac im dostrzeganie ogol-
nego schematu w kilku szczegolnych twierdzeniach (Krygowska 1977, s. 113).

M. Otte pisze:

Wiele [obiektow matematycznych] pojawia sie przez wyobrazenia i intuicje, cza-
sem przez obserwacje... jak przez indukcyjnie otrzymane rezultaty wskazywany
jest kierunek dla argumentow dedukcyjnych (Otte 1994, s. 301).

G. Polya w swojej pracy (2009) poddaje schemat indukcyjny dalszym omodwie-
niom. Pisze mianowicie (i z tym trudno si¢ nie zgodzi¢), ze nie kazda pozytywna
weryfikacja hipotezy ma jednakowg warto$¢ przekonujaca dla badajacego jej praw-
dziwos¢ cztowieka. Autor stwierdza, ze duze znaczenie ma podobienstwo lub ewen-
tualne roznice w formie kazdego kolejnego kroku procesu indukcyjnej weryfikacji.

Wréémy do hipotezy Eulera i wyobrazmy sobie kolejne kroki jej weryfikacji (dla
n>11). Dla n = 12 mamy:

Tabela 4.6

n 8n+3 x| p X+2-p

12 99 5| 37 25+2-37

Widzimy, ze dla n = 12 hipoteza Eulera rowniez zachodzi (sam Euler sprawdzit
jej prawdziwo$¢ kolejno az do n = 24). Ogdlnie zapiszmy sposob wnioskowania w tej
sytuacji:
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A - hipoteza Eulera;

B_ - wniosek z tej hipotezy dla konkretnej liczby # (w naszym przypadku B, ).

Otrzymujemy wniosek, ktéry nie rézni sie zasadniczo od wcze$niej analizowa-
nego podstawowego schematu indukcyjnego:

A =B

B - prawda i, dodatkowo, Bn jest wnioskiem bardzo podobnym do wcze$niej
zweryfikowanych B.B,...B |

A jest tylko troche bardziej wiarygodna

Tak mysli cztowiek zawsze wtedy, kiedy kolejne sprawdzenie badanej hipote-
zy jest ze swej natury stosunkowo podobne do poprzednio sprawdzonych. Nastep-
ne kroki sprawdzania sg zblizone, nie otrzymujemy nic zaskakujacego, mozna
sprawdza¢ dalej, a kazda weryfikacja systematycznie uprawdopodabnia badang hi-
poteze.

Zasadniczo inna (z punktu widzenia naturalnego odczuwania czlowieka) jest sy-
tuacja, kiedy kolejna weryfikacja B_hipotezy A znacznie rézni si¢ od poprzednio wy-
konanych sprawdzen B, B, ..., B_, jesli jest zaskakujgca. Przekonanie o prawdziwo-
$ci hipotezy wzrasta silniej. Rozwazmy to na przykladzie weryfikacji innej hipotezy:

Pole powierzchni bocznej stozka Scigtego wyraza si¢ wzorem (np. rys. 22):

P =R +r)\/(R—1)2+ h2.

Rys. 22
Zmatematyzowany wywod prawdziwosci uzasadnianego wzoru mogtby

uwzglednic¢ fakt, Ze najrozsadniej bedzie otrzymac szukang wielko$¢ odejmujac pole
malego stozka (o promieniu podstawy r) od pola duzego stozka (o promieniu pod-
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stawy R). Korzystajagc ze znanego wzoru na pole powierzchni bocznej stozka mamy
wtedy réwnosé:

P=R(s+1t)—mrt =nRs + Rt — mrt = n[Rs + (Rt — rt)].
Zmierzajac do dowodzonej postaci wzoru, musimy wyeliminowa¢ z niego dtugosci

tworzacych tis. W tym celu rozwazmy rysunek bedacy przekrojem pionowym wyj-
$ciowego stozka (rys. 23):

A
h t
H
B r C
-3
D
R F E

Rys. 23

Z podobienstwa trojkatow ABC i ADE na tym rysunku wynika réwnosc:

s+t
& - Czyli Rt = (s + t) lub Rt - rt = rs. Otrzymane wyrazenie mozemy teraz

wstawi¢ do wyjsciowego wzoru i zapisaé:

P=ns (R + r). Po czym korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata CEF mamy
réwnosc: s= /(R —r)? + h2, co ostatecznie daje wyjsciowy i uzasadniany w tym
zadaniu wzor:

t
r

P=nR+1JR—7)2+ hZ

Kto$ mniej wprawny matematycznie i wiedziony checig jakiegokolwiek potwier-
dzenia tego wzoru mogtby weryfikowaé go poprzez rozpatrywanie réznych mozli-
wych relacji pomiedzy dtugo$ciami R, r, H i h. Wtedy:

B,: Jesli R = r liczymy powierzchnie boczng walca. Wtedy szukane pole wynosi:
P =n(2r)Vh? = 27wh. Otrzymalismy znany wz6r na pole powierzchni bocznej
walca o promieniu r i wysokosci h. Wyjsciowa hipoteza przeszta pomyslng we-
ryfikacje.
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B,: Jesli r = 0 (lub inaczej h = H) liczymy powierzchnig stozka o promieniu pod-
stawy R i wysokoéci h. Otrzymujemy P =nRVR? + h?. Ten wzér réwniez jest
powszechnie znany, zatem kolejna weryfikacja zakonczyla si¢ pomyslnie.

B: Jesli h = H = 0. Nasza sytuacja redukuje si¢ do znalezienia pola
P=7(R + r)y/(R —1)?, co wobec faktu, ze R > r daje réwnos¢: P = w (R + 1)
(R - r) i w rezultacie: P = 7R’ - 7. Otrzymali$my znéw znany wzor na pole
pierscienia na plaszczyznie. Sprawdzenie ponownie zakonczyto si¢ pomyslnie.

B,:Jeslih=H=0ir=0mamyP=nRVR*= TR? . Otrzymany wzor jest najbar-
dziej znanym uczniom wzorem ze wszystkich otrzymanych poprzednio, jest to
wzor na pole kola o promieniu R.

Odkrycie wniosku B, moze mie¢ dla niewprawnego ucznia duza warto$¢ przekonu-
jacg. Otrzymat dobrze sobie znany i czgsto uzywany wzér — to moze by¢ zaskoczenie
i potwierdzenie stusznosci analizowanej hipotezy. Zasada myslenia jest tu nastepu-

jaca:

A=>B

B - prawdaiB bardziej rézni si¢ od poprzednio zweryfikowanych
wnioskéowB , B, ..., B

n-1

A - duzo bardziej prawdopodobna

Oba uszczegdélowione wzory indukcyjne moéwia (wg G. Polya) o tym, ze spraw-
dzanie kazdej konsekwencji wzmacnia naszg wiare w prawdziwo$¢ wyjsciowej hipo-
tezy. Jednak weryfikacja pewnych konsekwencji wzmacnia nasze przekonanie bar-
dziej niz inne. To przekonanie jest wieksze, gdy kolejno weryfikowany wniosek ma
postac istotnie réznigca si¢ od zweryfikowanych poprzednio. Im bardziej niewiary-
godne jest kolejne sprawdzenie (B ) hipotezy, tym bardziej staje si¢ ona wiarygodna
dla czlowieka, ktory ja weryfikuje.

Faktycznie kazdy z nas mysli podobnie w zyciu codziennym. Pewne wydarzenia
majg silniejszg moc przekonywania niz inne. Polya ilustruje to nastepujacym przy-
ktadem. Ot6z wyobrazmy sobie, Ze kto$ zostaje oskarzony o podpalenie jachtu, a do-
wodem na to jest potwierdzenie zakupu pewnej iloéci dynamitu. Taki dowdd jest
bardzo istotny. Dlaczego? Poniewaz zakup dynamitu przez zwyklego obywatela jest
niezwyktym wydarzeniem samym w sobie. Natomiast taki zakup jest calkowicie zro-
zumialy, jesli nabywca zamierza wysadzi¢ co$ lub kogo$ lub zawodowo zajmuje si¢
np. wyburzaniem niepotrzebnych budowli. Wtedy wnioskujemy inaczej.

Jesli zatem pewna przestanka jest wrecz niewiarygodna, a przy tym prawdziwa,
ma ona dla czlowieka wigkszg moc przekonujacy. Takie rozumowanie potwierdza
istnienie nastepujacego modelu rozumowania:
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A=B

B - prawda i B jest bardzo malo prawdopodobne

A - znacznie bardziej wiarygodne

W przeciwienstwie do nastepujacego schematu:

A=>B

B - prawda i B jest calkiem prawdopodobne

A - jest tylko troche bardziej wiarygodne

Te wszystkie schematy indukcyjne pokazuja, jak rozumujemy w Zyciu codzien-
nym. Nie méwig o poprawnym matematycznym uprawomocnianiu stwierdzen ogol-
nych. Obrazuja one sposob, w jaki czlowiek rozumuje o prawdziwosci lub falszywosci
postawionych hipotez, rozwazajac w tym celu konkretne przyktady. Oddaja natural-
ny sposob poszukiwania prawdy przez czlowieka.

Jest to delikatna i intuicyjna sfera ludzkiego rozumowania, ktéra bywa zaniedby-
wana w akcie tworczo$ci matematycznej, gléwnie w warunkach szkolnych. Wyobraz-
my sobie bowiem potencjalny klasyczny przyktad sytuacji szkolnej, w ktorej uczen
odkrywa jakas hipoteze albo tez zostaje mu ona zasugerowana przez nauczyciela. Przy
czym taka sytuacja, w ktdrej uczen samodzielnie formuluje hipotezy, nie jest zdarze-
niem czestym na lekcjach matematyki®. Tak czy inaczej, w pewnym momencie uczen
zostaje ,,przymuszony” do weryfikacji postawionej hipotezy (o prawdziwosci ktorej
najczesciej juz jest catkowicie przekonany). Ma on wtedy gléwnie dwie mozliwosci:

1. Uzasadni¢ prawdziwos¢ intuicyjnie, przez odwotanie si¢ do przykladéw i in-

tuicyjnie przekonujacych rozumowan (ktérych wartos¢ przekonujaca jest
uzalezniona czasem od przebiegu takiego sprawdzania);

2. ,Wyprowadzi¢” nowe prawo z innych praw juz wczesniej uznanych (czyli

przeprowadzi¢ rozumowanie przynajmniej zblizone do dedukcyjnego)’.

¢ Z. Krygowska pisze, ze to do zadan nauczyciela nalezy: ,systematyczne organizowanie sy-
tuacji, w ktorych uczen bedzie uczyl si¢ dostrzega¢ i formutowa¢ nowe zadania, startujac z dobrze
poprzednio sformutowanego i rozwigzanego zadania - Zrédta. W ten sposob zyskuje si¢ to, ze uczen
nie znajdzie si¢ od razu w sytuacji zupelnie otwartej. Poczatkowo zdobywa si¢ na nieznaczne mody-
fikacje rozwiagzanego poprzednio zadania, kurczowo trzymajac si¢ znanego juz wzorca, ale stopnio-
wo jego odwaga i swoboda wzrastajg, matematyczny horyzont si¢ rozszerza, uczen rozglada sie we
wszystkich kierunkach, coraz wigcej widzi, coraz wigcej faktéw kojarzy” (1977, s. 104).

7 Na nizszych etapach edukacji, w szkole podstawowej i gimnazjum, podstawa dedukgji nie
jest raz na zawsze ustalona i jawna. Organizujemy dedukcyjnie tyko odpowiednio dobrane partie
materialu. Znaczy to, ze przyjmujemy w drodze obserwacji i doswiadczenia pewne fakty bez dowo-
du, a dalej na tej podstawie wyprowadzamy kilka nastepnych twierdzen juz na drodze rozumowa-
nia; proces ten po pewnym czasie przerywamy, powracajac do metod empirycznych i obserwacji.
Cykl ten powinien si¢ powtarzac.
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Uczen musi dokona¢ wyboru odpowiedniej drogi. Tak naprawde jednak ten wy-
bér dotyczy rozstrzygniecia: czy zachowac si¢ naturalnie, tzn. odwola¢ si¢ do intuicji
i przykladéw, ktére majg dla ucznia duza warto$¢ przekonujaca, czy tez wykonac pe-
wien rytual, ktéry zadowoli nauczyciela, ale tak naprawde nic nowego nie wnosi do
wiedzy ucznia. Chee przekonacé czytelnika, Ze to tylko naszym poboznym Zyczeniem
jest, aby uczen z wlasnej woli wybral te druga ze wskazanych drég postepowania.

Schematy rozumowania opartego na indukcji przedstawione przez G. Polya kaza
zwrdci¢ uwage na subtelno$¢ myslenia cztowieka w sytuacji, kiedy aktywnie bada on
wiarygodnos¢ jakiegos stwierdzenia ogélnego, wykorzystujgc do tego rozumowanie
w konkretnym przypadku. Matematycy i nauczyciele w swoich dzialaniach nauko-
wych i dydaktycznych upraszczajg takie rozumowania do dwdch schematow:

1. dla stwierdzenia falszywosci hipotezy wystarczy jeden przyktad;

2. aby pokaza¢ prawdziwo$¢ badanej hipotezy, nie wystarczy jeden przyklad

(lub nawet wiele przykladow).

Takie uproszczenie nie jest dla ucznia oczywiste, wymaga posiadania wielu do-
$wiadczen w postugiwaniu sie przykladem w rozumowaniu matematycznym. Idac
§ladem przekazu Polya, takie do$wiadczanie nie moze by¢ jednostronne i polegaé
na konsekwentnym negowaniu postugiwania si¢ przez ucznia przykltadem dla upra-
womocniania stwierdzen ogélnych. Natomiast nauczyciele nierzadko sami wyciagaja
wnioski ogélne na podstawie analizy jednego lub kilku przykladéw. Czesto na szkol-
nych lekcjach matematyki proces dydaktyczny organizowany przez nauczyciela ma
taki wlasnie przebieg:

e rozwazamy jakas sytuacje realng lub jakis konkretny przyktad,

e analizujemy ten przypadek szczegdlny i na podstawie tej analizy wysnuwamy

wnioski natury ogdlne;j.

Zilustruje takie postepowanie dydaktyczne przykladem pochodzacym z pod-
recznika do matematyki dla klasy IV szkoly podstawowej. Przyktad dotyczy lekcji,
ktérej gtownym celem jest odkrycie sposobu postepowania przy mnozeniu liczby na-
turalnej przez utamek zwykly. Proponuje si¢ uczniowi (w tym podreczniku) rozstrzy-
gniecie kwestii ilosci soku malinowego przechowywanego w piwnicy przez babcig
w pollitrowych butelkach, ktérych na poétce stoi 7 sztuk. Postulowane postepowanie
ucznia jest nastepujace:
1+1+1+1+1+1+1

1 1 1 1 7
Jo=—d 4ttt to= =2
2 2 2 2 2 2

. . o N 1_7 . .
Otrzymujemy zatem réwno$¢ (nazwijmy ja K): 7 - =3 skad plynie prosty wniosek,
nazwijmy go H (formulowany przez dzieci na podstawie obserwacji tego przyktadu):

Mnozgc liczbe naturalng przez utamek, mnozymy jg przez licznik tego utamka,
a mianownik pozostawiamy bez zmian.
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Whiosek ma juz nature ogdlng i oczywiscie trzeba mie¢ nadzieje, ze nauczyciel
odpowiednio zadbatl o ,.eliminacje konkretnoséci” tego przykladu (a moze tylko roz-
wazono jeszcze inne przyklady?). Jednak istnieje duze prawdopodobienstwo, ze dla
ucznia sposob wnioskowania byl prosty: co$ zadziatalo na jednym (lub kilku) przy-
kladach, to znaczy, ze dziala zawsze.

Rozumowanie wygladalo tu nastepujaco:

K=H

K — prawda
H — prawda.

Jednak o fakcie, ze implikacja K=H jest prawdziwa, wie w tej sytuacji tylko na-
uczyciel (na podstawie swojej wiedzy matematycznej), a ta prawdziwo$¢ nie wynika
z przeprowadzonego tu rozumowania. Dla ucznia jednak cala sytuacja jest (praw-
dopodobnie nieuswiadomionym) wycigganiem ogélnych wnioskéow na podstawie
rozwazania konkretnych przyktadéw. Jesli taka sytuacja powtarza sie czesto, uczen
nie wie, jaka role naprawde pelni przyklad w uzasadnianiu stwierdzen natury ogélne;j
(Frudenthal 1989).

Takie refleksje kazg nam bardziej drobiazgowo rozwazy¢ role konkretu w rozu-
mowaniu uzasadniajgcym oséb na réznym poziomie wiedzy i doswiadczenia mate-
matycznego. Negowanie postugiwania sie przyktadami w celu argumentowania po-
woduje zubozenie mozliwych do zastosowania $rodkow tej argumentacji i powoduje
zbyt duzy rozziew pomiedzy stosowaniem umiejetnosci argumentowania w zyciu
a jej stosowaniem na gruncie matematyki, szczegdlnie na etapie zywej tworczosci
matematycznej, nawet w szkolnym jej ujeciu.

Zgubne skutki takiego postepowania moga przejawiaé si¢ bezradnoscig ucza-
cego sie w momencie, gdy nie potrafi on stworzy¢ dedukcyjnie ukierunkowanego
rozumowania jakiego$ stwierdzenia. Wtedy Zaden inny sposéb nie przychodzi mu na
mysl. Obserwowalam te bezradnos¢ na przykltadzie rozwigzywania ponizszego zada-
nia przez studentow trzeciego roku nauczycielskich studiow matematycznych.

Znajdz jakiekolwiek uzasadnienie faktu, ze obszar powierzchni bocznej stozka
Scietego wyraza si¢ wzorem P = (R + r).

Rys. 24
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Zaden z 45 studentéw nie wyszedl poza proby wyprowadzenia tego wzoru
w przypadku ogdlnym (prébujac bada¢ réznice pomiedzy polem powierzchni duze-
go i matego stozka). W szczegdlnosci nikt nie przeprowadzit badania zblizonego do
opisanego przeze mnie wczesniej (polegajacego na badaniu wzoru dla szczegdélnych
wartosci 7, R, h i H). Taka sytuacja moze niepokoi¢ w kontekscie tego, ze badani
w przyszloéci jako nauczyciele prawdopodobnie beda uczniom przekazywaé nie-
uswiadomione przekonanie, ze finalnym i jedynym dopuszczalnym efektem rozu-
mowania uzasadniajgcego ogdlne stwierdzenie matematyczne musi by¢ co$ na ksztalt
formalnego dowodu matematycznego. Tymczasem

0g6Inos¢ nie jest charakterystyczng cechg dowodéw. Opracowywanie przypad-
kow szczegolnych lub pojedynczych moze by, po pierwsze, bardzo wydajne przy
nauczaniu dedukowania, a po drugie, gdy pézniej ma nastgpi¢ uogélnienie, sta-
nowi czesto glowng cze$¢ pracy, istotng ideg dowodu (Hartig 1987, s. 80).

By¢ moze studenci, przyszli nauczyciele matematyki, nie rozumiejg istoty rozumowa-
nia typu uzasadniajgcego.

Celem powyzszych rozwazan nie jest proba przekonania czytelnika, ze nale-
zy zrezygnowac z uczenia w szkole rozumowan opartych na klasycznych zasadach
wnioskowania dedukcyjnego. Trwamy mocno przy przekonaniu, Ze dowody i ro-
zumowania dedukcyjne powinny by¢ Zywe w nauczaniu matematyki, zgadzajac si¢
w pelni ze stowami B. Noweckiego:

w dydaktyce metody matematycznej musimy uwzglednic¢ zaréwno czynnik in-
tuicyjny jak i formalny. Istotne jest jednak to, iz ze wzgledéw czysto dydaktycz-
nych w pewnych okolicznosciach dopuszczamy do przewagi intuicji, w innych
celowo i swiadomie akcentujemy mocno strong formalng rozumowan. Zachowa-
nie réwnowagi miedzy doswiadczeniem, intuicjg, rozumowaniem naturalnym
i zmystowym spostrzeganiem z jednej strony a rozumowaniem formalnym z dru-
giej w nauczaniu matematyki jest jednym z waznych problemdow wspélczesnej
dydaktyki matematyki (1978, s. 13).

To, co istotnie wynika z antropomatematycznego podejscia do analizowanego
zagadnienia, to konieczno$¢ $wiadomego ustalenia zasad i dopuszczalnych sposobow
weryfikowania hipotez matematycznych, zaréwno przez nauczyciela jak i (co waz-
niejsze!) przez ucznia. Powinni$my przesta¢ ufac, ze tego typu elementy wiedzy prze-
nikajg samoistnie do struktury matematycznego zasobu wiadomosci i umiejetnosci
uczniow w trakcie lat nauki szkolnej®. Uczenie stosowania matematycznych sposo-
béw uprawniania stwierdzen natury ogdlnej powinno by¢ specjalnie zaplanowane,
sukcesywne i diugotrwate, a co najwazniejsze — ujawnione i u§wiadomione uczniom.
Poki co brak takiego zaplanowanego procesu, potwierdzaja to miedzy innymi moje
badania dokumentdw oswiatowych, ktore zostang opisane w rozdziale 6.

# Badania dydaktyczne, réwniez te, ktore beda przedmiotem opisu w rozdziale 6, pokazuja,
ze tak nie jest.
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Istniejaca obecnie sytuacje mozna krotko podsumowacé nastepujaco: na Ii 1l eta-
pach edukacyjnych jawnie o metodzie matematycznej nie mowi si¢ wcale, czasem
tylko (z nieznanych uczniowi powoddéw) nauczyciel wymaga specjalnego sposobu
uzasadniania oczywistych dla uczniéw faktéw. Na III etapie edukacji (w gimnazjum)
zaledwie kilkukrotnie (lub wcale) uzywa si¢ terminéw twierdzenie i dowod (przy
okazji opracowywania twierdzenia Pitagorasa i Talesa). Uczniowie rozpoczynajacy
nauke w liceach ogolnoksztalcacych lub w technikach spotkajg si¢ z tymi stowami juz
wielokrotnie, ale nie ma tu juz miejsca i czasu dla pieczolowitych zabiegow ukazuja-
cych istote tych metamatematycznych sposobow rozumowania. Niektorzy uczniowie
rozpoczng potem studia matematyczne (na przyktad nauczycielskie), a tam moze na-
stapi¢ ,dedukcyjna deprawacja™ studentdéw polegajaca na ,,zasypaniu” ich wieloma,
czasem bardzo skondensowanymi dowodami twierdzen matematycznych, ktorych
studenci czesto uczg si¢ na pamied.

Przyktadem rozumowania uzasadniajacego spetniajacego warunki ujecia antro-
pomatematycznego (stuzacego uogolnieniu i uzasadnianiu twierdzen) jest uzmien-
nianie stalej (Krygowska 1977, t. 3, s. 113). Méwimy tu o rozumowaniu w jednym
szczegdlnym przypadku i dostrzezeniu, Ze to rozumowanie pozostanie poprawne
przy ogoélniejszych danych lub wymaga tylko pewnych niewielkich modyfikacji, aby
prowadzi¢ do ogdlniejszego rezultatu. Takie rozumowanie godzi naturalno$¢ wnio-
skowania na postawie analizy konkretnego przypadku z wymogami zdroworozsad-
kowego myslenia matematycznego ukierunkowanego na uzasadnianie.

Rozwazmy przyklad takiego rozumowania (Krygowska 1977, t. 3, s. 113-114).
Wyobrazmy sobie, Ze uczniowie majg za zadanie obliczy¢ pole dwunastokata forem-
nego wpisanego w okrag o promieniu dtugosci r (nie stosujac przy tym funkgji trygo-
nometrycznych). Nauczyciel udziela wskazowki: uzupetnijcie rysunek dwunastokgta
foremnego rysunkiem szesciokgta wpisanego w ten sam okrgg tak, aby wierzchotki sze-
Sciokgta byly jednoczesnie wierzchotkami dwunastokgta. Powstaje rysunek (rys. 25).

Rys. 25

® Takiego okres$lenia uzyl Prof. S. Turnau na Ogélnopolskim Seminarium z Dydaktyki Mate-
matyki im. A. Z. Krygowskiej w dniu 09.01.2012.
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Analiza powyzszego rysunku prowadzi do odkrycia: pole dwunastokata jest suma
pol szesciu deltoidow, ktorych przekatne sg rowne r. Szukane pole dwunastokata jest
réwne zatem

P=6'%r2, czyliP=3#*,

Nauczyciel proponuje przedluzenie problemu w kierunku uogdlnienia, czyli znale-
zienia sposobu obliczania pola dowolnego wielokata foremnego o parzystej liczbie
bokoéw. Po analizie rozumowania dla dwunastokata mozna sformutowad twierdzenie:

Aby obliczy¢ pole 2n-kqgta foremnego wpisanego w okrgg o promieniu dtugosci r,
wystarczy pomnozyc¢ obwdd n-kgta foremnego wpisanego w ten okrgg przez % r.

Sformulowanie tego twierdzenia wymaga wyeliminowania szczegélnosci deltoidow
na rys. 25, ktorych obie przekatne majg charakterystyczna dlugo$¢ r. Dla dowolnego
n—ka[til foremnego jedna z przekatnych deltoidu ma dlugos¢ r, a dtugo$¢ drugiej wy-
nosi - obwodu tego n-kata.

Przedtuzenie problemu z dwunastokgta na dowolny 2n-kat i dostrzezenie oraz
wykorzystanie analogii pomiedzy tymi dwoma sytuacjami byto przykladem ilustru-
jacym rozumowanie przez uzmiennienie statej.

Przedstawie jeszcze jeden przykltad pokazujacy, ze w rozumowaniach tego typu
konkretne zadanie spetnia przekonujaca role dowodu matematycznego, cho¢ nie jest
nim w istocie'’. Tym razem uogoélnienie przez uzmiennienie statej zostato wykorzy-
stane do odkrycia sposobu mnozenia przez siebie dwoch utamkow.

Rozwazamy konkretny przykfad i pytamy o wynik mnozenia % . % =9

Musimy rozpocza¢ od uswiadomienia sobie, ze to mnozenie mozemy zamieni¢ na

pytanie:iletojest % z % ? Abysie o tym przekonad, trzeba % podzieli¢ na3 czesciiwzigé 2

znich. Mamy zatem: § z % = (g : 3) - 2. Liczgc dalej (i postugujac si¢ wezedniej pozna-
i dami dziatan tamkach) ot jemy: (2.3y.0=(2_). =22
nymi zasadami dziatan na utamkach) otrzymujemy. (£:3)-2=(z3) 2=

. . . 2h 42 ;

W efekcie mamy poszukiwany sposob postepowania: 3 it Jesli nie pozwolimy
uczniowi zapisa¢ wyniku mnozenia w liczniku i mianowniku oraz przeanalizujemy
rozumowanie powtornie, zauwazymy jego ogolnos¢ niezalezng od wyboru konkret-

nych utamkoéw - uzmiennimy stalg.

10 Przyklad ten zostal przedstawiony przez Prof. A. Z. Krygowska na spotkaniu Ogélnopol-
skiego Seminarium z Dydaktyki Matematyki na WSP w Krakowie w dniu 10.03.1986 (material
pochodzi z notatek uczestnikow).
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Takie postepowanie jest w pewnym sensie naiwne (i oczywiscie moze by¢ za-
wodne), ale korzystamy z tego, ze w odpowiednio dobranych przykladach tkwi gle-
boka mys$l matematyczna, swoisty ,substrakt” dowodu. Takie rozumowanie moze
juz stosunkowo tatwo (na odpowiednim poziomie wiedzy i umiejetnosci) przerodzi¢
sie w bardziej formalny dowod, ktory potwierdzi uzyskane przekonanie o stusznosci
wniosku.

Jesli doprowadzimy do tego, ze uczen rozumujac na przykladzie konkretnym
w odniesieniu do stwierdzenia natury ogélnej zada sobie pytanie: dlaczego to sig
sprawdza w tym przykladzie? - mozemy uznaé, ze odniesliémy sukces we wprowa-
dzaniu ucznia w metod¢ matematyczng. Potem tylko nalezy zadba¢ o odpowiedni
rozwdj metod, jakich uczen bedzie uzywal, chcac na to pytanie odpowiedziec.

Podsumujmy rozwazania tej cze¢sci pracy probg okreslenia na uzytek szkolny ter-
minu rozumowanie uzasadniajgce w ujeciu antropomatematycznym.

Rozumowanie uzasadniajgce jest matematycznym argumentem (lub tancuchem
argumentow) uzywanym w spolfecznie pojmowanym procesie nauczania-uczenia sie,
ktory spetnia nastepujace kryteria:

e uzywa stwierdzen i okreslen juz przyjetych przez spolecznos¢ klasy (co do kto-

rych uczniowie juz wcze$niej nabrali przekonania o prawdziwosci);

e jest spojne ze znanymi faktami i przekonaniami ucznidéw (jego wynik pozosta-

je w semantycznej zgodnosci z posiadang przez uczniéw wiedza);

e stosuje formy rozumowania, ktére sa podane, jawne i uznane we wspélnocie

klasowej (przy zalozeniu o stopniowym i wlasciwym wprowadzaniu ucznia
w wymogi metody matematycznej);

e jest przekazywany w sposob adekwatny do form znanych i dopuszczalnych na

odpowiednim etapie edukacyjnym (ma wlasciwy stopien formalizacji).

Najbardziej dyskusyjny i wymagajacy komentarza jest trzeci z wyszczegolnio-
nych w tym okredleniu warunkow. Wymaga jawnosci stosowanych w rozumowa-
niu kryteriow decydujacych o tym, czy dany sposéb wyciggania wnioskdw uznajemy
w konkretnej spoleczno$ci klasowej za poprawny, czy nie. Jest to kryterium uzna-
wania poprawnosci rozumowan uzasadniajacych wymagajace ogromnej troski i spe-
cjalnie zaplanowanej ewolucji: od narzedzi naiwnych po zaawansowane formalnie
dedukcyjnie ustrukturyzowane wnioskowania.



Rozdziat 5

Okreslenie wtasnej pozycji badawczej

Bogactwo i wielowatkowo$¢ obu zakreséw tematycznych poruszanych w tej pracy
(metodologia matematyki i antropomatematyka) implikuja koniecznos¢ zawezenia
spektrum badawczego dla przedstawianych w tej ksiazce wlasnych badan antropo-
matematycznych. Tak si¢ zresztg dzieje zawsze w przypadku, gdy problematyka ba-
dawcza dotyka zbyt wielu zagadnien, ktére moga zosta¢ wlaczone do analizy. W tym
rozdziale przedstawie w zarysie calg tematyke, a nast¢pnie na jej tle wskaze szczegd-
towe kwestie, ktére poddaje badaniom wlasnym.

5.1. Zatozenia ogélne antropomatematycznego podejscia badawczego

Zasadniczym celem przedstawionych w tym opracowaniu badan jest potwier-
dzenie, ze na wynik szkolnego nauczania odnoszacego si¢ do metody matematycznej
ma wplyw wiele czynnikéw. Sg wérod czynniki natury merytorycznej, ale - co wazne
- rowniez niemerytoryczne skladowe procesu nauczania-uczenia si¢ rozpatrywanego
w szerokim (m.in. spolecznym) kontekscie.

Ustalenie mojej wlasnej pozycji badawczej i jej antropomatematycznego charak-
teru wymaga wyszczegolnienia kilku zalozen, przedstawionych szerzej w rozdziatach
poprzednich. Zakladam, Ze:

1. Jednym z podstawowych celéw prowadzenia badan dydaktycznych nad naucza-
niem i uczeniem sie matematyki jest gtebokie, wnikliwe i wielostronne zrozumie-
nie uwarunkowan i przebiegu tego procesu;

2. Nalezy podja¢ wysitki na rzecz dlugofalowego procesu zmiany powszechnej opinii
i wyobrazen na temat matematyki, m.in. poprzez zmiane jej wizerunku przekazy-
wanego w nauczaniu. Wazne jest, jakie zabiegi nalezy stosowa¢, aby ten przed-
miot stal sie bardziej dostepny dla wigkszosci uczniow. W nauczaniu powinno
sie zrezygnowa¢ z autorytatywnego przekazywania wiedzy i dazenia do ukazywa-
nia tej dziedziny jako domeny prawd absolutnych. Konieczne jest podjecie pré-
by znalezienia wspodlnego stanowiska matematykow i dydaktykdéw co do natury
i spodziewanych rezultatow powszechnej edukacji matematycznej;

3. Proces nauczania-uczenia si¢ matematyki powinien by¢ rozpatrywany w szero-
kim kontekscie, z uwzglednieniem catoéci Szkolnego Ukladu Antropomatema-
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tycznego (SUA), wlaczajac role nauczyciela, jego wiedzy i przekonan w rezultaty

rozwazanego procesu. Uznajac integralno$¢ ukladu SUA, nalezy rozpoznaé jak

najwiecej zwigzkow i relacji pomiedzy poszczegdlnymi jego elementami;

4. Nalezy uwzgledni¢ i mocno zaakcentowac istnienie nauczyciela i funkcjonowanie
w SUA jego uswiadomionej i nieuswiadomionej wiedzy matematycznej, a takze
tej, ktora odnosi si¢ do komponentdéw psychologiczno-pedagogicznych w struk-
turze tego ukfadu;

5. Argumentowanie i dowodzenie w ujeciu antropomatematycznym maja w pelni
charakter humanistycznego procesu spolecznego. Majg swoja geneze w pewnej
szczegolnej potrzebie cztowieka - naturalnej badz sprowokowanej - zwiazane;j
z przekonywaniem innych o stusznosci jakiego$ sadu ogdlnego. Efekty procesu
weryfikacji stwierdzen matematycznych w naturalnych warunkach nauczania-
-uczenia si¢ matematyki sg komunikowane innym uczestnikom tego procesu. Sa
one weryfikowane przez innych ucznidéw, nauczyciela lub podrecznik;

6. Ksztaltowanie umiejetnosci argumentowania i dowodzenia oraz ocena osiagnie¢
ucznia w tym zakresie musza uwzglednia¢ humanistyczne i spoteczne aspekty
tego zagadnienia. Powinni$émy zwazaé na to, Ze:

a) udzial intuicji, empirii i wnioskowan typu indukcyjnego w procesie poszuki-
wania argumentacji dla uznawania prawdziwosci tez matematycznych jest
naturalny i wazny, prowadzenie formalnych dowodéw moze mie¢ znaczenie
drugorzedne,

b) konkret i konkretyzacja w uczniowskich rozumowaniach matematycznych
maja znaczenie pierwszorzedne i decydujace’,

c) na znaczenie, jakie uczen nadaje terminom dowodzenie, argumentowanie
i uzasadnianie itp. (spotykanym na lekcjach matematyki), majg wplyw sche-
maty myslenia charakterystyczne dla kontekstow zycia codziennego?;

7. Antropomatematyczne ujecie matematyki edukacyjnej powinno odzwierciedlaé
dazenie do dostosowania nauczania matematyki do nowych warunkéw, wsréd
ktérych nalezy podkresli¢ ciagle zmiany spoteczne i kulturowe, wspomagane po-
wszechnym uzywaniem srodkéw technologii informacyjnej. Powszechnos¢ wy-
korzystywania tych srodkéw ma ogromny wplyw na sposob postrzegania $wiata
przez mlodych ludzi. W nauczaniu matematyki nie mozne tego nie zauwazac i za-
niedbywac.

! Zgodnie z ujawniong przeszkoda epistemologiczna, nazwang przez R. Dude ,,przeszkoda
konkretu” (1995).

? Psychologowie rozrdzniaja dwa systemy poznawcze: System I i System II. W procesach my-
$lenia dnia codziennego bierze udzial System I (dziatajacy spontanicznie, szybko, calosciowo). Sys-
tem II dziala analitycznie, racjonalnie, jest kontrolowany i przebiega stosunkowo powoli. Konteksty
matematyczne wymagaja my$lenia, ktore jest wynikiem dzialania Systemu II. W wiekszej czedci
swojego zycia uczen postuguje si¢ procesami myslenia charakterystycznymi dla Systemu Ii ten spo-
sOb myslenia odnosi takze do kontekstow matematycznych i to moze by¢ przyczyng stosowania
w matematyce niepozadanych schematéw rozumowania (patrz S. Vinner 2012).
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Antropomatematyczne podejscie do badan dydaktycznych powinno odnosi¢ si¢
do tych kwestii zaréwno koncepcyjnie, jak i empirycznie. Takie podejscie wymaga
odpowiednich zmian i przewarto$ciowan podejscia metodologicznego do prowadze-
nia badan antropomatematycznych i uwzglednienia szerokich mozliwosci interpre-
tacyjnych ich wynikow.

5.2. Zatozenia dotyczqce badan wiasnych

Zagadnienie rozwijania rozumienia metody matematycznej w jej nauczaniu po-
winno by¢ przedmiotem wnikliwych badan dydaktycznych na calym $wiecie, tak by
uwzglednialy one szerokie spektrum przedmiotéw i obiektéw tych badan i unowo-
cze$nianie metod badawczych.

Ustalenia co do zawezZenia pola moich badan wlasnych rozpoczne od przedsta-
wienia i omowienia schematu 3 (patrz ponizej). Schemat zwraca uwage na istnienie
w ukfadzie SUA pewnych istotnych czynnikéw majacych decydujacy wplyw na rezul-
tat procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki w kontekscie ksztaltowania si¢ w umy-
$le ucznia zasad funkcjonowania i uprawomocniania sie wiedzy matematycznej’.

PSYCHOLOGICZNO-
-PEDAGOGICZNA WIEDZA
nauczyciela na temat przebiegu
proceséw poznawczych i konstytuowania sie
poje¢ naukowych

NAUCZYCIEL
organizujacy proces
ksztaltowania si¢ obrazu
metody matematycznej
w umystach uczniéw

Schemat 3. Nauczycielska tra

WLASNA ZNAJOMOS
MATEMATYKI
i zasad uznawania prawdziwosci
stwierdzen matematycznych oraz
znajomos$¢ rygoréw dowodowych

OBRAZ MATEMATYKI
SZKOLNE]J

i poglady na temat potrzeby

i mozliwosci ksztaltowania

uczniowskich umiejetnosci

typu dowodowego

dotyczgcej metodologii matematyki

UCZEN
uczestnik procesu
poznawczego

pozycja wiedzy przedmiotowej

* Schemat 3 nie obejmuje wszystkich mozliwych do rozwazenia czynnikéw. Jest on pewnym
fragmentarycznym uszczeg6lowieniem schematu 2, przedstawiajacego Szkolny Uktad Antropoma-
tematyczny SUA (odnoszacym sie do strzatek oznaczonych na nim numerami 1, 4i 6).
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Schemat 3 podkresla wspominang juz kilkakrotnie perspektywe spoleczno-kul-
turowg badan procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki w ukladzie SUA. Kaze sku-
pi¢ sie na okre$lonej czesci tego ztozonego procesu, jaka jest udziat i rola nauczyciela
na drodze pomiedzy pojmowaniem metody matematyki w profesjonalnym jej upra-
wianiu a uczniowskg wiedzg na ten temat.

Na obraz metody matematycznej, ktory konstytuuje siec w umystach uczniéw,
bez watpienia majg wplyw (co najmniej) trzy skladniki wypelniajgce srodkows czes§¢
powyzszego schematu. Jednym z nich jest psychologiczna wiedza i wyobrazenia na-
uczyciela na temat przebiegu proceséw poznawczych w umysle jednostki uczacej sie.
Trudno wyrokowad, jaki zakres wiedzy na temat umystowych struktur poznawczych
czlowieka, zasad ich powstawania i przeobrazania ma przecietny nauczyciel, ksztal-
cony przeciez w trakcie studiow w pewnym zakresie przedmiotéw psychologiczno-
-pedagogicznych. Cze$¢ tej wiedzy Shulman (1986) okresla jako wiedze pedagogiczna
(pedagogical content knowledge — PCK) i wymienia obok dwu innych kategorii wie-
dzy nauczycielskiej: wiedzy przedmiotowej (subject matter knowledge — SMK) oraz
wiedzy na temat programow nauczania (curriculum knowledge— CK) (za: Sajka 2006).
Wydaje si¢ jednak, ze ograniczenie pierwszej z wymienionych kategorii wiedzy po-
trzebnej nauczycielowi do wiedzy z zakresu pedagogiki, a nieuwzglednienie explicite
wiedzy z zakresu psychologii, jest zbytnim zubozeniem. Nauczycielowi potrzebna jest
podstawowa wiedza psychologiczna o procesach poznawczych, zasadach ich inspiro-
wania i przebiegu, mimo ze teorie psychologiczne w tym zakresie s3 rézne, a czasem
w niektdrych fragmentach wrecz rozbiezne®.

Kolejnym czynnikiem odgrywajacym istotng role w inferencji pomiedzy na-
uczycielskim pojmowaniem metodologii wiedzy matematycznej a szkolnym jej
ujeciem jest stosunek nauczyciela (poznawczy i emocjonalny) do regut orzekania
o poprawnosci stwierdzen w obrebie matematyki. Uznaje sie, ze nauczyciel posiada
wystarczajace doswiadczenie w dziatalno$ci o charakterze matematycznym, w tym
w prowadzeniu (lub przyswajaniu gotowych) rozumowan o charakterze dowodo-
wym. Nalezy sie zatem spodziewal, ze ma on pewien poglad (by¢ moze w pewnym
stopniu nieu$wiadomiony) na temat roli dowodu w matematyce oraz jakis stosunek
emocjonalny do tej tematyki, bedagcy wypadkowa wielu sktadowych, m.in. wlasnej
znajomosci matematyki i osobistych doswiadczen z okresu uczenia si¢ i studiowania.
Jednak pamieta¢ nalezy, ze

* Ta rozbiezno$¢ dotyczy np. roli emocji w procesie poznawczym cztowieka. Niektore z teorii
zakladaja, ze emocje pojawiaja si¢ dopiero w wyniku procesu poznawczego jako jeden z jego rezul-
tatow: aby jakis stan istotnie byl emocjg, musi go poprzedzic jakis rodzaj nadajgcych mu znaczenie
ocen poznawczych (Ekman, Davidson 1999, s. 203). Inni psychologowie twierdza tymczasem, ze
pierwszy poziom reagowania czlowieka na $rodowisko (nastepujacy jeszcze przed jakimkolwiek
procesem o charakterze poznawczym) ma wlasnie charakter emocjonalny. Emocje zawsze towarzy-
szg myslom, lecz nie zawsze mysli towarzyszg emocjom, [...] nie trzeba si¢ domyslac, by wiedziec, co
sig woli (Zajonc 1985, s. 27-28).
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wiedza matematyczna daje dydaktykowi i nauczycielowi tylko ,surowiec”, kto-
ry musi by¢ poddany przetworzeniu dydaktycznemu. [...] Wymaga to nie tylko
wiedzy, ale i refleksji nad samg matematykqg i matematyczng aktywnoscig (Kry-
gowska 1977, s. 14).

Wynikiem tego przetworzenia jest w duzej mierze subiektywny nauczycielski obraz
matematyki szkolnej oraz zbidr pogladéw i przekonan na temat potrzeby, a takze
mozliwosci ksztaltowania okreslonych elementéw wiedzy w umystach uczniow (te
przekonania czasem bywaja nieuswiadomione i bezwiednie przekazywane).

Temat istnienia i roli nauczycielskiego postrzegania elementéw wiedzy matema-
tycznej jest traktowany jako wazny we wspoltczesnych badaniach w dydaktyce mate-
matyki (np. Freudenthal 1981; McLeod 1992; Schoenfeld 1992; Mason 1998; Mason
iin. 1998; Howe 1999; Ma 2001; Hannula 2006; Sajka 2006; Callejo, Vila 2009; Hem-
mi 2010; Cocburn 2012). Wszyscy badacze zgodnie potwierdzaja istnienie transferu
pomiedzy systemem wiedzy i przekonan nauczyciela a strukturg wiedzy i zapatrywan
ucznia. Problem polega na tym, ze czgsto ten transfer jest niejawny, a nauczyciele
nie s3 $wiadomi jego istnienia. Rownie zgodny jest we wspomnianych publikacjach
wniosek o koniecznoséci prowadzenia badan na temat kierunkéw i uwarunkowan
tego przeplywu. Przykladem mogg tu by¢ badania (Ruffell, Mason, Allen 1998), be-
dace proba postawienia diagnozy co do postaw uczniéw wobec szkolnej matematyki’
i stworzenia narzedzi dla nauczycieli, ktére mogliby oni wykorzysta¢ do testowania
postaw swoich uczniow®.

Pamietajmy o jeszcze jednym istotnym czynniku majacym wplyw na ostatnia
z omawianych kategorii nauczycielskiego ujecia nauczania matematyki w szkole
(patrz schemat 3). Jest nim zestaw dokumentdéw oswiatowych (takich jak podstawa
programowa, programy nauczania i podreczniki szkolne), ktore zawieraja wytyczne
i wskazdwki dla nauczycieli co do zakresu i sposobow ksztaltowania poszczegdlnych
elementéw wiedzy oraz rozumienia metody matematyki.

Obraz sytuacji opisywanej w schemacie 3 nie bylby pelny bez odniesienia si¢
do osoby ucznia bedacego nieobojetnym odbiorcg zabiegdw nauczycielskich. Istotne
i wrecz decydujace sg jego checi, mozliwosci, naturalne skltonnosci i przekonania oraz
motywacje w zakresie uczenia si¢ matematyki, a w szczegdélnosci interesujacego nas
zakresu. Jest to obszerna grupa odrebnych zagadnien badawczych.

5 Jako punkt wyjscia w tych badaniach przyjeto nastepujaca definicje postawy: jest to wielowy-
miarowa struktura, w ktérg wplecione sq trzy sktadniki: kognitywny (wyrazanie przekonan wzgledem
obiektu, ktorego dotyczy postawa), afektywny (wyrazanie uczuc do obiektu, ktérego dotyczy posta-
wa), konatywny (wyrazanie zamiaréw behawioralnych) (Ruffel, Mason, Allen 1998, s. 3).

¢ Badania te prowadzone byly jako konsekwencja obserwowanego w dydaktyce matematyki
przesuniecia zainteresowania z badan dotyczacych rozumienia przez uczniéw poje¢ matematycz-
nych na badania dotyczace wplywu oczekiwan i sadow nauczyciela wzgledem uczenia si¢ matema-
tyki na jego uczniow (1998, s. 1-2).

95



Podsumujmy dotychczasowe rozwazania. Na przebieg i rezultaty uczenia ele-
mentdéw metodologii matematyki, w tym na ksztaltowanie umiejetnosci dowodzenia
i argumentowania, maja wplyw gtéwnie trzy czynniki:

e dokumenty oswiatowe, ktore normujg zakres wiedzy i umiejetnosci uczniow-

skich,

e wiedza i przekonania nauczyciela organizujacego proces nauczania-uczenia
sie matematyki,

e naturalne skfonnosci ucznia i jego umiejetnosci nabywane w zyciu codzien-
nym.

Moje wlasne badania dotyczace Szkolnego Ukladu Antropomatematycznego beda si¢
koncentrowac¢ na:

e wiedzy uczacych si¢ zwigzanej ze stosowaniem elementéw metodologii mate-
matycznej, ich preferencjach dotyczacych stosowanych metod uzasadniania
oraz rozwijaniu sie tych umiejetnosci na przestrzeni wszystkich etapéw edu-
kacyjnych (wlacznie ze studiami matematycznymi);

e roli nauczyciela w rozwijaniu wiedzy uczniow;

e pogladach nauczycieli na temat mozliwosci i znaczenia metodologii mate-
matyki.



Rozdziat 6

Badania empiryczne wiasne

Badania empiryczne opisywane w tej pracy majg zréznicowany charakter. Stanowia
przyklad faczenia analiz jakosciowych prowadzonych czasem na niewielkich prébach
badawczych z analizami ilo$ciowymi stuzacymi wzmacnianiu postawionych hipotez.
Z tego typu badaniami wiazg sie pewne problemy, ktérych i w moich prébach nie
udalo si¢ unikngé. Wyniki badan na niewielkiej probie badawczej sg zalezne od wielu
niezobiektywizowanych czynnikow. Co wigcej, uzyskane rezultaty interpretowane sg
na podstawie kilku korelacji, ktére moga by¢ nie tylko pozorne, ale i przypadkowe.
Niewatpliwie jednak badania tego typu, nazywane podstawowymi (Krygowska 1982,
Schoenfeld 1991), moga by¢ zrédtem wielu hipotez, ktére mozna potem poddawac
badaniom na szerszg skale.

Tak tez dzieje si¢ w przypadku badan opisywanych w tej pracy. Stanowia one
zrodlo wnioskow i hipotez, ktore w trakcie badan znalazly cze¢$ciowe potwierdzenie.

Przeprowadzone badania wskazuja i czeSciowo weryfikuja niektore zagadnie-
nia zwiazane z rozumowaniami uzasadniajacymi w systemie matematycznej wie-
dzy uczniow i nauczycieli, a ponadto ilustrujg wieloaspektowos¢ i glebie zwigzkow
pomiedzy elementami Szkolnego Ukladu Antropomatematycznego SUA.

6.1. Kierunki badan prezentowanych w pracy

W tej czedci opisze szczegdltowo cztery kierunki badan wiasnych, zapowiedzia-

nych w poprzednim rozdziale. Sa to:

1. Badanie T: Teoretyczne studia dokumentdw sterujacych nauczaniem mate-
matyki.

2. Badanie R: Rozpoznanie kompetencji uczacych sie matematyki w zakresie ro-
zumowan typu dowodowego na réznych poziomach edukacyjnych, gtéwnie
pod katem postugiwania si¢ w nich konkretnym przyktadem oraz schematéw
rozumowan majacych swe zrédlo w pozamatematycznych sposobach mysle-
nia czlowieka.

3. Badanie D: Diagnoza rozwoju umiejetno$ci uzasadniania stwierdzen mate-
matycznych na poszczegdlnych etapach ksztalcenia.
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4. Badanie NiS: Poglady i wiedza nauczycieli oraz studentéw-przysztych na-
uczycieli, dotyczaca wybranych aspektéw metodologii w dzialalnosci mate-
matycznej wlasnej uczniow.

Szczegoly dotyczace metodologii i przebiegu badan we wskazanych kierunkach
zostang sukcesywnie opisane w kolejnych czesciach tego rozdzialtu, a opisy poprze-
dzone wstepem teoretycznym, stanowigcym podstawe wyciagania wnioskéw. W nie-
ktérych przypadkach wstep bedzie zawieral tez krétkie opisy przykladéw swiatowych
badan dydaktycznych, co - w moim mniemaniu - stanowi uzasadnienie prowadzenia
badan tego typu.

6.2. Warunki, charakter, przebieg oraz wyniki badan

6.2.1. Badania szczegétowe tematyczne 1: Studia dokumentdw sterujgcych
nauczaniem matematyki (badanie T)

W tej czgsci badania analizie poddane zostaly gtéwne dokumenty sterujace cela-
mi i tresciami szkolnego nauczania-uczenia si¢ matematyki. Jak podkreslaja G. Han-
na (2000) oraz E. Levenson i R. Barkai (2012), program nauczania czesto wyznacza
standardy dla tego, jak jest zorganizowane szkolne nauczanie, a co wazniejsze, jak sg
oceniane wyniki takiego nauczania. Ponadto potencjalni i praktykujacy juz nauczy-
ciele w swoim rozwoju zawodowym sg w sposob oczywisty obligowani do wykorzy-
stywania dokumentéw oswiatowych i czesto postuguja si¢ ich wytycznymi do kon-
struowania planéw lekeji. Dlatego zawarto$¢ takich dokumentdw jest kwestia wazng
dla analiz dydaktycznych.

Biorac to pod uwage, postawilam w tej czesci badania nastepujace pytanie:

Jak kwestia dowodzenia i uzasadniania jest przedstawiana w zalozeniach progra-
mowych dotyczacych wspdlczesnego nauczania matematyki w Polsce?

Metoda badawczg byla analiza jako$ciowa i ilosciowa dokumentdéw oswiatowych
obowigzujacych nauczyciela matematyki pod katem akcentowania w nich umiejetno-
$ci typu dowodowego. Pamietajmy, ze mowiac o dokumentach obowiazujacych na-
uczyciela, mamy na mysli gléwnie dwa ich rodzaje: dokumentacje ustanowiong przez
Ministerstwo Edukacji Narodowej (podstawa programowa) i dokumentacje przyjeta
przez dang szkole (programy nauczania i podreczniki).

Odpowiedz7 na rozwazane tu pytanie badawcze moze da¢ obraz usytuowania po-
stulowanych umiejetnosci uczniéw dotyczacych stosowania interesujacego nas typu
rozumowania w celach ogélnych i wymaganiach szczegétowych dwoch gtéwnych do-
kumentow o$wiatowych, ktére ma do dyspozycji nauczyciel matematyki na konkret-
nym poziomie edukacyjnym. Rozwazmy wigc ,Podstawe programowg ksztalcenia
ogolnego” (wprowadzong w zycie Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowe;j
z dnia 23 grudnia 2008 r.) oraz niektére programy nauczania matematyki na réznych
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poziomach edukacyjnych'. Analizy tych dokumentéw zostaty uzupelnione wgladem
w niektore podreczniki do matematyki, a analizie poddano proponowane przez auto-
réw tych podrecznikéw uzasadnienia stwierdzen ogélnych w nich zawartych.

e Analiza ,,Podstawy programowej ksztalcenia ogdélnego™

Przypomnijmy podstawowe zalozenie o ksztalcie i ciaglosci edukacji matema-
tycznej w ksztalceniu ogélnym, ktdre okresla, ze ukierunkowane nauczanie elemen-
tow matematyki rozpoczyna si¢ na poziomie wychowania przedszkolnego i na tym
etapie mamy do czynienia ze wspomaganiem rozwoju intelektualnego dzieci wraz
z edukacjg matematyczng. Takie ukierunkowane rozwijanie kompetencji matema-
tycznych przechodzi nastgpnie w wyraznie juz nazwang edukacje matematyczng
(edukacja wczesnoszkolna - I etap edukacyjny), ktora na kolejnych etapach ksztal-
cenia (klasy IV-VI - II etap edukacyjny, gimnazjum - III etap oraz szkota ponad-
gimnazjalna - IV etap) przeksztalca si¢ w przedmiot szkolnego nauczania o nazwie
matematyka. Nauczaniem na wszystkich tych poziomach edukacyjnych steruje oma-
wiany dokument o$wiatowy. Pamietajmy, Ze podstawa programowa to zapis tego,
czego panstwo polskie zobowiazuje sie nauczy¢ przecietnie uzdolnionego ucznia,
a wyrdznia sie w niej cele ksztalcenia (sformulowane jako wymagania ogdlne) i tresci
nauczania (sformulowane jako wymagania szczegétowe).

Analizujac tres¢ tego dokumentu pod katem postulowania w nim zdobywania
przez uczniéw umiejetnoéci uzasadniania stwierdzen ogdlnych w matematyce, mo-
zemy dokonac kilku obserwacji (przechodzac kolejno poprzez zapisy dla poszczegdl-
nych etapow edukacyjnych).

I etap edukacyjny (edukacja wczesnoszkolna)

Dosy¢ ogoélnikowo okresla sie tu, ze istota edukacji matematycznej na rozwaza-
nym poziomie nauczania ma na celu wspomaganie rozwoju umystowego dzieci. Jesli
chodzi o postulaty odnoszace si¢ do interesujacego mnie w badaniu rodzaju myslenia
matematycznego, w zalozeniach zawartych w dokumencie znajdujemy zapis o ko-
nieczno$ci prowadzenia z dzie¢mi ,,rozumowan przyczynowo- skutkowych”. Chodzi
o przewidywanie skutkéw wykonywanych czynnosci konkretnych oraz czynnos¢ od-
wrotng — poszukiwanie przyczyn zachodzenia zjawisk. To wazne, bo myslenie przy-
czynowo-skutkowe jest wstepem do pdzniejszych, potencjalnych rozumowan o cha-
rakterze dedukcyjnym.

! Przypomnijmy, ze kazdy program nauczania musi spetnia¢ kryteria okre§lone odpowiednio
w § 4 lub § 5 Rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 8 czerwca 2009 r. w sprawie
dopuszczania do uzytku w szkole programéw wychowania przedszkolnego i programéw nauczania
oraz dopuszczania do uzytku szkolnego podrecznikéw (Dz. U. 2009, Nr 89, poz. 730).

> Dokument jest dostepny m.in. na stronie http://bip.men.gov.pl/men_bip/akty_prawne/roz-
porzadzenie_20081223_v2.pdf
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IT etap edukacyjny (szkota podstawowa)

W Podstawie programowej formuluje si¢ cztery cele ogoélne ksztalcenia matema-
tycznego na tym etapie, ostatni z nich to ,rozumowanie i tworzenie strategii”. Wynik
nauczania zwigzany z tym celem brzmi:

uczen prowadzi proste rozumowanie skladajgce si¢ z niewielkiej liczby krokéw,
ustala kolejnos¢ czynnosci (w tym obliczern) prowadzgcych do rozwigzania pro-
blemu, potrafi wyciggng¢ wnioski z kilku informacji podanych w réznej postaci
(s. 41).

W calym analizowanym dokumencie jest to jedyne odniesienie do ksztalttowania
u uczniéw umiejetnosci zwigzanych z prowadzeniem rozumowan uzasadniajgcych.
Zauwazmy tez, ze nie pojawiaja sie w tym tekscie terminy: uzasadnianie, argumento-
wanie, przekonywanie. Mowa jest o prowadzeniu prostych rozumowan bez okresla-
nia, jakiego one maja by¢ typu.

ITI etap edukacyjny (gimnazjum)

Podobnie jak w przypadku poprzedniego etapu edukacyjnego, wskazanie do
ksztaltowania umiejetnosci zwigzanych z prowadzeniem rozumowan ukierunkowa-
nych na uzasadnianie stwierdzen ogélnych znajduje si¢ w sformulowaniu jednego
z ogolnych celow ksztalcenia, nazwanego ,,rozumowanie i argumentacja”. Znajduje-
my tam zapis:

uczen prowadzi proste rozumowania, podaje argumenty uzasadniajgce popraw-
nos¢ rozumowania (s. 173).

To wskazanie jest juz bardziej konkretne niz poprzednio, zawiera bowiem termin
argument oraz postuluje sie, Zeby uczen potrafil ich uzywa¢ do uzasadniania popraw-
nosci rozumowan. Jednak nie znajdujemy tu odniesient do dedukcyjnego charakteru
rozumowan ukierunkowanych na dowodzenie matematycznych zdan natury ogoél-
nej, cho¢ to wlasnie na tym etapie edukacji matematycznej po raz pierwszy uczen
spotka si¢ z terminami twierdzenie, twierdzenie odwrotne, dowdd.

IV etap edukacyjny (liceum ogdlnoksztalcace i technikum)

W zapisach Podstawy programowej, w celu ogdlnym o numerze 5, takze pod na-
Zwa ,rozumowanie i argumentacja”, czytamy, ze na poziomie podstawowym ksztal-
cenia matematycznego

uczen prowadzi proste rozumowanie, skltadajgce sie z niewielkiej liczby krokow
(s. 177).

Zauwazmy, Ze jest to mniejsze wymaganie niz w sformulowaniu analogicznego

celu dla gimnazjum. Inaczej sprawa wyglada w odniesieniu do poziomu rozszerzone-
go, dla ktérego cel zostal sformutowany nastepujaco:
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uczen tworzy taricuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc (s. 177).

Jest to juz stosunkowo wysokie wymaganie, jednak dla celow przedstawianej tu ana-
lizy ponownie trzeba zauwazy¢, ze nie uzyto tu sformutowan, w ktérych wystepuje
termin: dowdd, dowodzenie, rozumowanie dedukcyjne czy tym podobne.

W wyniku lektury Podstawy programowej nasuwaja si¢ nastepujace wnioski.

WNIOSEK T1

W podstawowym dokumencie sterujgcym nauczaniem matematyki na
wszystkich poziomach tego nauczania postuluje si¢, co prawda, osigganie
przez uczniéw pewnych umiejetnosci odnoszacych si¢ do stosowania elemen-
tow metodologii matematyki, ale te odniesienia sformulowane zostaty nieja-
sno i mato kategorycznie.

WNIOSEK T2

W analizowanym dokumencie nie uzywa si¢ termindéw dowdd, dowodzenie,
mowa jest natomiast o rozumowaniu, argumentowaniu, tworzeniu taricucha
argumentow i uzasadnianiu jego poprawnosci. Jest to pewna (istotna z punktu
widzenia metodologii matematyki) zmiana jezyka, w ktérym sformulowane
zostaly postulowane umiejetnosci ucznidw.

WNIOSEK T3

Podstawa programowa stanowi baze wszystkich programoéw nauczania, a re-
prezentowane w niej ujecie tematyki dotyczacej roli dowodu i dowodzenia ma
duze znaczenie w zalozeniach wszystkich programéw nauczania matematyki.
Brak w tym dokumencie jednoznacznych sformutowan dotyczacych intere-
sujacej nas tematyki moze by¢ przez niektérych autoréow programéw i pod-
recznikéw do matematyki interpretowane jako mozliwo$¢ pominiecia tych
trudnych do realizacji elementéw ksztalcenia.

Przyjrzyjmy sie teraz kilku przypadkowo wybranym programom nauczania

powstalym na bazie analizowanego dokumentu.

¢ Analiza wybranych programow i podrecznikow do nauczania matematyki

Zasadniczym celem analizy programéw nauczania bylo okreslenie czgstotliwo-

$ci wystepowania terminéw majacych odniesienie do prowadzenia przez uczniéw ro-
zumowan uzasadniajacych. Analize przeprowadzitam w nastepujacy sposob:

1. Wyrdznitam wszystkie synonimy nazw aktéw mysli odzwierciedlajacych
znaczenie stow kluczowych: wyjasnianie, uzasadnianie, dowodzenie®.

> Dobér stow kluczowych zostal podyktowany tym, ze tych najczgsciej terminéw uzywa sig

w obcojezycznej literaturze dydaktycznej do okreslania umiej¢tnosci dotyczacych elementéw me-
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2. Wybrane programy nauczania analizowalam pod katem wystepowania
wspomnianych wyzej stéw kluczowych (oraz wszystkich ich synoniméw).

Dla terminu wyjasnianie stowniki jezyka polskiego podaja nastepujace synoni-
my: objasnianie, wyttumaczenie, rozumowanie. Stowo uzasadnianie moze by¢ zasta-
pione przez okreslenia: usprawiedliwianie, motywowanie, przekonywanie, potwier-
dzanie. Natomiast uzycie terminu dowodzenie mozna zastapi¢ przez uzycie stow:
badanie, argumentowanie, uprawomocnianie, wywodzenie, wnioskowanie.

Wryniki ilosciowe co do czestotliwosci wystepowania stow kluczowych i ich
synonimoéw w wybranych programach nauczania® na poszczegolnych etapach ksztat-
cenia przedstawione zostaty w tabelach 6.2.1.1-6.2.1.8.

I etap edukacyjny (edukacja wczesnoszkolna)

Programy nauczania, ktére w przypadku tego etapu edukacyjnego zostaly pod-
dane analizie, to:

1. ,Wesota szkola i przyjaciele” (J. Hanisz);

2. ,Szkota na miare” (T. Janicka-Panek, H. Malkowska-Zegadto, B. Bielen);

3. ,Witaj szkolo!” (A. Korcz, D. Zagrodzka);

4. ,Nasza klasa” (Cz. Cyranski, E. Misiorowska).

Dane dotyczace czestotliwosci wystepowania stow kluczowych w programach
1-4 przedstawiono w tabeli 6.2.1.1.

Tabela 6.2.1.1
Program nauczania Wyjasnianie Uzasadnianie | Dowodzenie tacznie
»Wesota szkota i przyjaciele” 1 0 0 1
2. ,Szkota na miare” 0 0 0 0
3. ,Witaj szkoto!” 0 0 0 0
4. ,Nasza klasa” 1 0 0 1

Mozemy powiedzie¢ - zgodnie z przewidywaniami - ze autorzy programow na-
uczania matematyki dla etapu wczesnoszkolnego prawie nie uzywajg rozwazanych
stow kluczowych w opisach powinnosci dzieci. O ile zrozumialy jest catkowity brak
wystepowania tu terminu dowodzenie, to niezrozumialy jest brak wystepowania
termindéw wyjasnianie i uzasadnianie. W szczegdlnosci termin wyjasnianie moglby
sie pojawi¢ dla zaznaczenia, ze chodzi o realizacj¢ zawartego w Podstawie progra-
mowej zapisu o konieczno$ci prowadzenia z dzie¢mi ,rozumowan przyczynowo-
-skutkowych”.

tody matematycznej w nauczaniu (explanation, justification, proof) (patrz np. Tsamir, Tirosh, Le-
venson 2008, 2010)

* Wybor konkretnych programéw nauczania poddanych analizie jest podyktowany faktem
istnienia ogélnodostepnych cyfrowych wersji tych programéw w Internecie, co ulatwito przeszuki-
wanie dzigki odpowiednim wyszukiwarkom stow w tekscie.
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Dla poréwnania przedstawie zestawienie czestosci wystepowania analizowanych
terminéw w dokumentach odpowiadajacych naszym programom nauczania w in-
nych krajach (w odniesieniu do klas 1-3)°.

Tabela 6.2.1.2
Kraj Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
Chiny 4 0 0 4
Izrael 15 0 0 15
Szwecja 18 0 0 18

Powyzsza tabela wskazuje na wyrazng dysproporcje pomiedzy czestoscia uzywa-
nia terminu wyjasnianie w polskich programach nauczania w poréwnaniu z tego typu
dokumentami obowigzujacymi w innych krajach, szczegélnie w Izraelu i Szwecji.

Przejdzmy do kolejnego etapu edukacyjnego.

IT etap edukacyjny (szkota podstawowa)

Do analizy zostaly wybrane nastepujace programy nauczania matematyki:

1. ,Matematyka z kluczem” (M. Braun, A. Mankowska, M. Paszynska);

2. ,Matematyka wokdt nas” (H. Lewicka, M. Kowalczyk);

3. ,Matematyka 2001” (M. Dabrowski, P. Piskorski, W. Zawadowski);

4. ,Matematyka z plusem” (M. Jucewicz, M. Karpinski, J. Lech).

W tabeli 6.2.1.3 w nawiasach podana jest informacja o umiejscowieniu danego
stowa w tre$ciach programowych badz w uwagach wstepnych.

Tabela 6.2.1.3
Program nauczania Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
2 (wstep)
1. ,Matematykaz kluczem” |3 (wstep) 1 (geometria) |2 (algebra) 13
5 (elem. statystyki)
2. ,Matematyka wokét nas” | 5 (wstep) 0 0 5
2 (wstep)
2 (algebra) 2 g:;?rfztria)
3. ,Matematyka 2001” 3 (arytmetyka) 5 (elem. 0 20
3 (elem. staty- .
styki) statystyki)
4. ,Matematyka z plusem” |3 (wstep) 0 0 3

* Zamieszczone w tabelach 6.2.1.2, 6.2.1.4, 6.2.1.6 dane pochodzg z nast¢pujacych dokumen-
tow (dostgpnych w Internecie):

Ministry of Education, People’s Republic of China, 2001, “Mathematics curriculum standards
for compulsory education, Beijing”, People’s Education Press.

Ministry of Education, 2009, “Mathematics Curriculum Topics with Accompanying Exam-
ples, Retrieved December”, Jerusalem, Israel.

Skolverket [Swedish National Agency for Education], 2011, “Curriculum for the compulsory
school, preschool class and the leisure-time centre”, Stockholm.
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Zestawienie pokazuje, ze na tym etapie nauczania rozwazane stowa kluczowe
pojawiaja si¢ juz czedciej, ale znajduja sie gtéwnie we wstepnych opisach zalozen pro-
gramowych, czyli tam, gdzie zapowiadana jest koncepcja danego programu naucza-
nia. W grupie ww. programow wyrozniaja sie programy 1 i 3 ze wzgledu na czestsze
uzycie stow kluczowych, przy czym stowa dowdd lub dowodzenie pojawiaja si¢ tylko
w programie 1.

Dane z programow dla szkét w Chinach, Izraelu i Szwecji:

Tabela 6.2.1.4
Kraj Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
Chiny 4 0 0 4
Izrael 45 2 0 45
Szwecja 16 0 0 16

Zestawienie danych z tabel 6.2.1.3 i 6.2.1.4 wskazuje, ze w polskich programach
nauczania do szkot podstawowych czgsciej niz we wspomnianych programach zagra-
nicznych uzywa sie sformulowania uzasadnianie lub dowodzenie (oczywiscie nasze
programy sa pod tym wzgledem bardzo zréznicowane), ale duzo rzadziej uzywane
jest stowo wyjasnianie — stowo chyba niedoceniane w dokumentach dla okreslania
waznej aktywnosci natury matematycznej (oraz pozamatematycznej).

III etap edukacyjny (gimnazjum)

Ze wzgledu na praktyke kontynuacji serii programowych z poprzedniego etapu
edukacyjnego analizie poddano programy nauczania o tych samych nazwach, bedace
odpowiednio kontynuacjami programéw 1-4 wymienionych wyzej.

Zestawienie dla trzeciego etapu edukacyjnego przedstawia si¢ nastepujaco:

Tabela 6.2.1.5
Program nauczania Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
1. ,Matematyka z kluczem” |16 (wstep) 1 (geometria) 0 17
2. ,Matematyka wokédt nas” |5 (wstep) 1 (geometria) 1 (geometria) 7
8 (wstep)
” 8 (geometria) 11 (wstep)
3. ,Matematyka 2001 9 (wstep) 2 (algebra) 3 (geometria) 44
3 (elem. statystyki)
4. ,Matematyka z plusem” |2 (wstep) 1 (geometria) 0 3

Dane w tabeli ukazujg wyrazng dysproporcje pomiedzy czestotliwoscig wyste-
powania badanych stéw kluczowych. Najczesciej analizowane terminy wystepuja
w programie ,,Matematyka 2001”, a najrzadziej w programie ,,Matematyka z plusem”.
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Wspdlnym elementem wszystkich programow jest to, ze to glownie w dziale geome-
tria autorzy upatruja dobrego srodowiska do ksztaltowania umiejetnosci zwigzanych
z argumentowaniem stwierdzen matematycznych. Ilo§ciowe roznice sg jednak duze.

Popatrzmy jeszcze na dane z programow dla szkét w Chinach, Izraelu i Szwecji.

Tabela 6.2.1.6
Kraj Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
Chiny 8 41 49
Izrael 31 68 103
Szwecja 12 0 12

Tutaj rowniez dysproporcje sa duze, szczegdlnie w przypadku Izraela i Szwecji,
i to przede wszystkim w odniesieniu do terminu dowodzenie. Mozliwe, ze wynika to
w pewnym stopniu z réznic jezykowych pomiedzy terminami okreslajacymi czyn-
no$¢ dowodzenia w jezyku angielskim i szwedzkim, jednak ta dysproporcja ilo$ciowa

faktycznie istnieje®.

IV etap edukacyjny (liceum ogdlnoksztalcace i technikum)

Zakres podstawowy
1. ,Matematyka. Pozna¢, zrozumie¢” (A. Przychoda, Z. Laszczyk);
2. ,MATeMAtyka” (D. Ponczek);
3. ,Prosto do matury” (P. Grabowski);
4. ,Matematyka z plusem” (M. Karpinski, M. Braun, J. Lech).
Tabela 6.2.1.7
Programu nauczania Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
1 (wstep)
2 (wstep)
1. ,Matematyka. Poznac, 1 (arytmetyka) ! (Iogarytmy.) 1 (arytmet\(ka)
o . 13 (geometria) |4 (geometria) 33
zrozumie¢ 1 (geometria) funkei |
3 (ciagi) 2 (funkcje) 1 (algebra)
3 (ciagi)
1 (wstep)
2. ,MATeMAtyka” 2 (wstep) 2 (wstep) 1 (arytmetyka) 9
3 (geometria)
3. ,Prosto do matury” 2 (wstep) 0 3 (wstep) 7
nr 2 (geometria)
2 (wstep) ? (igeira)
4. ,Matematyka z plusem” |1 (funkcje) 2 (wstep) . 21
1 (elem. statystyki) 3 (geometria)
’ 2 (funkcje)

¢ Dane z tabeli byly konsultowane z dydaktykami ze Szwecji.
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Z tabeli 6.2.1.7 wynika rowniez istnienie rozbieznosci co do ilosci wystepowania
badanych stéw w analizowanych programach do liceum. Ciekawe jest, ze czestotli-
wos¢ pojawiania sie tych stéw w wymienionych programach jest mniejsza niz np.

w programie nr 3 dla gimnazjum.

Zakres rozszerzony

Analizie poddano tu takie same programy, jak w tabeli 6.2.1.7.

Tabela 6.2.1.87

Programu nauczania Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
1 (wstep) 2 (wstep)
4 (wstep) 1 (logarytmy) 1 (arytmetyka)
., | 5 (arytmetyka) . N
1. ,Matematyka. Poznac, g 17 (geometria) 14 (geometria)
zrozumiec” 1 (geometria) 6 (funkcje) 3 (algebra) 68
3 (ciagi) o o
1 (algebra) 4 (ciagi) 3 (ciagi)
1 (elem. statystyki) |1 (logarytmy)
2 (wstep)
” 1 (arytmetyka
2. ,MATeMAtyka 3 (wstep) 2 (wstep) 3 gge‘gmet:ﬁa)) 12
1 (funkcje)
" 3 (wstep)
3. ,,Prosto do matury 2 (wstep) 0 3 (geometria) 8
14 (wstep)
2 (wstep) 1 (algebra)
4. ,Matematyka 2 (funkcje)
” 3 (wstep) 1 (arytmetyka) 32
z plusem 1 (algebra) 4 (geometria)
2 (elem. statystyki) 2 (funkcie)

Rozbieznosci liczbowe ukazane w tabeli 6.2.1.8 sa takze dosy¢ duze. Mozna
oceni¢, ze w niektérych programach nie kladzie sie wyraznego nacisku na osiaganie
przez uczniéw umiejetnosci typu dowodowego (a przynajmniej nie uzywa sie jaw-
nych okreslent umiejetnosci tego typu). Przypomnijmy, Zze mowa tu jest o rozszerzo-
nym poziomie nauczania matematyki, potencjalnie przygotowujacym do pdzniej-
szych studiow matematycznych. Jesli zatem nauczyciel realizujacy tego typu program
bedzie rygorystycznie trzymal si¢ wskazan w nim zawartych, to przypuszczalnie
poziom przygotowania jego uczniéw — absolwentdéw - do studiowania matematyki
moze okaza¢ sie niewystarczajacy. Oczywiscie nauczyciele i uczniowie maja do dys-
pozycji jeszcze inne materialy dydaktyczne, w szczegolnosci podreczniki, a przede
wszystkim dysponuja wiasng wiedzg matematyczna. Jest bardzo prawdopodobne,
ze sposob realizacji konkretnych tematow w klasie jest wypadkowa wszystkich tych
czynnikéw wplywajacych na proces nauczania-uczenia si¢ matematyki i zawiera
wszystkie niezbedne zabiegi ksztalcace pozadane umiejetnosci. Analiza kilku pod-

7 Niestety w przypadku IV etapu edukacyjnego nie dysponuje pordéwnawczymi danymi z in-
nych krajow z powodu zbyt duzych réznic w strukturze szkolnictwa dla tej grupie wiekowe;.
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recznikéw pokazuje jednak, ze nie zawsze ich autorzy dbaja o Scisto$¢ i klarowno$¢
przedstawianych uzasadnien. Czasem znajduje si¢ tam uzasadnienie bedace bardziej
wskazdwka do rozumowania uzasadniajgcego niz samym rozumowaniem. Stosunko-
wo czestym sposobem uzasadniania stwierdzen natury ogdlnej jest ilustrowanie ich
konkretnymi przyktadami.

Analiza najbardziej popularnej serii podrecznikdéw dla klas 1-3 gimnazjum
»Matematyka z plusem” pokazuje na przyklad, ze zawarto w nich az 93 rézne wta-
snoséci obiektow matematycznych (sformulowane w postaci zdan ogélnych), przy
czym 31 z nich to powtdrzenia z poprzednich lat nauki (czyli 62 to wlasnoéci nowe)®.
Wszystkie nowe wiasnosci zostaly w tresci podrecznikéw ,,uzasadnione” najczesciej
albo przez podanie wskazowki, ktorej mozna uzy¢ dla wykazania prawdziwosci, albo
przez podanie jednego lub kilku przyktadow, ktérych zadaniem jest przekona¢ czy-
telnika o prawdziwosci danego stwierdzenia (np. uzasadnienia dotyczace wzoréw na
pola figur plaskich). Podane w analizowanych podrecznikach uzasadnienia nie maja
charakteru $cistego dowodu matematycznego, a takze nie uzyskaly w tekscie nazwy
dowod (wyjatek stanowi twierdzenie Pitagorasa).

W podrecznikach z tej serii dla IV etapu edukacyjnego dla poziomu podstawo-
wego zamieszczono nastepujace liczby rozumowan, ktére mozna juz nazwaé rozu-
mowaniami uzasadniajgcymi:

Tabela 6.2.1.9°

Klasa Liczba dowodoéw z odniesieniem do dziatu tematycznego

5 (algebra)
11 (geometria)
1 (funkcje)

3 (wielomiany)
1] 10 (geometria)
4 (funkcje)

4 (funkcje)
I} 4 (prawdopodobienstwo)
1 (stereometria)

Dane w tabeli 6.2.1.9 pokazuja, ze w analizowanej serii podrecznikéw zamiesz-
czono 43 dowody ogélnych stwierdzenn matematycznych. A zatem, jak mozna byto
sie domysla¢, podreczniki zawierajg wigcej odniesienn do metody matematycznej niz
programy nauczania.

¢ Dane liczbowe pochodza z nieopublikowanej pracy magisterskiej (promotor M. Ciosek):
R. Rzepka, , Twierdzenia i uzasadnienia na poziomie gimnazjum”, UP, Krakéw, 2011.
° Dane liczbowe pochodza z nieopublikowanej pracy magisterskiej (promotor M. Ciosek):

M. Nedza-Kubiniec, ,,Argumentowanie w matematyce szkolnej na poziomie ponadgimnazjalnym”,
UP, Krakow, 2012.
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Przeprowadzone tu rozwazania wskazujg, Ze marginalizowanie interesujacych
nas tematéw w zapisie Podstawy programowej ma wplyw na minimalizowanie tych
tematéw rowniez w niektdrych programach nauczania. To potwierdza stusznosé
wniosku T3, i to w negatywnym sensie rozwazanego tam transferu.

Oczywiscie analizowane programy nauczania na kazdym etapie edukacyjnym
réznig si¢ pod tym wzgledem, natomiast widoczna jest réznica co do ilosciowego wy-
stepowania analizowanych terminéw pomiedzy etapami I-III a etapem IV. Na tym
ostatnim etapie wystepuje nagte podniesienie poziomu wymagan metodologicznych
dla uzasadniania zdan ogélnych, co moze by¢ wymaganiem za wysokim. Kolejne ta-
kie zintensyfikowanie nastepuje na pierwszym roku nauczycielskich studiéw mate-
matycznych i to dla wielu studentéw jest przeszkoda nie do pokonania. Chodzi o to,
ze studenci poznajg wiele dowodow, ale juz gotowych. Jest bardzo prawdopodobne,
ze i na tym poziomie nie rozwijaja swoich umiejetnosci samodzielnego prowadzenia
rozumowan dowodowych.

Sformutujmy ogdlny wniosek podsumowujacy catos¢ opisanych w tej czesci badan.

WNIOSEK T4

Ujecie tematéw zwigzanych z kwestig uzasadniania ogélnych stwierdzen mate-
matycznych w dokumentach regulujacych szkolne nauczanie matematyki ma bez
watpienia duzy wplyw na przebieg i rezultaty tego nauczania. Poniewaz elemen-
ty metodologii matematycznej s3 malo eksponowane w polskich dokumentach
edukacyjnych, mozliwe jest, ze przekaz idacy do nauczyciela na podstawie tych
wskazan edukacyjnych jest niejasny (a czasem wrecz mylacy).

Trudno oczekiwaé, ze wszyscy nauczyciele bez specjalnych wskazan w doku-
mentach o$wiatowych, takich jak Podstawa programowa oraz programy naucza-
nia matematyki, a takze w podstawowych dla nich materiatach, jakim sg podrecz-
niki szkolne, beda podejmowa¢ zabiegi zmierzajace do uksztaltowania w umystach
uczniow odpowiedniego obrazu metody matematyczne;.

Uzupelnieniem wynikéw calosci opisywanego tu badania T oraz rozwazan
przedstawionych w podrozdziale 3.3 jest takze kolejny wniosek.

WNIOSEK T5

W terminologii dotyczacej stosowania elementéw metodologii matematyki
w szkolnym nauczaniu-uczeniu si¢ matematyki wystepuje pewien chaos pojecio-
wy, widoczny takze w dokumentach oswiatowych sterujacych tym nauczaniem.
To moze by¢ przyczyng nieporozumien w komunikacji na plaszczyznie: doku-

mentacja o$wiatowa — nauczyciel — uczen.

Nieporozumienia, o ktérych tu mowa, nie dotycza tylko poziomu merytorycznej
zawarto$ci omawianych dokumentéw. Siegaja one sfery pozamatematycznej, sfery
przekonan i odczu¢ pojawiajacych sie na styku potocznego i naukowego pojmowania
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prawdy i sposobow jej uzasadniania. Do tego tematu nawiazemy jeszcze podczas opi-
sywania wynikéw badan wlasnych w podrozdziale 6.2.4.

6.2.2. Badania szczegétowe tematyczne 2:
Rozpoznanie kompetencji uczgcych sie matematyki
w zakresie rozumowan typu dowodowego
na r6znych poziomach edukacyjnych (badanie R)

Badania wlasne omoéwione w tym miejscu stanowia cze$ciowa diagnoze kom-
petencji osob uczacych sie matematyki (na réznych etapach ksztalcenia) w zakresie
rozumowan uzasadniajacych ogélne stwierdzenia matematyczne. Rozpoznanie do-
tyczy czterech etapow szkolnego ksztalcenia matematycznego w szkole. Gtéwnym
celem tego badania diagnostycznego byto udzielenie (chocby czgsciowej) odpowiedzi
na nastepujace pytania:

1. Jakie kryteria zdaniem uczniow i studentow decyduja o tym, ze dane stwier-

dzenie matematyczne mozna uznac za prawdziwe?'’

2. Jaka jest rola przykladu w rozumowaniu uzasadniajgcym?

W badaniu uzyto metody analizy wytworéw pisemnych (Lobocki 2000) respon-
dentow rozwigzujacych odpowiednio dobrane zadania matematyczne. Analiza uzu-
petniona zostala danymi pochodzacymi z nieustrukturyzowanych wywiadéw (Lo-
bocki 2000) przeprowadzonych z niektérymi badanymi.

Wyrézniono cztery grupy badanych reprezentujacych rézne poziomy edukacji
matematycznej. I tak byli to:

1. Uczniowie IV klasy szkoty podstawowej (SPIV),

2. Uczniowie VI klasy szkoly podstawowej (SPVI),

3. Uczniowie III klasy gimnazjum (G),

4. Uczniowie II klasy liceum ogélnoksztalcacego (L).

Liczby 0s6b uczestniczgcych w badaniach przedstawia tabela 6.2.2.1.

Tabela 6.2.2.1
L -
Nazwa gru Liczba oséb w grupie taczna liczba badanych os6b anzclizzr:vtfrfb:h
grupy grup w badaniu R . . v .
rozwigzan zadan
SPIV 71
SPVI 51
241 1012
G 69
L 50

1 Celem badania byla diagnoza umiejetnosci pozytywnego weryfikowania hipotez. Nie cho-
dzilo o badanie umiejetnosci pokazywania falszywosci stwierdzen matematycznych. Umiejetnos¢
tworzenia kontrprzykltadow i zaprzeczania tezom matematycznym wymaga badan specjalnie w tym
celu skonstruowanych.
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Kazdej grupie respondentéw dano zestaw zadan matematycznych, na rozwigzanie
ktorych mieli nielimitowany czas. Proszeni byli o pisanie jak najszerszych objasnien,
komentarzy i odpowiedzi do swoich rozwigzan. Nastepnie zebrane dokumenty zostaty
poddane kilkuaspektowej analizie. Istotne w konstrukcji zestawow zadan badawczych
bylo utrzymanie podobnego charakteru tematéw niektérych z nich dla wszystkich grup
badawczych, aby mozliwe bylo potem poréwnywanie wynikéw jakosciowych otrzyma-
nych po analizie rozwigzan kolejnych grup wiekowych (dla celéw opisu wynikéw bada-
nia RiD). Narzedziem badawczym uzytym w badaniu R (oraz badaniu D, ktére bedzie
opisywane w nastepnym podrozdziale) byt nastepujacy zestaw zadan Z.

Zestaw Z
Zad. 1 (grupa SP 1V)
Jak Franek moze przekonac Ale, ze: 25 - 3 =3 - 257

Zad. 2 (grupy SPVIi G)

Jak mozna sie przekonad, Ze dla liczb naturalnych a i b:

a-b=b-a?

Zad. 3 (grupy SPIV i SPVI)

Czy to prawda, ze kazdy utamek mozna rozszerzyc, ale nie kazdy mozna skrocic?

Zad. 4 (grupy SPIV i SPVI)
Janek stwierdzit, ze jesli wymiary nastepujgcej dziatki powiekszymy 2 razy, to jej ob-
wod i powierzchnia wzrosng rowniez dwa razy:

2m

5m

Czy Janek miat racje?

Zad. 5 (grupa SPVI)

Uzasadnij, ze iloczyn nieparzystej liczby liczb ujemnych jest liczbg ujemng.

Zad. 6 (grupa G)

Uzasadnij, ze przekgtne prostokgta majqg jednakowg dtugosc i przecinajg sie w potowie.
Zad. 7 (grupy GiL)

Uzasadnij, Ze jezeli pomnozymy licznik i mianownik utamka przez te samg liczbe roz-
ng od zera, to nie zmieni si¢ wartos¢ tego utamka.
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Zad. 8 (grupy GiL)

Jak mozna sie przekonad, ze jesli cene zwigkszymy o p%, a nastepnie o q%, to otrzyma-
my taki sam wynik, jak gdybysmy najpierw zwiekszyli ceng 0 q% a nastepnie o p% ?

Zad. 9 (grupy GiL)

Wyznacz wymiary prostokgta o obwodzie 36 cm, ktérego pole jest najwigksze. Uzasad-
nij swoj wynik.
Zad. 10 (grupa L)

Narysuj dowolny czworokgt i potgcz srodki jego bokow. Czy nowo powstaty czworokgt
jest rownolegtobokiem?

Zad. 11 (grupa L)
Czy podane zdanie jest prawdziwe? Uzasadnij swojg odpowiedz.

Funkcja f(x) = ax’ + ¢, gdzie a>0 i ¢>0 nie ma miejsc zerowych.

W wyniku analizy prac uczniow i studentdéw postawitam kilka hipotez szczegé-
towych. W trakcie badan zostaly one czesciowo potwierdzone.

Baza teoretycznag, na ktorej zasadzala si¢ analiza rozwigzan uczniowskich, byla
typologia rodzajow rozumowan dowodowych podana przez N. Balacheffa (1987,
1990) i jej kompatybilno$¢ z antropomatematycznym kierunkiem, zakladajacym
zasadniczy wplyw naturalnych czynno$ci umystowych uczacych sie (powszechnych
w codziennym zyciu cztowieka) na czynnosci uzasadniania zdan ogélnych w mate-
matyce. N. Balacheff podaje nastepujaca, hierarchicznie ustrukturyzowang typologie
dowodoéw uczniowskich:

o Naiwny empiryzm (I'empirisme naif) - dowdd pozostaje w tym przypadku
na poziomie uznawania konkretnej obserwacji za wystarczajaca. Wlasnosé
konkretnego, szczegolnego przykladu uczen uznaje za wlasno$¢ ogdlna. Ba-
lacheff podkresla wystepowanie w zakresie naiwnego empiryzmu czasem
troche ,wyzszej” formy takiego rozumowania, polegajacej na domniemanym
przekonaniu rozwigzujgcego o prawdziwosci wynikajacym réwniez ze struk-
tury rozwazanej sytuacji, nie tylko z empirycznego doswiadczenia. Zilustruj-
my ,naiwny empiryzm” przyktadem zapozyczonym z pracy M. Ciosek (1992,
s. 105-106). Przyktad dotyczy zadania ,,przekgtne wielokgta” - wersja B (patrz
Aneks).

Tabelke dang w tym zadaniu jedna z uczennic uzupelnila w nastepujacy sposob:

X 3141|528

liczba przekgtnych 0|2|0]| 14
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Uczennica zapytana przez nauczycielke (bezposrednio po uzupetnieniu tabelki)
o powody, dla ktdérych tak rozwiazala zadanie, odpowiedziala: zauwazytam, ze
jesli x byto nieparzyste, to liczba przekgtnych wynosita 0, a jesli x byto parzyste, to
przekgtnych byto o potowe mniej (s. 106). Uczennica obserwowata dane w tabelce
z nastawieniem na odkrycie ogdlnej zaleznosci i na podstawie zilustrowanego
tabelka przyktadu sformulowata pewne spostrzezenie, ktérego nie potraktowala
jako hipotezy wymagajacej weryfikacji. Zadnego sprawdzenia (nawet na innych
konkretnych przyktadach) rozwigzujaca zadanie nie podjeta, a wlasnosé¢ przy-
ktadu uznatla za wlasnos¢ ogolng. Wlasnie takie uznawanie konkretnej obserwa-
cji za wystarczajace uzasadnienie zdania ogoélnego nazywa si¢ naiwnym empiry-
zmem.

e Proba rozstrzygajgca (expérience cruciale) - rozwiazujacy, co prawda réwniez
rozumuje na konkretnym przyktadzie (lub kilku przykltadach), ale uswiada-
mia sobie istotno$¢ matematycznego kontekstu tego przykltadu w kierunku
jego generalizacji. Ta generalizacja jest w pewnym sensie uswiadomiona, ale
ograniczenia poznawcze i jezykowe nie pozwalaja uczniowi wyj$¢ poza przy-
klady konkretne". Balacheff ilustruje taki sposdb rozumowania przyktadem
zaczerpnietym z pracy dwojga uczniow podczas rozwigzywania zadania ,,prze-
kgtne wielokgta” - wersja A (patrz Aneks). Rozwiagzujacy uczniowie (Martine
i Laura) stawiaja swoja hipoteze co do sposobu obliczania liczby przekatnych
wielokata analizujac przypadek szesciokata; biorg pod uwage kolejne wierz-
cholki szesciokata i zliczaja wychodzace z nich przekatne (Balacheft, 1990,
s. 290). Uczniowie rozumuja w nastepujacy sposob (w odniesieniu kolejno do
rys. 26, rys. 27 i rys. 28):

B
A C
F D
E
Rys. 26

' Balacheff zwraca uwage na kluczowa role takiego sposobu myslenia w przejéciu od empi-

rycznego pragmatyzmu do racjonalizmu logicznego (1990, s. 289).
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Z pierwszego wierzchotka (A) wychodzg 3 przekatne, a to jest to samo, co licz-
ba wierzchotkéw tego wielokata pomniejszona o 3. Z drugiego wierzchotka (B)
tez wychodzi tyle samo przekatnych:

E
Rys. 27

Z kolejnego wierzchotka (C) wychodzi juz mniej o 1 nowych przekatnych,
z wierzchotka D - o 2 mniej itd.

B
A C
F D
E
Rys. 28

Wystarczy teraz (mowia uczniowie) pododawac wszystkie liczby nowych prze-
kgtnych wychodzgcych z kolejnych wierzchotkéw i w ten sposéb zawsze otrzy-
mamy wynik. Nastepnie stwierdzaja: trzeba to jeszcze sprawdzi¢ na jakiejs
bardzo duzej liczbie wierzchotkow. Takie sprawdzenie (dla dziesieciokata)
uczniowie traktujg jako wystarczajace kryterium dla uzasadnienia poprawno-
$ci sformulowanej przez siebie hipotezy. Jest to wcigz rozumowanie opierajace
sie na empiryzmie, ale juz z proba dostrzezenia ogélnosci sformulowanej wia-
snoéci obiektu matematycznego.

o Przyktad generujgcy (lexemple générique) — rozwigzujacy dokonuje w tym
przypadku ogélnych spostrzezen, analizujac przyktad konkretny. Chodzi
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o specyficzny sposdb rozumowania osoby, ktéra zna jaki$ przyklad obiektu
spelniajacego weryfikowang hipoteze i w sposéb §wiadomy zadaje sobie pyta-
nie, jaka szczegdlng wlasnos¢ ma ten rozwazany przyklad. Osoba pyta o cha-
rakterystyczne cechy tego przykladu majace zwigzek z badang hipoteza.

e Préba myslowa (l'expérience mentale) — mowa tu jest o sytuacji, w ktorej roz-
wigzujacy odwoluje si¢ co prawda do szczegdlnego obiektu matematycznego
(znajduje si¢ zatem na poziomie dzialania na konkrecie), ale przebieg rozu-
mowania w zadnym momencie nie odwoluje si¢ do tej szczegélnosci. Takie
rozumowanie wymaga od rozumujgcej osoby catkowitej dekontekstualizacji
i eliminacji konkretnosci tego rozwazanego przykladu (dla wygenerowania
rozwigzania ogélnego). Rezultat tego procesu myslowego nie jest jeszcze po-
prawnym wnioskowaniem o charakterze dedukcyjnym, cho¢ jego prowadze-
nie wymaga posiadania przez rozwigzujacego zaawansowanych konstrukcji
poznawczych i wystepuje tylko na poziomie jezyka. Eksperyment myslowy
opiera si¢ na etapach posrednich dowodzenia i jest jego nizszym szczeblem
i stosunkowo fatwo moze si¢ przeobrazi¢ w dowod. Balacheff stwierdza, ze taki
sposob rozumowania mozna rzadko zaobserwowac (1990, s. 291), wymaga od
rozwigzujacego posiadania duzych umiejetnosci jezykowych oraz wiedzy zor-
ganizowanej na dosy¢ wysokim poziomie.

Liste mozliwych uzasadnien poprawnosci rozumowan uzupetnijmy o:

e Rozumowanie ukierunkowane dedukcyjnie — oméwione juz w poprzednich
rozdzialach wnioskowanie w oparciu o reguly logiki z poprzednio zaakcep-
towanego zasobu wiedzy. Jest to sposdb rozumowania najbardziej pozadany
i najblizszy poprawnemu dowodowi matematycznemu lub sam bedacy juz
takim dowodem. Wymaga posiadania stosunkowo wysokiego poziomu wie-
dzy matematycznej i logicznej oraz duzej swobody w postugiwaniu si¢ mate-
matycznym jezykiem. Prowadzenie tego typu rozumowan (o nawet nieduzym
stopniu formalizacji) jest czynnoscig skomplikowang i czesto wymagajaca
uzupelnien w wiedzy bezposrednio z tematem niezwiazanej, a jednak dla pro-
wadzenia rozumowania niezbednej.

Zobaczmy to na przykladzie dowodu twierdzenia Picka'>.

Twierdzenie Picka

Pole dowolnego (niekoniecznie wypukiego) wielokqta QCR®, ktéry ma wszystkie
wierzchotki w punktach kratowych sieci kwadratowej, dane jest wzorem P(Q) =n_
+ n,— 1, gdzien , in, oznaczajq odpowiednio liczbg punktow kratowych we wne-
trzu i na brzegu wielokgta Q.

Dla przeprowadzenia dowodu tego twierdzenia potrzebna jest znajomo$¢ pewnych

definicji, lematéw i innych uzupelnien teorii. Przypomnijmy je wiec:

12 Przyklad jest uzupelniong wersja dowodu przedstawionego w ksigzce Dowody z Ksiggi
(Aigner, Ziegler 2002, s. 82-84).
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Definicja
Kazdy wielokgt nazywamy elementarnym, jezeli jego wszystkie wierzchotki lezg

w punktach kratowych i nie zawiera on Zadnych innych punktéw kratowych.

Lemat

Kazdy tréjkgt elementarny = conv {p, p, p,}<R? ma pole P (A) = % .

Rys. 29

Dowdd lematu

Zaréwno réwnolegtobok R o wierzchotkach p, p, p,, p, + p, - p,; jak i krata Z? s3
zachowywane przez przeksztalcenie: 6 : x = p, + p, - x, tzn. przez symetrie srodkowg
wzgledem $rodka odcinka tgczacego punkty p, p,.

p1+p2-po

Rys. 30

Zatem réwnoleglobok R = AUS (A) réwniez jest elementarny (rys. 30), a jego po-
przesuwanymi kopiami mozna wypelni¢ cala ptaszczyzne. Wynika stad, ze wektory
p,-p, P, - P, stanowig baze kraty Z*, utworzona z nich macierz ma wyznacznik 1, R
ma pole réwne 1, A za§ ma pole réwne 3 (wyjasnienia termindw uzytych w ostatnim
zdaniu podaje w czesci: Dodatek 1).

Dowdd twierdzenia Picka

Kazdy taki wielokat Q mozna podzieli¢ na trojkaty elementarne, wykorzystujac jako
wierzchotkin  punktéw kratowych w jego wnetrzu i n, punktéw kratowych na jego
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brzegu (to nie jest calkowicie oczywiste, w szczegdlnosci jesli nie wymagamy wypu-
klosci Q; uzasadnienie bedzie pdzniej).

Rys. 31

Otrzymang triangulacje zinterpretujemy jako graf plaski'.

Oznaczmy:

n - liczba wierzchotkéw grafu;

f - liczba $cian;

e — liczba krawedzi. 1

Graf ten dzieli plaszczyzne na f - 1 tréjkatow o polu 7 i jedng dodatkows $ciane
zewnetrzng.

Zatem

PQ = (f-1).

Kazdy trojkat ma trzy boki; kazda z e krawedzi wewnetrznych nalezy do dwéch
trojkatow, natomiast kazda z e, krawedzi zawartych w brzegu wielokata pojawia sig
tylko w jednym trojkacie. Zatem 3 (f-1)=2e,  +e,astadf=2(e-f) ¢, + 3.
Ponadto na brzegu wielokata Q lezy tyle samo krawedzi co wierzchotkéw e, = n,.
Laczac obie te informacje ze wzorem Eulera', otrzymujemy

f=2(-fl-e+3=2(n-2)-n+3=2n_ +n, -1,
. 1
wiecP(Q) = (f-1)=n_ + > n, -1
Dodatek 1
Bazg kraty Z° nazywamy pare liniowo niezaleznych wektoréw e, i e, takg, ze:

72 = {Ae, + e A, A, ).

B Grafem plaskim nazywamy ustalony rysunek grafu planarnego (czyli dajacego si¢ naryso-
wac na plaszczyznie (lub na dwuwymiarowej sferze) tak, aby zZadne dwie krawedzie nie miaty na
rysunku punktéw wspdlnych réznych od wierzchotka, z ktérym obie sg incydentne (Aigner, Ziegler
2002, 5. 77).

4 'Wz6r Eulera: jesli spojny graf plaski G ma n wierzcholkow, e krawedzi i f$cian, ton —e + f
= 2 (Aigner, Ziegler 2002, s. 77).
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Nieche, = [Z] ie,= [;] . Wtedy réwnoleglobok rozpiety na wektorach e, i e, ma pole:

Ple, e) = |det (e, )] =|dec[? €] .

Jesli f, = [g] if,= [Z] stanowig inna baze, to istnieje odwracalna catkowitolicz-
bowa macierz Q, ktéra spelnia réwnosé: [z Z] = [Z 2] -Q. Poniewaz Q - Q'
-l 5
=1, astad |det (f, f,)| = |det (e, ¢,)|.

Zatem wszystkie rownolegtoboki bazowe maja pole réwne 1, gdyz P ([(1)], [(1)]) =1
Dodatek 2

] ,awyznaczniki rozwazanych macierzy sg liczbami catkowitymi, wiec |det Q|

Wykazemy, ze triangulacja zawsze istnieje dla wszystkich wielokatow niewypuktych.
Skorzystajmy z Zasady Indukcji Zupelne;.

Dla n=3 mamy do czynienia z tréjkatem, wiec nie ma czego dowodzi¢. Niech n > 4.
Zakladamy, ze dla n-kata triangulacja istnieje, zatem aby skorzysta¢ z zalozenia, mu-
simy umie¢ wskaza¢ jedng przekatna, ktora podzieli figure utworzong przez dodanie
n+1 wierzcholka (wielokat P) na mniejsze czesci. Znajdziemy w wielokgcie wierz-
chotek A (rys. 32), ktory jest wypukly™. Spdjrzmy teraz na dwa wierzcholki B i C
sasiadujgce z A.

Rys. 32

Jesli caly odcinek BC lezy we wnetrzu P, to sam jest poszukiwanag przekatna. Jesli
tak nie jest, to w tréjkacie ABC sg inne wierzchotki P. Przesuwajmy odcinek BC row-
nolegle w strone A, dopdki nie natrafimy na ostatni wierzchotek Z we wnetrzu ABC.
Odcinek AZ lezy wewnatrz P i jest szukang przekatna.

> Wierzcholek wielokgta nazywamy wypuklym, gdy kat wewnetrzny wielokata przy
tym wierzchotku jest mniejszy od 180°. Poniewaz suma katéw wewnetrznych n-kata jest rowna
(n-2)-180°, zatem taki wierzchotek musi istnie¢.
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Nie trzeba nikogo przekonywac, ze proces przesledzenia i zrozumienia takiego
typu rozumowania ukierunkowanego dedukcyjnie wymaga znacznego wysitku. Tym
bardziej trudne, a czasem wrecz nieosiggalne jest samodzielne tworzenie takich rozu-
mowan formalno-dedukeyjnych, szczegélnie dla 0s6b niebedacych tworczymi mate-
matykami. A ich zmudne studiowanie, czasem uczenie si¢ na pamieé, moga pozbawic
niektorych uczacych sie entuzjazmu do matematyki.

Uzasadnienie tego samego twierdzenia mozna przeprowadzi¢, postugujac sie
prostszym rozumowaniem — geometrycznym — przez uzmiennianie stalej. Przytocze
takie rozumowanie opisane przez S. Turnaua (2011), ktére autor uznaje za dostgpne
dla ucznia szkoly ponadgimnazjalnej o przecietnych zdolnosciach matematycznych.
Rozwazmy pieciokat ABCDE o wierzchotkach w punktach kratowych.

E
D
: \
™
\\ C
"~
B
Rys. 33

Przypiszmy kazdemu punktowi kratowemu kwadrat, ktérego jest on $rodkiem.
Jesli teraz policzymy wszystkie kwadraty i ich cze$ci wypelniajace wielokat (liczac
odpowiednie punkty kratowe, ktérym te kwadraty sa przypisane) — obliczymy pole
wielokata ABCDE (przez zliczanie wezldw sieci, jak to jest we wzorze Picka).

Rys. 34

118



Na rys. 34 z6ltym kolorem zaznaczono kwadraty przypisane wewnetrznym
punktom kratowym. Niektére z z6ttych kwadratéw trzeba ,,dopelni¢” do calosci (co
zaznaczono na rysunku kolorem niebieskim). W obrebie pieciokata znajduja si¢ tez
cze$ci kwadratdéw przypisanych wezlom sieci. Jesli przyjmiemy, ze kazdy taki punkt
kratowy ,,generuje” potowe kwadratu wchodzacego w sktad kwadratow wypelniaja-
cych pigciokat, to zauwazymy, ze dostaniemy szukane pole pi¢ciokata z ,,naddatka-
mi” (zaznaczonymi kolorem ciemnozielonym). Pozostaje zauwazy¢, ze te ,naddatki”
w sumie tworzg jeden caly kwadrat (co wynika z koniecznosci sumowania si¢ odpo-
wiednich katéw przy wierzchotkach pieciokata do 360°), zatem od liczby wszystkich
kwadratéw i ich czgéci trzeba odja¢ 1. Uogdlniajac powyzsze rozumowanie otrzymu-
jemy wzor:

P=W+ % B - 1, gdzie W oznacza liczbe wezlow sieci wewnatrz wielokata, a B
liczbe takich weztéw na jego brzegu.

Oczywiscie powyzsze rozumowanie nie jest $cistym dowodem matematycznym,
jest rodzajem geometrycznego uzasadnienia i wymaga jeszcze uzupelnienia (cho¢-
by poprzez zbadanie wzoru Picka dla tréjkata, wykazanie addytywnosci wzoru oraz
powolanie si¢ na mozliwoé¢ triangulacji kazdego wielokata). Mimo pogladowosci
zarysowanego rozumowania opierajgcego sie¢ na konkretnym przykladzie wielo-
kata, moc przekonujaca takiego sposobu myélenia dla przecigtnego czltowieka jest
wigksza niz wcze$niej przeprowadzonego dowodu formalnego.

Pozostalo jeszcze wyrdznic¢ sposoby wykazywania falszywosci stwierdzen mate-
matycznych stosowane przez uczniéw, jako ze sa to réwniez rozumowania uzasad-
niajace (Balacheff 1987, 1990). W odniesieniu do wykazywania falszywosci hipotez
matematycznych'® Balacheff wymienia:

Obalanie hipotez matematycznych (statut et conséquences des réfutations) — bu-
dowanie kontrprzykladéw, poprzez:

e analize w odniesieniu do samego problemu — centralna role odgrywa tu natura

lub wlasciwosci danego obiektu matematycznego;

e analize w odniesieniu do globalnej koncepcji natury matematyki — kryterium

rozstrzygniecia jest osadzone gteboko w teorii matematycznej;

e analize w odniesieniu do konkretnej sytuacji - zasadnicza kwestig jest respekto-

wanie zasad kontraktu dydaktycznego w danej sytuacji dydaktycznej.

Te sposoby rozumowania sa bardzo interesujace z teoretycznego punktu widze-
nia; tematy zwigzane z nimi wymagaja jednak przeprowadzenia glebszych i odreb-
nych badan.

Zarysowana powyzej typologia rozumowan N. Balacheffa postuzyla w mojej
analizie badawczej (odnoszacej si¢ do opisywanego badania R) jako podstawa kla-

© W tej pracy nie odnosze si¢ do aktywnosci polegajacej na obalaniu stwierdzen matema-
tycznych, wymaga to odrebnie ukierunkowanych badan, ktdére planuje podja¢ w przysztosci (patrz
»Kierunki dalszych badan”).
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syfikowania zapisanych rozwigzan uczniow do poszczegélnych typéw rozumowan.
W wyniku analizy badawczej mozna postawic i cze$ciowo potwierdzi¢ wynikami licz-
bowymi nastepujaca hipoteze.

HIPOTEZA R1

Uczacy sie matematyki na szkolnych poziomach tego nauczania najczesciej
W rozumowaniu reprezentuja naiwny empiryzm oraz stosuja prébe rozstrzy-

gajgcg.

Oba te rodzaje rozumowania na potrzeby opisywanej analizy badawczej nazwa-
tam prostym postugiwaniem sig¢ konkretem. Mysle tu zatem o takiej sytuacji, w ktorej
podstawg formulowania wniosku o poprawnosci badanej hipotezy jest dla ucznia
konkretny przyktad (lub kilka przyktadéw). Pamigtajmy, ze nawet jesli nie jest to tyl-
ko i wylacznie naiwny empiryzm, a weryfikowany przyklad jest zdaniem ucznia ,,do-
wolny”", tzn. przypadkowy lub np. dotyczacy obiektéw charakteryzowanych przez
duze liczby, to podstawa wnioskowania jest przekonanie, ze zachodzenie wlasnosci
ogolnej w konkretnym przypadku jest wystarczajgcym powodem uznania jej praw-
dziwosci'®. Tak rozumiem proste postugiwanie sig konkretem.

Hipoteze R1 potwierdzajg wyniki badan R i D, zwigzanych z zadaniami z zesta-
wu Z. Dane liczbowe uzyskane w wyniku analizy rozwiazan wspomnianych zadan
przedstawiam w tabelach 6.2.2.216.2.2.3.

Tabela 6.2.2.2
Liczebnoéé grupy Liczba analizowanych
badawczej — w odniesie- Numer zadania rozwiazan uczniowskich
niu do poszczegdlnych matematycznego zawierajacych proby z brakiem préb
zadan rozwigzania rozwigzania

Zad. 1 68 3

SPIV (71 0séb) Zad. 3 58 13
Zad. 4 68 3

17 Uczniowie w réznych sytuacjach wymagajacych zastosowania niejawnego kwantyfikatora
ogdlnego czesto rozumuja tak: wlasno$¢ ma zachodzi¢ ,,dla wszystkich” elementéw danego zbio-
ru, biore wigc jaki$ element ,,dowolny” i sprawdzam. Wobec dowolnoéci wyboru stwierdzam, ze
faktycznie wlasnoé¢ zachodzi dla wszystkich elementéw z tego zbioru (Klakla, Klakla, Nawrocki,
Nowecki 1992; Ciosek 2005).

'8 Przypomnijmy, ze Balacheff wyrdznia jeszcze dwie inne sytuacje, w ktorych podstawa
wnioskowania jest konkretny przyktad, nazywajac je przyktadem generujgcym oraz prébg myslowg.
Jednak oba te rodzaje rozumowania traktuje jako wymagajace posiadania przez rozwiazujacego
pewnej $wiadomosci tego, ze rozumowanie na konkrecie jest niewystarczajagcym $rodkiem dla po-
kazania ogoélnosci. Oba te rodzaje charakteryzuje dazenie do tej ogdlnosci, co jest przejawem swo-
istego odejscia od konkretu.
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Zad. 2 43 8
, Zad. 3 a7 4
SPVI (51 osdb)
Zad. 4 47 4
Zad. 5 42 9
Zad. 2 65 4
Zad. 6 56 13
G (69 0s6b) Zad.7 55 14
Zad. 8 48 21
Zad. 9 56 13
Zad.7 48 2
Zad. 8 45 5
L (50 osdb) Zad. 9 48 2
Zad. 10 49 1
Zad. 11 41 9

Z tabeli 6.2.2.2 mozna odczytac, ze analizie pod katem identyfikowania rozumo-
wan polegajacych na rozwazaniu konkretnych przyktadéw poddano 884 rozwiazania
uczniowskie. Kazde z tych rozwiazan bylo badane ze szczegdlnym zwrdceniem uwagi
na role przykladu konkretnego w tym rozumowaniu®. Ilosciowe wyniki tej analizy
przedstawia tabela 6.2.2.3.

Tabela 6.2.2.3
. . Liczba rozwigzan za-
. Liczba wszystkich e .
Numer zadania ) L kwalifikowanych jako
Grupa badawcza zapisanych rozwigzan . .
matematycznego ) . »proste postugiwanie
uczniowskich . ”
sie konkretem
Zad. 1 68 61
SPIV (71 0s6b) Zad. 3 58 55
Zad. 4 68 60
Zad. 2 43 41
. Zad.3 47 42
SPVI (51 oséb)
Zad. 4 47 42
Zad. 5 42 34
Zad. 2 65 62
Zad. 6 56 45
G (69 osdb) Zad. 7 55 52
Zad. 8 48 43
Zad.9 56 50

¥ Oczywiscie mam $wiadomo$¢, ze zadania uzyte do badania R daja zapewne tylko czgsciowy
obraz calego spektrum strategii stosowanych przez uczniéw dla uzasadniania stwierdzen matema-
tycznych.
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Zad.7 48 40
Zad. 8 45 43
L (50 osdb) Zad. 9 48 38
Zad. 10 49 33
Zad. 11 41 35

Dane liczbowe przedstawione w tabeli jednoznacznie wskazuja, ze na rozwaza-
nych etapach nauczania matematyki uczniowie uzasadniajg stwierdzenia ogélne naj-
cze$ciej przez zbadanie ich na konkretnym przyktadzie. Dopiero na wyzszych etapach
edukacji, i to tylko niektérzy uczniowie, wiaza badanie przyktadu z postawieniem
sobie pytania, w jaki sposob nalezy wyznacza¢ poszukiwang wielkos¢, niezaleznie od
tego, o jakim konkretnym przykladzie mowimy.

Zobaczmy kilka przykladow rozwigzan uczniow z grup GiL zadania 91 11. Beda
to przyktady ilustrujace proste postugiwanie si¢ konkretem.

Zad.9

Uczennica rozwiazujaca to zadanie mowi: czyli mam takie rownanie 2a + 2b = 36.
Pole ma by¢ najwigksze, a pole liczymy mnozgc a razy b. Gdy wezme a=7 i b=11, ra-
zem dajg 18, ale pole wtedy wynosi 77 cm? i jest mniejsze niz jak a=9, b=9, pole bedzie
wynosi¢ 81 cm?. Czyli jest maksymalne, gdy te wymiary wynoszg 9 cm i 9 cm. To jest
moja odpowiedZ.

Zapisane przez uczennice rozwigzanie wyglada nastepujgco.

5
ne Da)'g‘m
“{’f’d‘i ,0,3,“
B8
.« 9. 26/2‘ 487 otb
0136* ;4. z:* 43'8“0
. 6 = O .
. =99
Hoosymalae  pole 440 p= 840 B*3*S T
@?- W y‘mz‘. ().— wxmb P Pﬁ(mb

Rys. 35

W pracach innych uczniéw mozna dostrzec bardziej zaawansowane postepowa-
nie, ale wcigz jednak zasadzajace si¢ na badaniu konkretnych przypadkow i wycia-
ganiu na tej podstawie wnioskow ogélnych. Nastepna uczennica rozwaza wszystkie
mozliwe pary liczb calkowitych, ktére moga by¢ dtugosciami bokéw prostokata o ob-
wodzie 36 cm. Obserwujgc powigkszanie si¢ pola, uczennica formutuje odpowiedz,
nie weryfikujac jej juz dodatkowo.
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Zad. 11
Uczen rozwigzuje zadanie dobierajac od razu konkretne wielko$ci wspolczyn-

nikow a i c. Poszukujac miejsc zerowych stwierdza: nie bedzie takich x, bo nie ma

pierwiastka z liczby ujemnej. Na tym uczen konczy prace, nie zastanawiajac si¢ nad
brakiem ogélnosci takiego rozumowania.
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Rys. 37

Przyktadow tego typu byto bardzo wiele. Np.
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Uczen ten réwniez rozumowal dla przykladu konkretnego, cho¢ udzielit odpo-
wiedzi na pytanie ogdlne.
Nieliczne osoby rozwigzywaly zadanie 11 wnioskujac poprawnie:

07 Al
-C : o<l | a

—_ 1
e HERGIE

- . C

s = o

Rys. 39

Nie jest to w pelni uzupetniony poprawny zapis rozumowania (brak na przyktad
zatozenia, ze a#0), ale zostal dobrze skomentowany przez jego autorke: przypusz-
czenie, ze funkcja ma miejsce zerowe, okazato si¢ niemozliwe (nie ma pierwiastka
z liczb ujemnych), wiec zdanie jest prawdziwe.

Powréémy do hipotezy RI. Zastanéwmy sie, co mogloby leze¢ u podstaw
uczniowskiego przekonania, ze dla uznawania prawdziwos$ci stwierdzenia ogdlnego
- odnoszacego sie do pewnej klasy obiektéw matematycznych — wystarczy sprawdzi¢,
czy to stwierdzenie spelnia jeden lub kilka konkretnych obiektow tej klasy. Przyczy-
ny tego stanu rzeczy sg zlozone. Po pierwsze - moga mie¢ geneze w epistemologii
poznania matematycznego. Na to zagadnienie, a w szczegdlnosci na kwestie konkretu
jako przeszkody epistemologicznej, zwraca uwage R. Duda:

Przejscie od tego stadium [rozumowania na konkrecie] do takiego, w ktorym po-
jawiajg sig juz [...] ,uzupelnienia” w postaci ogélnych objasnien i wskazéwek
postepowania [...], wymagalo [w historii rozwoju matematyki] przelamania
bardzo trudnej przeszkody epistemologicznej, ktorg najstuszniej bedzie nazwaé
przeszkodg ,,konkretu” (Duda 1995, s. 5).

R. Duda pisze dalej:

Jak kucharzowi nie sq potrzebne sciste okreslenia uzywanych przezen surowcéw,
ich stanu i czynnosci, jakie nalezy na nich wykonac (por. polecenia ,,wez szczyp-
te soli”, ,,smaz do zarumienienia” itp.), a probe takg poczytywalby zapewne za
Smiesznq i niepotrzebng, tak i starozytnemu matematykowi wystarczato intui-
cyjne, nabyte od swego mistrza rozumienie pojec takich, jak tréjkgt, koto, pole,
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walec, stozek, objetos¢ itp. On ,wiedzial”, co to jest tréjkgt czy walec, tak, jak
kucharz wie, co to jest udziec czy mgka (tamze).

Odnoszac swoje spostrzezenia do nauczania matematyki, R. Duda stwierdza:

Doswiadczenie pedagogiczne uczy, ze do umystow wielu ludzi, zwlaszcza mto-
dziezy, latwiej trafiajg reguly wyluszczone na konkretnych przyktadach, wy-
raznie wskazujgce czynnosci, jakie nalezy wykonac i ich porzgdek. I co wigcej,
preystuchujgc sie, jak kilkunastoletni chlopiec przedstawia koledze pewng teorie,
przekonujemy sig, ze idzie w Slady swych starozytnych nauczycieli i komenderu-
je: dodaj, pomnéz itd. Opis czynnosci toruje sobie droge do gtow, a objasnienia
ujete naukowym jezykiem odczuwane sq jako zawada, a nie jako pomoc (tamze,
s.6).

Przyjmujac taki punkt widzenia, nalezy zrozumie(, ze weryfikacja na przykladzie
stanowi dla uczniéw najbardziej naturalng forme sprawdzania ogdlnych wlasnosci
obiektow w matematyce. Taki sposob weryfikacji tkwi w korzeniach rozwoju mate-
matycznego czlowieka. Uznanie naturalnosci takiego sposobu rozumowania ucznia
powinno stanowi¢ podstawe oceny tego rozumowania i zarazem baze wyjsciowa dla
dzialan dydaktycznych, ktorych celem bedzie pokazanie stosunkowo czestej zawod-
no$ci my$lenia opartego na indukgji.

Oprocz epistemologicznie uwarunkowanej naturalnoséci rozumowania opartego
na analizie obiektéow konkretnych powinnismy réowniez mie¢ na wzgledzie bardzo
skomplikowang relacje pomiedzy sposobami wyciggania wnioskow przez czlowieka
w jego zyciu codziennym a wnioskowaniem w obrebie matematyki, czyli relacje po-
miedzy wiedza potoczng a wiedza naukowa czlowieka. Taki oglad sytuacji jest szcze-
gélnie istotny z punktu widzenia antropomatematyki. Oczywiscie zalozenie o wza-
jemnym wplywie na siebie obu rodzajow wiedzy cztowieka jest naturalne i konieczne.
Pamietac jednak nalezy, iz sposoby myslenia, majace geneze w codziennym zyciu
czlowieka, przenoszone (najczesciej nieSwiadomie) na grunt matematyki moga po-
wodowa¢ wytwarzanie si¢ schematow nie zawsze zgodnych z poprawnym mysleniem
matematycznym.

Analiza materialu badawczego zgromadzonego dla celéw badania R (oraz wie-
loletnia praktyka badawcza) pozwalaja na postawienie kolejnej hipotezy zwiazanej
z poruszong kwestia.

HIPOTEZA R2

Sposoby wnioskowania, ktére uczniowie stosuja w celu uzasadniania
stwierdzen matematycznych, czesto majg genez¢ w schematach mysle-
nia stosowanych przez czlowieka w jego Zyciu codziennym, w sytuacjach
ukierunkowanych na argumentowanie w okolicznosciach zyciowych, poza-

matematycznych.
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Uzasadnieniem tej hipotezy jest wyrdznienie i opisanie kilku wspomnianych
sposobow wnioskowania.

Uczniowie w celu uzasadniania ogélnych stwierdzen matematycznych stosuja
(m.in.) dwa rodzaje schematow argumentowania, ktére nazwatam odpowiednio:

o schematem argumentowania wykorzystywanym w procesach myslowych odno-
szgcych sig do kontekstow z Zycia codziennego (przenoszonymi przez uczacych
sie na grunt matematyki) (ozn. SC)

oraz

o schematem argumentowania opartym na konwencji (ozn. SK).

Te dwa rodzaje schematéw wnioskowania spelniajg inne funkcje, maja inny
przebieg, a co wazne, charakteryzuja si¢ innym uprawomocnieniem w teorii matema-
tycznej. Opisze je ilustrujac przykladami pochodzacymi z rozwigzan zadan badanych
uczniéw i ich wypowiedzi.

Schematy argumentowania wykorzystywane w procesach myslowych
odnoszacych sie do kontekstow z zycia codziennego (SC)

Dokonam uszczegétowienia tak nazwanej kategorii rozumowan. Przyjmijmy,
ze niektore rodzaje hipotetycznych schematéw myslenia cztowieka, realizowanych
przez niego w sytuacjach, w ktdrych jest proszony o uzasadnienie jakiego$ matema-
tycznego faktu lub prawidtowosci, maja podobne przyczyny i przebieg. Nazwijmy je
schematami:

e opartymi na przyczynowosci,

e opartymi na pewnym porzadku:

- na poréwnaniu (analogii),
- na kontrascie (przeciwstawieniu),
- na klasyfikacji (badz typologii),

e opartymi na analizie konkretnego przyktadu (lub rysunku),

e opartymi na braku kontrprzykladdéw,

e opartymi na blizej niedajacym sie wyjasni¢ przekonaniu o prawdziwosci hi-

potezy.

Opisze i zilustruje wyrdznione tu typy wnioskowania.

SC oparty na przyczynowosci

Moéwimy w tym miejscu o sytuacji, kiedy jako powod funkcjonowania jakiejs
zasady czlowiek podaje bardzo intuicyjng, znang mu i czesto stosowang zasade my-
$lenia, polegajaca na przyjeciu naturalnosci nastepujacego sposobu mysélenia: ,,pewne
przyczyny moga sie nieuchronnie kojarzy¢ z okre$lonymi, konkretnymi, juz wcze-
$niej powtarzajgcymi sie skutkami”. W gre wchodzi posiadanie przez kazdego z nas
pewnych doswiadczen zyciowych, znajomos$¢ ich przebiegu i skutkéw, co czasem
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rzutuje na sposoby stawiania hipotez na temat przyszlych wydarzen. Zilustruje to
ponizszym zestawieniem, pokazujacym podobienistwo pewnych sposobéw myslenia
czlowieka w Zyciu codziennym i ucznia w matematyce. Omdéwiony schemat myslenia
moze czasem sprawdzac si¢ na gruncie matematyki, ale moze réwniez prowadzi¢ do
blednych wnioskow. Zapowiedziang analogie zobrazujg sformulowania z tabeli poni-
zej (nie uwzgledniaja one oceny poprawnoséci wyciagnietych wnioskow).

CODZIENNOSC MATEMATYKA

dwie wielkosci, ktére sg podobnej natury lub bywaty
od siebie uzaleznione, powinny sie podobnie zmienia¢

na pewno sie ubtocisz, bo pada jesli zwieksza sie dtugos¢ boku jakiegos wielokgta, to
deszcz zwieksza sie jego obwdd;
jesli zwieksza sie pole figury, to zwieksza sie tez jej
obwdd

Taki sposéb myslenia czlowieka jest naturalny i czesto wystepuje. Moze wystapi¢
réwniez na stosunkowo wysokim poziomie do$wiadczenia matematycznego. Skoro
wigzemy pewne przyczyny i skutki ze soba, nieodzownie kojarzy si¢ nam takze i ro-
dzaj relacji pomiedzy przyczyna i skutkiem. To wydaje si¢ dosy¢ oczywiste, nawet
na zaawansowanym matematycznie poziomie myslenia. Matematykowi, ktory bada
skutki jakich$ dowolnie postawionych zatozen, do glowy przychodzg przede wszyst-
kim wczeéniej spotykane konsekwencje podobnych zalozen.

SC oparty na poréwnaniu (analogii)

Zasada mysélenia cztowieka w tym przypadku polega na poréwnaniu nowego
stwierdzenia (poprawnos$¢ ktérego musi rozstrzygnac), jego semantyki lub budowy
syntaktycznej, do jakiego$ znanego juz wczesniej przyktadu, a weryfikacja hipotezy
polega na wyciagnieciu wnioskow z tego podobienstwa. Rozwazmy przyktad.

CODZIENNOSC MATEMATYKA

znajomosc faktu z przesztosci i dostrzeganie jakiego$
podobienstwa w naturze nowego obiektu pozwala
kiedys juz sie cos takiego wydarzyto; | postulowac jego podobne zachowanie sig

kiedys tak zrobitem i byto dobrze mnozenie utamkéw zachowuje sie tak, jak mnozenie
liczb naturalnych: ich iloczyn jest wiekszy od kazdego
czynnika

Jest to rodzaj myslenia bazujacego na analogii pomiedzy zwigzkiem, o ktérym
juz co$ wiemy, a innym zwigzkiem, co do prawdziwosci ktérego mamy si¢ wypowie-
dzie¢. Ta analogia moze dotyczy¢ zaréwno znaczenia obu badanych stwierdzen, jak
i ich budowy syntaktycznej, np. opartej na podobienstwie jezyka i budowie obu sfor-
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mutowan. Przyczyna takiego myslenia czlowieka moze tkwi¢ gleboko w sferze jego
pogladow i przekonan bedacych suma do$wiadczen zyciowych i matematycznych.

SC oparty na kontrascie (przeciwstawieniu)

Niektdre zjawiska w zyciu cztowieka, a takze niektore wlasnosci obiektow mate-
matycznych pozostaja w opozycji, sa swoimi przeciwienstwami. W matematyce wiele
jest takich przyktadéw, chocby:

e réwny - rézny,

e dodatni — ujemny,

e rosnie — maleje,

e liczba parzysta - liczba nieparzysta,

e zbiezny - rozbiezny,

e przemienne — nieprzemienne.

Jako do$¢ naturalny mozna uznac nastepujacy sposob wyciagania wnioskow.

CODZIENNOSC MATEMATYKA

pewne relacje lub wtasnosci sg sobie przeciwstawne,

L o, wiec skoro nie zachodzi jedna, to zachodzi druga
skoro nie jest tak, musi by¢ na

odwrot skoro to nie jest liczba pierwsza, to musi byc ztoZzona;
skoro a nie jest mniejsze od b, to musi by¢ wieksze od b;
jesli funkcja nie jest rosngca, to jest malejgca

Taki sposob wyciaggania wnioskow w matematyce czasem daje wynik poprawny.
Jesli zbiér rozwazanych obiektow da si¢ podzieli¢ wzgledem pewnej cechy na dwie
klasy, to oczywiscie dany obiekt musi naleze¢ do ktoérejs z nich. Zdarza si¢ jednak,
ze chociaz nazwa cechy charakteryzujacej rozwazane obiekty sugeruje istnienie tylko
dwoch standéw przeciwstawnych, to obiektywnie istniejg takze inne mozliwos$ci. Na
przyklad, jesli funkcja nie jest parzysta, to nie znaczy, ze jest nieparzysta, jesli jedna
liczba nie jest wigksza od drugiej, to nie znaczy, Ze jest od niej mniejsza itp.

SC oparty na klasyfikacji (badz typologii)

Ten rodzaj wnioskowania jest uogoélnieniem poprzedniej kategorii, gdzie
mysl cztowieka uwzgledniata istnienie dwdch przeciwstawnych rodzajow zjawisk.
W tym przypadku dopuszczamy istnienie kilku mozliwosci, ktdre, jesli si¢ rozwa-
zy ich alternatywe, pokrywaja calg przestrzen zjawisk mozliwych do wystapienia.
Taki podzial przestrzeni mozliwych zjawisk moze by¢ klasyfikacja tego zbioru lub
tylko jego podzialem ze wzgledu na nieostre kryterium, mogace generowa¢ podziat
na zbiory niekoniecznie rozlgczne. I taka wlasnie sytuacja moze by¢ przyczyna
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bledéw w wycigganiu wnioskow. Przyktadem typologii niebedacej klasyfikacja jest
stosowane czasem przez uczniéw wyrdznianie trzech rodzajoéw prostych (dajacych
w sumie zbidr wszystkich prostych na ptaszczyznie): proste rownolegle, proste pro-
stopadle i proste przecinajace sie. Taki podziat jest typologia, ale nie jest klasyfika-
cja, co moze by¢ klopotliwe w przypadku prostych przecinajacych sie pod katem
prostym.

CODZIENNOSC MATEMATYKA

pewne typy zaleznosci matematycznych po-
krywaja przestrzen wszystkich mozliwosci

to musi by¢ jedna z kilku mozliwosci, innych
mozliwosci nie ma jesli dwa okregi sq roztgczne, to oznacza, ze
suma dtugosci ich promieni jest mniejsza niz
odlegtos¢ srodkow tych okregow

Whnioski wynikajace z dokonywania klasyfikacji zbioru wszystkich mozliwosci
sg w matematyce stosunkowo czeste i majace charakterystyczna strukture, odbiegaja-
cg od schematow zwykle stosowanych (np. twierdzenia ,,zupelne”).

SC oparty na analizie konkretnego przykladu (np. rysunku)

Wyrdzniony tu typ wnioskowania jest najczesciej wystepujacym sposobem
argumentowania zaréwno w zyciu, jak i w procesie weryfikacji hipotez mate-
matycznych, o czym juz wczesniej byla mowa. Uczacy sie sprawdza poprawnos¢
dla konkretnego przyktadu (np. wybranej konkretnie liczby - nawet duzej, co
uczniowi sugeruje jej dowolno$¢), a nastepnie stwierdza, ze hipoteze mozna
uzna¢ za uzasadniong. Stwierdzenie mozna $miato uzna¢ za prawdziwe, bo dato
si¢ je zastosowaé. Ta kategoria obejmuje typy rozumowania nazywane przez Ba-
lacheffa (1990) naiwnym empiryzmem oraz proba rozstrzygajaca, czyli prostym
postugiwaniem sie konkretem.

CODZIENNOSC MATEMATYKA

sprawdzenie na przyktadzie (lub kilku przykta-
dach) pozwala przypuszcza¢, ze prawo dziata
to dziata zawsze, bo sie sprawdzito teraz zawsze

z rysunku widac, ze...

Przykladéw rozumowan tego typu mozna podaé bardzo wiele i to na bardzo
réznych poziomach matematycznego ksztalcenia.
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SC oparty na braku kontrprzykladéw

Taki sposéb argumentowania w zyciu codziennym wydaje si¢ do$¢ natural-
ny. Skoro nie mozna tatwo znalez¢ jakiego$ kontrprzykiadu dla danego zjawiska,
sensowne wydaje sie przyjecie, ze jest ono ogoélnie obowigzujace. Im wiecej wyko-
namy préb poszukiwania przykladu obalajacego dane stwierdzenie i konczg si¢ one
niepowodzeniem, tym bardziej poglebia si¢ nasze przekonanie, ze musi by¢ ono
prawdziwe.

CODZIENNOSC MATEMATYKA

kilkakrotne nieskuteczne préby znalezienia
kontrprzyktadu

nie moge znaleZ¢ powoddw, aby tak miato

nie by¢ rysuje rozne czworokaqty, tqcze srodki ich

bokow, zeby zbadac czy powstaje réwnolegto-
bok, nie moge znaleZ¢ kontrprzyktadu, wiec to
chyba prawda

Postepowanie opisywanego typu mozna obserwowal stosunkowo czgsto. Na
przyklad studenci rozwigzujac zadanie ,,rownoleglobok” (patrz Aneks) po narysowa-
niu kilku celowo bardzo nieregularnych czworokatéw stwierdzali: widaé, ze tak musi
by¢, nie da tego sie narysowac inaczej.

SC oparty na blizej nie dajacym sie wyjasni¢ przekonaniu o prawdziwosci
hipotezy

CODZIENNOSC MATEMATYKA

posiadanie pewnych przekonan odnosnie
natury niektérych obiektéw matematycznych

czuje, ze to prawda dodawanie i mnoZenie zawsze powiekszajq
wielkosci;

obrazem odcinka w przeksztatceniu geome-
trycznym zawsze jest odcinek

Znaczacy wplyw wierzen i przekonan cztowieka na jego dzialalno$¢ matema-
tyczng jest przedmiotem licznych badan dydaktycznych (Schoenfeld 1985; Pawlik
2005; Ciosek 2005). W rozwazanej w tym miejscu sytuacji chodzi o pojmowanie ter-
minu przekonanie na tyle szeroko, aby obejmowalo tez te dotyczace sposobu wycia-
gania wnioskéw w matematyce i zasad uznawania ich prawdziwosci. Przekonania
tego typu zwykle nie sg werbalizowane, czasem bywajg nieuswiadomione, ale maja
istotny wplyw na podejmowanie decyzji uczacych si¢ na sposoéb oceniania popraw-
nosci hipotez w dziatalnoéci matematycznej. Takie odczucie moze czasem towarzy-
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szy¢ nawet do$wiadczonemu matematykowi. M. Ciosek (2005, s. 93) opisuje przyklad
pracy matematyka poszukujacego miejsca geometrycznego punktéw na plaszczyznie
spelniajacych pewien warunek. Matematyk jeszcze przed faktycznym rozwigzaniem
zadania mowi: jestem przekonany, Ze poszukiwana figura musi mie¢ charakter linio-
wy. Takie przekonanie mialo istotne znaczenie w poszukiwaniu pdzniejszego rozwig-
zania, ale towarzyszylo matematykowi jeszcze przez jego uzyskaniem.

Opiszmy teraz druga grupe schematéw rozumowania.

Schematy argumentowania oparte na konwencji (SK)

Mowa tu jest o zasadach spolecznego przyzwalania na okreslone sposoby rozu-
mowania, roli autorytetdéw w tym procesie i przyjetych sposobéw komunikowania
rezultatéw wnioskowania.

SK oparte na prawidlowoséciach logicznych (rozumowania matematyczne
oparte na dedukcji)

Myélimy tu o uzywaniu argumentdéw matematycznych poprzez powiazana se-
kwencje stwierdzen uzasadniajacych dane zdanie ogdlne w oparciu o wiedze wcze-
$niej przyjeta i uznang za prawdziwa. Rezultaty takiego rozumowania s3 komuni-
kowane w sposdb zrozumialy, w jezyku sformalizowanym i nie budza watpliwosci
co do swojej stusznosci. Ocena poprawnosci takich rozumowan pozostaje niezalezna
od grupy spolecznej, do ktdrej s adresowane. Istotna jest strona logiczna i zgodnosé¢
z zaakceptowang wcze$niej wiedzg, a w zrozumieniu przekazu moze przeszkodzi¢
jedynie nieumiejetnos¢ odczytania i przesledzenia toku rozumowania.

SK oparte na spolecznym przyzwoleniu (autorytarne)

Ten rodzaj wnioskowania jest trudny do opisania i zilustrowania gléwnie dlate-
g0, Ze jego stosowanie nie odzwierciedla si¢ w konkretnej aktywnosci matematycznej
czy w opisie jej rezultatow. O istnieniu takich schematéw przekonuje si¢ kazdy, kto
wnikliwie przyglada si¢ praktyce nauczania matematyki w klasie szkolnej i obserwuje
funkcjonowanie rdznego rodzaju niepisanych konwencji przyjmowanych i stosowa-
nych w takim procesie, z ktdrych pewne wchodza w sktad tego, co czasem w litera-
turze nazywa si¢ ,,kontraktem szkolnym”. Mozna sobie fatwo wyobrazi¢, ze praw-
dziwos¢ jakiej$ tezy matematycznej, o ktorej dyskutuje sie w klasie szkolnej, uczen
uznaje dlatego, ze nauczyciel lub inny uczen (uznany za najlepszego w klasie) przed-
stawil dane rozumowanie uzasadniajace. To nie wiedza matematyczna przekonuje
wowczas o prawdziwosci rozwazanej hipotezy, lecz fakt, ze te prawdziwos¢ stwier-
dza kto$ uznawany za autorytet. Role autorytetu moze pelni¢ tekst podrecznika lub
jakiej$ pozycji ksiazkowej albo wynik pracy komputera. W tej kategorii uznawania
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prawdziwosci stwierdzen matematycznych bardzo wazng role pelni system przeko-
nan jednostki oraz spoteczny kontekst procesu nauczania-uczenia sie.

6.2.3. Badania szczegétowe tematyczne 3:
Diagnoza rozwoju umiejetnosci uzasadniania stwierdzer matematycznych
i przechodzenia uczniéw na poszczegdlne poziomy rozumienia metody
matematycznej (badanie D)

Gléwnym celem analizy jest préba podsumowania wynikéw badania R i doko-
nania pewnej ich syntezy. Metoda badawczg jest zatem analiza jakosciowa danych
ilosciowych zebranych w badaniu R (na podstawie analizy rozwigzan zadan z zestawu
Z), tym razem prowadzona w kierunku wyciggania wnioskow troche innej natury.

Wymagania opisu wynikéw badania D kaza okresli¢, jak rozumiemy fakt, ze
badana umiejetnos$¢ matematyczna rozwija si¢ na kolejnych etapach edukacyjnych.
Uscislenia wymaga réwniez sformulowanie poziomy rozumienia metody matema-
tycznej, aby moc kwalifikowaé zachowania poznawcze uczniow odzwierciedlajace
poziom ich rozumienia tej metody.

W opisie rozwoju badanej umiejetnosci mozemy postuzy¢ sie typologia rodza-
jow uczniowskich uzasadnien podang przez Balacheffa (szczegétowo omdwiona
w poprzednim podrozdziale), gtéwnie z uwagi na fakt, ze autor tej typologii wy-
raznie podkresla, iz ma ona charakter hierarchiczny. Oznacza to, ze wraz z zalicza-
niem danego rozumowania uczniowskiego do kolejnej grupy wymienianej przez
Balacheffa wyrazamy domniemanie, ze umiejetnos$¢ zobrazowana tym rozumowa-
niem znajduje sie¢ w wyzszym stadium swojego rozwoju (rozwija si¢ $wiadomo$¢
koniecznosci eliminacji konkretu). Do takiego ogladu sytuacji dotézmy jeszcze fakt
wyrdzniania w dydaktyce matematyki trzech poziomoéw rozumienia teorii mate-
matycznej:

Poziom 1 - dowod rozumiany jako argument natury ogélnej (w odréznieniu od

sprawdzania twierdzenia na przypadkach szczegélnych);

Poziom 2 - dowdd jako rozumowanie odwolujgce si¢ do wezesniej sformutowa-

nych definicji i twierdzen;

Poziom 3 - dowdd w zwyklym rozumieniu globalnie-dedukcyjnej teorii mate-

matycznej (Legutko, Turnau 1989).

Prébe dokonania potaczenia hierarchicznie ustrukturyzowanych rodzajow
uczniowskich rozumowan wyréznionych i opisanych przez Balacheffa i zakwalifiko-
wania ich do zacytowanych wyzej pozioméw rozumienia dowodu przedstawitam na
schemacie 4.
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TYPY ROZUMOWAN POZIOM ROZUMIENIA

proba rozstrzygajgca POZIOM 1
przykfad generujgcy
= proba mysiowa

rozumowanie ukierunkowan
dedukcyjnie POZIOM 2

lobalanie hipotez

(rozumowania niesformalizowane)

POZIOM 3

Schemat 4. Wspotzaleznos¢ rozwazanych kategorii

Stwierdzitam, Ze naiwnego empiryzmu (czesto lezagcego u podstaw rozumowa-
nia ucznidw, szczegdlnie na nizszych etapach ich edukacji) nie mozemy traktowa¢
w kategoriach wyrazajacych rozumienie roli uzasadnienia typu dowodowego. Pamie-
tajmy, ze rozumienie roli takiego rozumowania (nawet na poziomie 1) wymaga od
ucznia juz pewnej $wiadomosci metodologicznej. Jako pierwszy symptom rozumie-
nia roli rozumowania typu dowodowego w teorii matematycznej mozemy (z duzym
przyblizeniem) traktowa¢ postugiwanie si¢ przez ucznia wnioskowaniem nazywanym
przez Balacheffa proba rozstrzygajaca, przyjmujac, ze posiada on juz pewna $wiado-
mos¢ ogdlnosci konkretu. Natomiast znajdowanie si¢ na drugim i trzecim poziomie
rozumienia roli dowodu musi zwiera¢ odniesienia do umiejetnosci zwiazanych z ro-
zumowaniami bardziej lub mniej formalnymi na gruncie matematyki.

Szczegdlne miejsce na schemacie 4 zajmuje rozumowanie nazwane przez Ba-
lacheffa proba myslowa. Ten eksperyment myslowy moze by¢ mocniej lub stabiej
zwigzany z konkretem, ktérego dotyczy. W zaleznosci od sily tego zwiazku w mysle-
niu cztowieka rozumowanie to znajduje si¢ na pierwszym lub na drugim poziomie
rozumienia metody matematycznej.

Dokonajmy podsumowania danych liczbowych uzyskanych w trakcie badania D
i zbierzmy je w postaci nowego zestawienia.

Tabela 6.2.3.1
Badana grupa SPIV SPVI G L
Llczt?a_ rozwigzan opartych na ] 176 159 252 189
analizie konkretnych przyktadow
Procent u.%asa?dmen tego typu 90,7% 88,8% 90% 81,8%
(w przyblizeniu)
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Zilustrujmy te dane na diagramie ukazujacym kierunek zmian ilo$ciowych:

92
90 S~

88 \/\\

86

Liczby \
84

rowigzan

(procentowo) 82 \
80
78
76

SPIV SPVI G L

Diagram 2. Uzasadnienia poprzez proste postugiwanie sie konkretem

Przebieg linii na tym diagramie uprawnia do sformufowania nastepujacej hipo-
tezy:

HIPOTEZA D1

Swiadomo$¢ metodologiczna uczniéw na kolejnych etapach nauczania roz-
wija sie w niewielkim stopniu. Zdecydowana wiekszo$¢ uczniow na wszyst-
kich etapach ksztalcenia stosuje metode uzasadniania ogolnych stwierdzen
matematycznych opartg na ilustrowaniu prawdziwosci tez na konkretnych

przykladach.

Czasem rozumowania uczniéw noszg cechy eksperymentu kluczowego lub na-
wet ogdlnego przykladu i eksperymentu myslowego; w wiekszosci przypadkdow jest
to jednak trudne do uchwycenia; dokladniejsze zbadanie przebiegu rozumowan
uczniowskich wymaga uzycia bardzo wysublimowanych narzedzi badawczych.

Uzyskane dane liczbowe uprawniaja réwniez do kolejnego wniosku:

HIPOTEZA D2

Uczacy si¢ matematyki uczniowie w wigkszosci (okoto 80%) nie osiaga-
ja wyzszego niz pierwszy poziomu rozumienia roli rozumowan typu do-
wodowego w teorii matematycznej. Wielu stosuje uzasadnianie ogdlnych
stwierdzen matematycznych co prawda na konkretnych przykladach, ale
z zauwazalng tendencja do wyjscia poza konkret.
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O braku tego typu uczniowskiej kompetencji piszg takze dydaktycy matematyki
w innych krajach. Na przyktad J. Sekerak i D. Sveda (2008) opisujac badania dydak-
tyczne dotyczace kluczowych kompetencji matematycznych wymieniaja 3 grupy:

1. kompetencje na poziomie reprodukcji (reproduction level competences) —
wykonywanie rutynowych rachunkéw i procedur i rozwigzywanie rutyno-
wych zadan;

2. kompetencje na poziomie powigzan (connection level competences) — doty-
cza modelowania, zwigzkow miedzy elementami wiedzy, miedzy znanymi
uczniowi metodami;

3. kompetencje na poziomie refleksji (reflection level competences) — dotycza
rozwijania myslenia, argumentacji, abstrakcji, uogolniania, modelowania uzy-
tego w nowym dla ucznia kontek$cie, oryginalnej postawy matematycznej,
polaczenia kilku bardziej ztozonych metod.

Interesujgce nas umiejetnodci autorzy sytuuja w grupie trzeciej kompetencji
kluczowych. Badaniom poddano uczniéw szkoly podstawowej (w liczbie 201) oraz
ucznidw szkoly sredniej (w liczbie 74), ktorzy rozwigzywali nierutynowe zadania ma-
tematyczne. W cytowanej pracy sformulowane sa dwie hipotezy, jedna o nastepujacej
tredci:

Obecne nauczanie matematyki ani nie tumi, ani nie rozwija kluczowych kom-
petencji matematycznych na adekwatnym poziomie. Rozwijane sq glownie
kompetencje z poziomu reprodukcji, kompetencje na poziomie powigza# roz-
wijane sqg w mniejszym stopniu, a w ogole nie sq rozwijane kompetencje na po-
ziomie refleksji (tamze, s. 45).

Wyniki badan diagnostycznych przeprowadzonych przez Autoréw artyku-
tu potwierdzily te hipoteze, a trzeci (interesujacy nas) poziom kompetencji osiggneto
tacznie ok. 12% badanych uczniow.

Widzimy, ze wyniki diagnozowania opisywanych w niniejszej ksigzce umiejet-
nosci uczniowskich nie sg optymistyczne. Dla zfagodzenia tego niekorzystnego obra-
zu zauwazmy, ze na podstawie danych liczbowych przedstawionych w tabeli 6.2.3.1,
mozna uzna¢ (stosujac terminologie L. Wygotskiego), ze rozwoj badanej umiejet-
noéci lezy w strefie najblizszego rozwoju uczniow (Siwek 2005). Wystarcza zatem
dlugotrwatle, celowe zabiegi dydaktyczne, aby uczniowie wlaczyli interesujacy nas
poziom rozumienia metody (poziom 2) do struktury swojej wiedzy i umiejetnosci
matematycznych.

O tym, ze konieczne jest udoskonalenie koncepcji nauczania matematyki, jesli
chodzi o ksztalcenie umiejetnosci typu dowodowego utwierdza kolejny przyktad ba-
dania dydaktycznego przeprowadzonego przeze mnie w ostatnich latach, tym razem
na grupie studentéw pierwszego roku nauczycielskich studiéw matematycznych.

Dwom grupom studentdéw pierwszego roku studiow dano do rozwigzania pew-
ne zadanie matematyczne w dwoch wersjach (zadanie ,liczba kwadratow” — wersja
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A iwersja B - patrz Aneks). Zadanie w wersji A rozwigzywalo 78 studentéw (nazwij-
my te grupe SA), a w wersji B 52 osoby (grupa SB). Badani z grupy SB zadawali dodat-
kowe pytania o znaczenie okreslenia ,rézne kwadraty”, uczestnicy badania z grupy
SA takich watpliwosci nie przejawiali, by¢ moze juz nawet wstepna analiza danego im
wzoru wyjasniala te kwestie. Oto, jak studenci rozwigzywali dane im zadania.

Grupa SA

Zadna z 0s6b z grupy SA nie kwestionowata prawdziwosci weryfikowanej hipo-
tezy, a ich typowe postepowanie bylo nastepujace:

I:‘ liczba kwadratow =1

liczba kwadratdw =1+4=1+22

liczha kwadratow =1+4+9=1+2%3°

Rys. 40

Niektorzy badani oczywiscie pomijali sprawdzanie dla n = 1. Az 43 osoby spo-
$réd badanych po takiej weryfikacji zakonczyto rozwigzywanie zadania, dopisujac
czasem komentarz typu: widad, ze tak bedzie zawsze. Inni studenci (w liczbie 23) wy-
konali jeszcze kolejng probe, np. dla n = 4 (rys. 41):

liczba kwadratdw =1+4+9+16=
=1+2%13%4°

Rys. 41

Nieliczni (7 0sob) weryfikowali jeszcze te hipoteze dla kwadratéw o boku diugo-
$ci 5, 7 lub nawet 10. Mozna wnioskowa¢, ze kazda nastepna pozytywnie zakonczona
proba weryfikacji badanej hipotezy potwierdzala jej wiarygodnos¢. Niewiele, bo tylko
12 0s6b na 78, podjeto probe przeprowadzenia matematycznego dowodu weryfiko-
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wanej hipotezy. By¢ moze, gdyby w poleceniu zadania wystepowato stowo ,,udowod-
nij” - kazdy student podjalby taka probe, jednak temat zadania tego nie sugerowal.

Grupa SB

Zadanie w wersji B okazalo sie dla badanych studentéw duzo trudniejsze. Jego
sformulowanie wymagalo od rozwiazujacego przede wszystkim postawienia hipote-
zy, odkrycia sposobu zliczania kwadratéw i zastosowania go dla n = 60. Uzycie sto-
sunkowo duzej liczby n mialo w moim zalozeniu inspirowa¢ do postawienia hipotezy
natury ogolnej, sprawdzajacej sie w przy niewielkiej modyfikacji dla dowolnej liczby
neN. By¢ moze to sprawilo, ze az 14 0s6b nie podjeto zadnej proby rozwigzania. Inne
osoby przystapily do badania konkretnego przypadku, najczesciej kwadratu o boku
dlugosci 4 (17 0s6b) lub 5 (21 0séb). Nastepnie rozwiazujacy stosowali rézne sposoby
zliczania kwadratow, ale tylko nieliczne z tych sposobow prowadzily do poprawnego
wyniku®. Tylko 6 badanych studentéw podato ogélng zasade zliczania kwadratow
dla n = 60, nie podali oni jednak ogélnej postaci hipotezy uzywajac symbolu litero-
wego (pomimo wystepowania w zapisie symbolu #) ani tez nie podjeli jawnej proby
udowodnienia poprawnosci wymyslonego sposobu zliczania. Niektore zapisy miaty
forme sugerujaca, ze chociaz badany nie sformutowal hipotezy ogdlnej ani jej nie
uzasadnil, to jednak jego rozumowanie mozna traktowac jako analize przykladu kon-
kretnego w oparciu o wnioskowanie natury ogolnej, wychodzace poza konkret.

Podobne badanie (przy uzyciu analogicznego narzedzia badawczego) przepro-
wadzili niezaleznie ode mnie G. Stylianides i A. Stylianides (2009). Uzyskane w ba-
daniu (wsréd 39 studentéw) dane réwniez pokazujg, ze jedynym sposobem wnio-
skowania studentéw koncowego roku studiéow nauczycielskich byto rozumowanie
na konkretnych przykladach kwadratéw. Studenci formulowali hipotezg, jak zliczaé
kwadraty przy dltugosci boku wyjsciowego kwadratu réwnej 60 jednostkom, piszac:
12+ 22+ 3% + ... + 59* + 60% Zapytani o uzasadnienie tego sposobu zliczania, odpo-
wiadali: tego sie nie da policzy¢, to mozna policzy¢ dla kwadratu o dlugosci 4, no moze
5 i to juz pokazuje, jak ma by¢. Autorzy badan stwierdzili, ze w calej badanej grupie
studentéw metoda weryfikacji postawionej hipotezy byl naiwny empiryzm.

Opisane badanie pokazuje, ze studenci I roku studiéw matematycznych nie po-
dejmujg samodzielnie prob matematycznego uzasadniania stwierdzen, kiedy weryfi-
kuja gotowa hipoteze lub gdy sami ja formutuja. Problem ten podkreslajg takze inni
dydaktycy. W tym miejscu krétko mozna przytoczy¢ badanie opisane przez dydakty-
kéw stowenskich (Kolar, Slapar, Hodnik Cadez 2012). Opisuja oni wyniki rozwiazy-
wania przez grupe studentéw nastepujacego zadania (s. 302):

2 Zapisy sporzadzane przez studentéw bylty bardzo rézne podobnie jak strategie przez nich
stosowane, nie bedg one jednak analizowane szczegélowo w tym miejscu, bedzie to w przysztosci
przedmiotem innej mojej pracy.
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Na ponizszym rysunku narysowano spirale umieszczong w kwadracie o boku diu-
gosci 4. Zbadaj problem dtugosci spirali w kwadratach o réznych wymiarach.

Rys. 42

Studenci (facznie 161 — przysztych nauczycieli matematyki) rozwiazujac to zada-
nie stawiali bardzo rdzne hipotezy co do sposobu obliczania szukanej dtugosci spirali
(rys. 42). Badacze konstatujg jednak, ze zaden ze studentéw nie podjat proby mate-
matycznego uzasadnienia postawionej przez siebie hipotezy.

Potrzeba uzasadniania zdan ogélnych w matematyce nie jest zatem prawdopo-
dobnie naturalnym dgzeniem czlowieka. Odczucie koniecznosci uzasadnienia natury
ogolnej musi by¢ odpowiednio zainspirowane — inspiracja moze by¢ polecenie typu:
»udowodnij” lub ,,uzasadnij” w zadaniu matematycznym.

Taka postawa uczacych sie nie jest niczym nagannym. Jest objawem racjonal-
nego dzialania cztowieka: skoro juz odkryt jaka$ zasade i nikt go nie prosi o nic wie-
cej, konczy prace. To nam, badaczom, pokazuje, ze mozemy jedynie oczekiwaé, ze
czlowiek, nawet na stosunkowo wysokim poziomie wyksztalcenia matematycznego
(jakim jest poziom studiéw matematycznych), bedzie odczuwatl naturalng potrzebe
uzasadniania hipotez matematycznych i robit to spontanicznie. Postawe prezento-
wana przez studentéw w opisywanym badaniu mozna nazwaé postawg racjonalnosci
w postgpowaniu i nie nalezy jej uznawa¢ za naganna. Filozof D. Miller pisze, ze za
blad i nieporozumienie trzeba uznac teze, ze uzasadnienia odgrywaja centralng czy
wazng role dla cztowieka w byciu racjonalnym (za: Chmielewski 2009). Zalozenie, ze
semantyczng racjonalizacja czynnosci czlowieka badajacego jakie$ zagadnienie jest
prowadzenie rozumowania zgodnego z zalozeniami logiki jest bezzasadne.

Z opisanego do$wiadczenia wynika natomiast inny wazny wniosek, potwierdza-
jacy wyrazane przez dydaktykdw matematyki opinie o niewatpliwym wplywie (nie-
koniecznie pozytywnym) czestego ilustrowania zaleznoéci i faktéw matematycznych
przykltadami w procesie nauczania (o czym juz wspominatam). N. Balacheff formu-
tuje te mysl w nastepujacy sposob:
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ten rodzaj naiwnej empirii jest istotny z dydaktycznego punktu widzenia, gdyz
stawia pod znakiem zapytania korzystanie z przykltadow do celow dydaktycz-
nych. Przyklady sq rzeczywiscie przydatne do celow dydaktycznych, ale wydaje
sig, Ze z punktu widzenia ucznia mogq miec status przeszkody w procesach uza-
sadniania (1990, s. 289).

Znaczy to, ze czgsto stosowane w procesie dydaktycznym ilustrowanie zasad
ogolnych odpowiednim doborem przyktadéw — cho¢ jest postepowaniem uzasadnio-
nym i poprawnym dydaktycznie - moze powodowaé niepozadane skutki uboczne.
Problem ten podejmuje wielu dydaktykéw. H. Freudenthal opisuje zjawisko, ktdre
mozna nazwa¢ bledem dydaktycznym nauczyciela. Nauczyciel stosuje pewng strate-
gie postepowania, ktéra jest metodologicznie poprawna lokalnie, ale czesto powta-
rzana moze si¢ przerodzi¢ w niepozadane zjawisko o skali globalnej (Freudenthal
1989). Jedng z interpretacji tej opinii H. Freudenthala przedstawia M. Ciosek:

Na wielu lekcjach matematyki wnioski, jakie formufowali uczniowie na pod-
stawie obserwacji przyktadow, byly akceptowane przez nauczyciela. Czasem, po
sformutowaniu wniosku - przeprowadzane bylo jakies ogélne rozwazanie, ktére
nauczyciel nazywat dowodem. Innym razem takiego rozwazania nie przeprowa-
dzano. W tym pierwszym przypadku ogélne rozwazanie nie zmienialo postaci
wniosku. Uczeit moze wigc sqdzié, ze tzw. dowdd narzucajgcego sie z przykla-
déw wniosku jest pewnym dodatkowym zwyczajem, ktéry niczego juz zmienié
nie moze, a ktory wykonuje si¢ z jakiegos blizej niekreslonego powodu (1992,
5. 161-162).

M. Ciosek opisuje sprawozdania z lekcji szkolnych, w trakcie ktorych mozna byto
obserwowac opisany schemat postepowania nauczycieli (Ciosek, 1992, s. 138-141).
Z przedstawionych w tej czesci pracy rozwazan mozna wysnué nastepujace
wnioski:
WNIOSEK D1

Nauczanie matematyki w niedostatecznym stopniu rozwija potrzebe uza-
sadniania hipotez matematycznych, zaréwno wilasnych, jak i juz gotowych,
podawanych w celu ich weryfikacji. Taka potrzeba nie zawsze rozwija si¢
samoistnie, a jej brak mozna czegsciowo tlumaczy¢ postawg racjonalnosci
w postepowaniu 0sob rozwiazujacych zadania matematyczne.

WNIOSEK D2

Proces szkolnego nauczania-uczenia si¢ matematyki prawdopodobnie nie
daje uczniowi mozliwosci do$wiadczenia roznych, wymienianych przez
G. Hanne (2000), funkcji dowodu matematycznego. Wskutek tego uksztat-
towany w trakcie szkolnej nauki obraz tej kategorii moze okaza¢ si¢ niepetny
i ograniczony do jednostronnego widzenia dowodu jako ,,sztucznego” po-
twierdzania tego, co dla uczacego sig¢ jest oczywiste.
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Pozornie wydaje sig, ze tak niedoskonaly obraz roli i znaczenia dowodu matema-
tycznego w uprawianiu matematyki zmienia si¢ w trakcie studiéw matematycznych.
Spodziewamy sig, ze na tym etapie ksztalcenia matematycznego studenci nabieraja
przekonania, ze dow6d matematyczny jest jedynym i niepodwazalnym kryterium
prawdziwosci stwierdzen matematycznych. Jednak badania dydaktyczne tego nie po-
twierdzaja, co zostalo opisane szczegdétowo w artykule Diagnoza wiedzy uczniow szkot
ponadgimnazjalnych i studentéw matematyki na temat zwigzku twierdzenia z jego
dowodem (Pieprzyk, Zeromska 2009). Badania te wzorowano na przeprowadzonych
wczeéniej badaniach dydaktycznych dotyczacych ucznidw szkét licealnych (Nowecki
1978). Badaniom poddano studentéw III i IV*' roku studiéw matematycznych (lacz-
nie 72 osoby). Respondentom dano do przeanalizowania 3 arkusze badawcze (Arkusz
1, Arkusz 2 i Arkusz 3 - patrz Aneks). Wyniki okazaty si¢ niepokojace.

W pierwszym arkuszu badawczym (Arkusz 1) podano prawdziwe twierdze-
nie oraz rozumowanie zawierajace btad, majace pehi¢ role rzekomego dowodu.
Analizujacy ten tekst student mogt btad poprawié i na tej podstawie uzna¢ prawdzi-
wos¢ podanego twierdzenia (tak zrobito 12 osob). Mogl tez wyciagnaé nastepujacy
wniosek: na podstawie tego rozumowania nie da si¢ stwierdzic¢, czy twierdzenie jest
prawdziwe (3 osoby). Niestety, az 27 os6b pomimo stwierdzenia fatszywosci do-
wodu, samo twierdzenie ocenily jako prawdziwe. Inni studenci (15 0sob) przejawili
jeszcze bardziej niepokojacy schemat rozumowania: dowdd falszywy = twierdzenie
falszywe. Taki sposob myslenia jest symptomem powaznych brakéw w rozumieniu
roli dowodu w uznawaniu poprawnosci twierdzen. Reasumujac mozemy stwierdzié,
ze pozadang swiadomos$¢ metodologiczng podczas pracy nad Arkuszem badawczym
nr 1 w pelni ujawnito 15 studentéw (na 72 badanych).

W drugim arkuszu badawczym (Arkusz 2), ktéry zawieral prawdziwe twier-
dzenie matematyczne oraz jego poprawnie przeprowadzony dowdd, nalezato prze-
analizowa¢ elementarne wnioskowanie przedstawione w tekscie dowodu, uznaé go
za poprawne i w konsekwencji uzna¢ twierdzenie za prawdziwe. Tym razem 21 oséb
(na 72) odpowiedzialo na oba pytania poprawnie. Natomiast 6 0sob stwierdzilo, ze
dowdd jest poprawny, a twierdzenie falszywe (!), 3 osoby uznaly, ze dowdd jest po-
prawny, a o twierdzeniu nie stwierdzity nic, natomiast 9 studentéw podato, ze dowdd
jest niepoprawny i wyciagneto stad wniosek, ze twierdzenie jest falszywe.

Trzeci arkusz badawczy (Arkusz 3) zostal skonstruowany nieco inaczej. Zawie-
ral rozumowanie o charakterze formalnym, w sklad ktérego wchodzilo stwierdzenie
(w oczywisty sposob fatszywe) oraz pewne bledne rozumowanie, rzekomo uzasadnia-
jace to stwierdzenie. Rozwigzujacy mial odpowiedzie¢ na otwarte pytanie: co o tym
sqdzisz? Miejmy nadzieje, ze przez pomylke (?) jeden ze studentéw uznal, ze praw-
da jest rownos¢ ,,4 = 57. 12 os6b nie skomentowalo poprawnosci przedstawionego
rozumowania, prawdopodobnie nie mogac wskazaé, gdzie popelniony zostal btad,
a jednocze$nie wiedzac, ze musiat on zosta¢ popelniony, skoro uzasadniono niemoz-

I Badania prowadzono przed wejSciem w zycie studiow dwustopniowych.
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liwg do spelnienia réwnos¢. Zdecydowanie najwigksza grupa studentéw (59 osob)
stusznie stwierdzila, ze rozumowanie jest niepoprawne. Natomiast uzasadnienia tej
niepoprawnosci pozostawiajg wiele do Zyczenia (w pracach okoto 36 0séb).

Poniewaz w omawianych tu badaniach w sposéb szczegdlny przygladamy sie
roli rozumowania ,,na konkrecie” jako podstawy stwierdzania wlasnosci ogélnych,
zwroémy uwage, ze w pracach studentéw przy wypelnianiu wszystkich arkuszy ba-
dawczych réwniez dosy¢ czeste wystepowalo proste postugiwanie si¢ konkretem.
Szczegolnie jedli twierdzenie dotyczylo geometrii, uczacy sie czgsto sporzadzali rysu-
nek (lub analizowali gotowy) ilustrujacy sytuacje opisang w twierdzeniu. Taki rysu-
nek czasem bywa dla studenta (a tym bardziej ucznia) wystarczajaco przekonujacy;
uznaje on wtedy, Ze twierdzenie rzeczywiscie zachodzi.

Badani studenci czesto weryfikowali prawdziwo$¢ twierdzenia wlasnie przez
sprawdzanie ,,zachodzenia” twierdzenia dla konkretnego przyktadu (np. wybranych
liczb czy konkretnej figury geometrycznej). Wyciagali z tego wniosek, ze skoro dla
tego przyktadu twierdzenie jest prawdziwe, to jest prawdziwe w ogélnym przypadku.
Twierdzenie zatem jest prawdziwe, bo dalo si¢ je zastosowac.

Takie wyniki badan pozwalaja czesciowo potwierdzi¢ nastepujgcg hipoteze.

HIPOTEZA D3

Nawet wieloletnia edukacja matematyczna nie zapewnia wystarczajacego ro-
zumienia roli dowodu w badaniu matematycznym, a w szczegdlnosci wza-
jemnej relacji pomiedzy twierdzeniem a jego dowodem. Proste postugiwanie
si¢ konkretem jest na poziomie studiéw matematycznych rozumowaniem
uzasadniajacym czesto wystarczajacym studentowi do stwierdzenia popraw-
nosci ogolnego stwierdzenia matematycznego.

6.2.4. Badania szczegétowe tematyczne 4:
Poglgdy i wiedza nauczycieli i przysztych nauczycieli (badanie NiS)

Te czes¢ badan, ktora bedzie przedmiotem opisu niniejszego podrozdziatu, uwa-
zam za szczegolnie wazng i oddajaca charakter antropomatematycznego podejscia do
badan dydaktycznych, w ktorych, o czym juz pisatam, chce podkresli¢ role nauczycie-
la w ksztattowaniu rezultatow edukacji matematycznej, w szczeg6lno$ci w kontekscie
metodologii matematyki.

Rozpoczne od usytuowania badan wlasnych we wspolczesnie prowadzonych
badaniach dydaktycznych na $wiecie. Okazuje si¢ bowiem, ze niektérzy dydaktycy
matematyki podkreslaja i badajg znaczenie pogladéw matematykow i nauczycieli na
nature wiedzy matematycznej. Podam dwa przyklady badan zaczerpnietych z litera-
tury (Mura 1993, 1995; Hemmi 2010).
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Przyklad 1 (Mura 1993, 1995)

Pierwszy z przyktadéw badan dydaktycznych (uwzgledniajacych role pogladow
nauczyciela matematyki na rodzaj wiedzy ksztaltowanej przez niego u ucznidéw) za-
klada, ze punktem wyjscia do badania takich pogladéw jest rozpoznanie wiedzy i po-
gladéw nauczycieli uniwersyteckich oraz ich poréwnanie z ,.ksigzZkowymi” pogladami
myslicieli i filozoféw matematyki (Mura 1993). Autorka badata odpowiedzi uniwer-
syteckich nauczycieli matematyki i tworczych matematykow na pytanie otwarte: Jak
moglbys zdefiniowaé (okresli¢) matematyke? Kwestionariusz z prosbg o odpowiedz
na to pytanie zostal wystany do 173 oséb. Odpowiedzialo 116 oséb. Wyrdzniono 12
typow pogladdéw na matematyke (Mura 1993). Nastepnie skonfrontowano te poglady
z opiniami uniwersyteckich dydaktykéw matematyki (Mura 1995), ktérzy udzielili
poréwnywalnych typéw wypowiedzi. Pomimo podobienstwa autorka zauwaza, ze
niektérzy dydaktycy wyraznie podkreslajag humanistyczny charakter wiedzy mate-
matycznej, w przeciwienstwie do pogladow typu:

Matematyka to sq studia formalnych systemow aksjomatycznych, struktur abs-
trakcyjnych i obiektow, ich wlasnosci i zwigzkéw miedzy nimi;

lub

Matematyka to jest logika, rygor, odpowiednios¢, rozumowanie gtownie deduk-
cyjne, zastosowanie praw i regut;

albo tez

Matematyka to studiowanie wzorow, schematow, identyfikowanie ich i badanie.

Ciekawe okazuje sie przedstawione przez autorke badan ilo$ciowe zestawienie
pogladéw matematykow i dydaktykow (Mura 1995, s. 389) - zob. tabela 6.2.4.1.

Tabela 6.2.4.1
Liczba uniwersyteckich Liczba uniwersyteckich
Lp. Matematyka to jest... nauczy'uell mate.rjnatykl nauczyuel.l dyda?(tykl
podajacych zblizone matematyki podajacych
okreslenie (w %) zblizone okreslenie (w %)
1. | System formalny 24,3 27,5
2. | Logika 25,2 33,3
3. | Jezyk, symbole 9,7 9,6
4. | Modele rzeczywistosci 29,1 31,4
5. I,Dr_zechodzenle od ztozono- 29 0
$ci do prostoty
6. | Rozwigzywanie problemdw 6,8 11,8
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7. | Schematy 4,9 37,3
3. Mysler.ne indukcyjne, 29 176
badanie
9. | Sztuka, piekno 14,6 21,6
10. Nauka s_usfa, podstawa 12,6 13,7
wszystkiego
11. | Prawda 3,9 0
12, Kulturovsl/c’) okreslona 0 78
zawartosé
Tematy szczegdtowe typu
13. liczby, ksztatty itd. 97 25,5
14. | Inne 38,8 15,7

Dane przedstawione w tabeli mogg by¢ Zrodlem wielu wnioskow i zostaly szcze-
goétowo zinterpretowane przez autorke obu cytowanych artykutéw. Zwréémy w tym
miejscu uwage na fakt, Ze to czesciej dydaktycy matematyki niz wykltadowcy ma-
tematyki postrzegaja matematyke jako wiedze natury formalnej, zawarta w postaci
schematdw, wykorzystywania ktérych nalezy sie nauczy¢ (i nauczy¢ ucznia w szko-
le). Moze to oznacza¢ - $wiadome lub nie — przekazywanie takiego (niepozadane-
go) pogladu w nauczaniu. Jednoczesnie to wlasnie dydaktycy podkreslaja kulturowa
i spoteczng role wiedzy matematycznej, czego nie akcentujg badani matematycy, nie
odnoszac si¢ do aspektu spolecznego tej wiedzy (jakby go ignorujac).

Przykltad 2 (Hemmi 2010)

Innym przykladem wspoélczesnych badan dydaktycznych o podobnym charakterze
sa badania przeprowadzone i opisane przez K. Hemmi artykule pt. Three styles cha-
racterizing mathematicians’ pedagogical perspectives on proof. Badanie przeprowa-
dzono stosujac jakosciowa metode interpretacji odpowiedzi udzielonych przez osoby
badane na pytania otwarte kwestionariusza. Respondentami bylo 13 matematykéw
(wyktadowcdw tego przedmiotu), pracujacych ze studentami m.in. pierwszego roku
studiéw matematycznych. Celem badan bylo okreslenie pogladéw wykladowcow
matematyki na studiach matematycznych na role dowodu w nauczaniu studentow.
Autorka badan wyroéznita trzy rodzaje pogladéw matematykéw na role dowodu w ich
pracy dydaktycznej:
o styl progresywny (the progressive style): I don’t want to foist the proofs on them
- oddajacy ideg, ze na uczenie dowodzenia jest mato czasu, a efekty sg mato
obiecujgce, zatem mozna z tego rezygnowac;
o styl dedukcyjny (the deductive style): It’s high time for students to see real
mathematics — podkreslajacy ukazywanie dedukcyjnego charakteru matema-
tyki przy zalozeniu, ze jest to niezbedne i konieczne;
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o styl klasyczny (the classical style): I can’t help giving some nice proofs — cha-
rakteryzuje si¢ docenianiem pigkna i znaczenia dowodu w nauczaniu, ale to-
warzyszy temu odczucie, ze mozna to rzadko pokazywac studentom i nie ma
wielkiej nadziei na spektakularne efekty.

Badanie K. Hemmi (a takze poprzednio opisane badania R. Mury) potwierdzaja
fakt wystepowania waznego trendu w badaniach dydaktycznych, w ktory wpisuja si¢
réwniez moje badania. Wyniki badan tego typu, prowadzonych na matych prébach
badawczych, a wigc nie mogacych mie¢ wyraznej cechy obiektywizmu, zwracaja jed-
nak uwage na zlozonos$¢ struktury wiedzy, pogladéw i przekonan nauczycieli oraz
fakt odzwierciedlania tych przekonan w praktyce nauczania. Mysle, ze zbyt rzadko
pytamy nauczycieli o ich zdanie i opini¢ na temat réznych elementéw ich wiedzy,
cze$ciej pytamy o te wiedze uczniéw. By¢é moze nauczyciele nie odczuwaja potrzeby
refleksji tego typu. Stad juz blisko do wniosku, ze by¢ moze nie sg $wiadomi wply-
wu wlasnego, subiektywnego obrazu matematyki na obraz matematyki ksztaltowany
w umysle ucznia.

Przedstawig teraz trzy przykiady przeprowadzonych przeze mnie badan o cha-
rakterze antropomatematycznym, odnoszacych si¢ osoby nauczyciela i jego roli
w uktadzie SUA. Bedg to kolejno*:

N2: badanie diagnostyczne dotyczace emocjonalnego kontekstu nauczycielskich

pogladéw na dowody i dowodzenie w matematyce;

N3: badanie spdjnosci pogladow nauczyciela na konieczne rygory dowodu ma-

tematycznego z podejmowanymi przez niego dziataniami dydaktycznymi;

N4: badanie diagnostyczne zgodnosci pojmowania poznawczego i spolecznego

aspektéw dowodu matematycznego przez ucznia i nauczyciela.

Badanie N2

Badaniem dotyczacym opinii nauczycieli, ktére opisuje w tym miejscu, objeto
nieliczna grupe 16 czynnych nauczycieli matematyki, w tym:

e 8 0s0b reprezentujacych II etap edukacji

e 4 osoby reprezentujacych III etap edukacji

¢ 4 osoby reprezentujacych IV etap edukacji.

Metodg badania bylo przeprowadzenie wywiadu nieustrukturyzowanego (Lo-
bocki 2000) na podstawie pytan otwartych rejestrowanego w formie notatek badacza
oraz wyrywkowe obserwacje lekcji prowadzonych przez badanych nauczycieli. Ce-
lem badania byta cz¢$ciowa diagnoza dotyczaca odpowiedzi na pytanie:

Jakie poglady maja nauczyciele na rol¢ rozumowan typu dowodowego w ma-
tematyce?

Chodzito gtéwnie o rozpoznanie stosunku emocjonalnego respondentéw do
rygoréw metodologicznych uprawiania matematyki (odno$nie do dowodu i dowo-

2 Jedno z tej serii badan (badanie N1) zostalo juz opisane przeze mnie w podrozdziale 2.3.
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dzenia). Wszystkie wypowiedzi nauczycieli charakteryzowaly sie zabarwieniem emo-
cjonalnym (pozytywnym lub negatywnym): lubie i nie lubie.

Tabela 6.2.4.2
Etap edukacyjny lubie nie lubie
Szkota podstawowa 6 2
Gimnazjum 2 2
Liceum 1 3

Préba badanych nauczycieli byla na tyle nieliczna, zZe wszystkie wnioski z tego
badania sg jedynie hipotetyczne i wymagaja potwierdzenia na wigkszej grupie. Jed-
nak mozna stwierdzi¢, ze wérod badanych osob wida¢ przypuszczalne ostabianie sie
(wraz z przechodzeniem na kolejne etapy edukacyjne) pozytywnego stosunku do
dowodow i dowodzenia w matematyce. Taka sytuacja moze wynika¢ z odczuwania
przez nauczycieli trudno$ci w nauczaniu tych wlasnie elementow wiedzy. Co prawda,
nauczyciele byli pytani o wlasna opinie na ten temat, jednak na t¢ opini¢ moze mie¢
wplyw wieloletnia praktyka pedagogiczna (Cobb i in. 2012).

Dalsza rozmowa z badanymi nauczycielami, ktérzy przejawili pozytywny sto-
sunek do interesujacych mnie kwestii, pozwolita wyodrebni¢ dwa powody ich na-
stawienia pozytywnego: piekno matematyki (podziw) i szacunek (respekt) do mate-
matyki. Interpretujac te poglady, mozna zalozy¢, ze pierwszy z nich ma wydzwiek
aprobujacy, oznacza pewna fascynacje strukturg i zasadami funkcjonowania wiedzy
matematycznej. Drugi natomiast zwigzany jest z pewnego rodzaju obawa przed tym
aspektem uprawiania matematyki. Ilosciowy rozklad opinii badanych oséb przedsta-
wia tabela 6.2.4.3.

Tabela 6.2.4.3
dlaczego lubie?
Etap edukacyjny
podziw respekt
Szkota podstawowa 4 2
Gimnazjum 0 2
Liceum 1 0

Jesli chodzi o prawdopodobne powody nastawienia negatywnego nauczycieli,
badani wyraznie zaakcentowali role wlasnych negatywnych do$wiadczen szkolnych
i studenckich. Nauczyciele mowili na przyktad:

e dowodzenie jest trudnie, nigdy sobie zbyt dobrze z tym nie radzitem;

e tak naprawde to mogq to robic tylko naukowcy, zwykly cztowiek nie ma szans;

o my mozemy tylko zapoznawad sig z gotowymi dowodami na studiach, najczesciej

uczgc sig ich na pamiec.
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Takie wypowiedzi oraz wiele innych opinii wyrazanych przez studentéw na-
uczycielskich studiéw matematycznych $wiadcza o tym, ze mamy do czynienia ze
zjawiskiem dziedziczenia leku i negatywnego stosunku do dowodow i dowodzenia
w matematyce. Dziedziczone jest takze glebokie przekonanie o wlasnej nieudolnosci
w czynnosciach tego typu, o potrzebie posiadania jakich$ nadzwyczajnych zdolnosci
i umiejetnosci.

Nazywajac opisang sklonnos¢ dziedziczeniem, chce podkresli¢ zjawisko polega-
jace na tym, ze kolejne pokolenia uczacych si¢ matematyki, nabywajac negatywne do-
$wiadczenia co do rygoréw metodologicznych matematyki, kreujg bardziej lub mniej
uswiadomiony pejoratywny obraz tej cze¢sci wiedzy. Jesli potem zostaja nauczyciela-
mi, prawdopodobnie przekazuja swoje negatywne nastawienie uczniom. Oczywiscie
to zjawisko nie dotyczy wszystkich nauczycieli i wszystkich uczniow, ale obserwacje
praktyki nauczania matematyki wskazuja, ze wystepuje dosy¢ czesto.

Inng przyczyna negatywnego stosunku nauczycieli do dowodu i dowodzenia
w matematyce jest przeswiadczenie o sztucznosci tych zabiegéw, uznawanie ich
wrecz za strate czasu. Niektorzy nauczyciele mowili:

e jest to niepotrzebne zawracanie glowy, utrudnianie Zycia;

® po co komu uczy¢ sig dowodu, ze 1 < 2;

e uczniom to niepotrzebne, oni majq problemy z tabliczkg mnozenia.

Podobnie dla wielu uczniéw i studentéw dowdd jest tylko ,,rytuatem”, ktéry wy-
stepuje w obrebie matematyki. Jest calkiem zbedny w sytuacjach poza matematyka
(Vinner 2012). W takich sytuacjach — mysla studenci - droga prowadzaca do ustale-
nia lub weryfikacji uogélnienia moglaby by¢ nastepujaca: wystarczy rozwazy¢ kilka
przypadkéw szczegolnych. Jesli te przyktady prowadza nas do pewnego uogoélnienia,
to uogdlnienie to jest na pewno prawdziwe. S. Vinner stwierdza dalej, ze taki sposob
myslenia mial okazje zauwazy¢ na zajeciach z matematyki dla studentéw studiow ma-
gisterskich przygotowujacych si¢ do zawodu nauczyciela w szkole podstawowej. Mia-
nowicie zapowiedzial: bedziemy badad, ile wszystkich podzbioréw ma zbior ztozony
z n elementow. Studenci pracowali wspolnie z nauczycielem, rozwazajac przypadki
n=1,2,3,4,5. Grupa doszta do wniosku, ze poszukiwana liczba podzbioréw to 2".
Nastepnie nauczyciel (S. Vinner) zapytal studentéw, czy maja pomyst, jak mozna to
udowodnic.

Zauwazylem - pisze autor — wyraz zaskoczenia na ich twarzach. Jeden ze stu-
dentow powiedzial: czy przyklady, ktore rozwazylismy, nie wystarczg dla stwier-
dzenia prawdziwosci tego uogélnienia? Czy jest mozliwe, by to uogolnienie nie
byto prawdziwe? A tak méwigc miedzy nami, czy dowod nie jest zbedng for-
malnoscig? Zauwazylem takze, ze inni studenci potakujgco kiwali glowami na
znak, ze w petni zgadzajq si¢ z kolegg (s. 29).

Takie sytuacje i odczucia uczacych si¢ nie sg rzadkos$cia, nie zawsze jednak sa
wyraznie artykutowane.
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Ilosciowe zestawienie negatywnych pogladow badanych nauczycieli przedstawia
tabela 6.2.4.4.

Tabela 6.2.4.4
dlaczego nie lubie?
Etap edukacyjny - —
zte doswiadczenia zbytecznos¢
Szkota podstawowa 0 2
Gimnazjum 1 1
Liceum 1 2

Warto zwrdci¢ uwage, Ze wszyscy badani nauczyciele w swoich wypowiedziach
podkreslali istotng role dowodu w budowie wiedzy matematycznej. Co wazne, mniej
rygorystycznie nauczyciele wypowiadali si¢ o ogdlnie traktowanym uzasadnianiu
w matematyce; wtedy nie uzywali juz termindw scistos¢, formalizm, sztucznosé. To
doswiadczenie potwierdza moj wczesniej sformutowany wniosek, ze terminologia,
ktérej uzywamy do opisania czynnoéci typu dowodowego, ma istotne znaczenie dla
zrozumienia celu i charakteru tych czynnosci. Podkresli¢ tez trzeba nieche¢ wielu
nauczycieli do wypowiadania swoich opinii o wiedzy matematycznej. Chetnie mowia
o swoich uczniach, wrecz wigkszo$¢ wypowiedzi starajg sie kierowa¢ w te wlasnie
strone.

Konfrontacja pogladéw, opinii i przekonan nauczyciela z jego dzialaniami na
lekcjach matematyki wydaje si¢ by¢ waznym i mato eksploatowanym kierunkiem ba-
dawczym w dydaktyce matematyki. Nie mozna pomija¢ faktu istnienia niejawnych
komponentéw transferu wiedzy nauczycielskiej (m.in. jej skladnikéw emocjonalno-
-uczuciowych) w odniesieniu do wiedzy ucznia funkcjonujacych w uktadzie SUA.

HIPOTEZA NiS 1

W trakcie edukacji matematycznej przyszly nauczyciel ksztaltuje swoj sto-
sunek emocjonalny do roli dowodu w matematyce i do umiejetnosci do-
wodzenia. Ten stosunek moze by¢ nacechowany obawa lub niechecig spo-
wodowang posiadaniem ztych doswiadczen. Mozliwe jest nieuswiadomione
przenoszenie tego negatywnego nastawienia w trakcie procesu nauczania
(zjawisko dziedziczenia).

Badanie N3

Badanie N3 skonstruowano podobnie do opisanego w podrozdziale 2.3 badania
N1.W tym przypadku dano nauczycielom (30 osobom) pewne twierdzenie matema-
tyczne oraz mozliwos¢ wyboru jednego z trzech rozumowan uzasadniajacych. Badani
reprezentowali rozne etapy edukacyjne:
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4 nauczycieli - II etap

10 nauczycieli - III etap

17 nauczycieli — IV etap (w tym 11 nauczycieli liccum ogdlnoksztalcacego).

Celem badania N3 byla odpowiedz na pytanie:

Czy istnieje korelacja pomiedzy rzeczywistymi pogladami nauczyciela na
sposéb niepodwazalnego uzasadniania stwierdzen w matematyce a podejmowa-
nymi przez niego dzialaniami dydaktycznymi?

Podstawg wyciaggania wnioskow z tego badania byto zestawienie ilosciowych wy-
nikow odpowiedzi nauczycieli na dwa pytania dotyczace pewnego znanego twierdze-
nia i réznych jego uzasadnien.

Oto tres¢ twierdzenia przedstawionego respondentom.

TWIERDZENIE:

Suma n poczgtkowych liczb naturalnych jest rowna , czyli 1+2+3+...+n =,

Badanym nauczycielom zadano dwa pytania:

1. Ktore z rozumowarn przedstawionych ponizej akceptujesz jako dowod matema-
tyczny podanego twierdzenia? Uzasadnij swéj wybor.

2. Ktére z rozumowan wykorzystatbys w szkole jako dowéd podanego twierdzenia
dla uczniéw (nie odnoszqgc tego do konkretnego etapu edukacyjnego, przy zato-
Zeniu, Ze uczniowie znajg odpowiedni materiat)? Uzasadnij swéj wybér.

Nastepnie respondentom przedstawiono nastepujace rozumowania (1-3).

Rozumowanie 1
Wezmy sume pierwszych 7 liczb naturalnych. Dla zilustrowania sytuacji nary-
sujmy nastepujacg figure (rys. 43):

Rys. 43

Powstal prostokat podzielony na jednakowe czgsci. Zaznaczono ,,schodkami”

sume tych czesci 1+2+3+4+5+6+7. W ten sposob podzielono caty prostokzat— riz)l polo-

we, a zatem liczba matych czeéci (oddzielonych ,,schodkami”) wynosi
Te procedure mozna powtdrzy¢ dla innej sumy liczb naturalnych (dla wielu
przykladow), mozna si¢ wiec przekona¢, ze twierdzenie jest prawdziwe.
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Rozumowanie 2

Wezmy dowolng liczbe¢ naturalng, np. 7. Mozemy zapisa¢ nastepujace dwie
sumy:

1+2+3+4+5+6+7

74+6+5+4+3+2+1 Po dodaniu otrzymamy:

8+8+8+8+8+8+8 =7-8= 7(7+1).

Jedna z dodawanych sum to polowa wyniku, wiec prawda jest, ze
1+2+3+4+5+6+7= 7G+1)

2
Te procedure mozna zastosowac dla kazdej liczby naturalnej, a zatem twierdze-

nie jest prawdziwe.

Rozumowanie 3
Uzyjmy Zasady Indukeji Matematycznej.
Wezmy n=1, wtedy badana réwnos¢ ma postaé 1 =

1+1)

ijest prawdziwa.

2
Pokazmy jeszcze prawdziwos¢ implikacji:
1243+ b =D s 434 e = SHOED),

W tym celu dodajmy do obu stron réwnosci z zatozenia implikacji wyrazenie
n+1. Otrzymamy 1+2+3+...+n+n+l1= z (n2+ ) +n+1.

Przeksztatémy prawg strong tej rownosci:

n+D) g r@DR2mAD)  (HD)(+2) | oo dowodzi faktu, ze zachodzi implika-
cja, kt(’)rzej nalezato dowi€éé. 2

A zatem na podstawie Zasady Indukcji Matematycznej wyjsciowe twierdzenie
jest prawdziwe.

Zestawienie odpowiedzi udzielonych na oba pytania postawione badanym

przedstawiono w tabeli 6.2.4.5.

Tabela 6.2.4.5
Pytanie 1 Pytanie 2
Rozumowanie 1 - 17
Rozumowanie 2 - 10
Rozumowanie 3 30 3

Jako uzasadnienie tego wyboru odpowiedzi na pytanie 1 (dotyczace wyboru ak-
ceptowanego dowodu twierdzenia) wszyscy nauczyciele zgodnie stwierdzali, ze Za-
sada Indukcji Matematycznej jest jedynym niezawodnym sposobem uzasadniania
twierdzen dotyczacych liczb naturalnych. W odniesieniu do pytania 2 (dotyczacego
wyboru rozumowania wybieranego pod katem nauczania) odpowiedzi i uzasadnie-
nia podane przez badanych nie byly juz tak jednoznaczne. Tylko 3 osoby uznaly, ze
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Zasada Indukcji Matematycznej moze w szkole postuzy¢ jako dobry sposdb uzasad-
nienia omawianego twierdzenia. Wigkszos$¢ nauczycieli wybrata rozumowanie 1 uza-
sadniajac, ze jest ono ,,rysunkowe”, wiec najlepiej sprawdzi si¢ w roli rozumowania
uzasadniajacego dla uczniéw. Przedstawmy uzyskane dane na diagramie.

35

30

25

20

H Pytanie 1

15 M Pytanie 2

10

Rozumowanie 1 Rozumowanie 2 Rozumowanie 3

Diagram 3. Wyniki ilosciowe badania N3

Uktad stupkéw na diagramie ilustruje rozbieznos¢ pomiedzy liczbg oséb wybie-
rajacych rozumowanie 1 w odpowiedzi na pytanie 1, a liczbg 0s6b wybierajacych to
samo rozumowanie w odpowiedzi na pytanie 2. Fakt wyboru rozumowan 1 i 2 jako
najlepiej nadajacych sie do warunkoéw szkolnych specjalnie nie powinien dziwi¢. Sa
one obrazowe, mniej abstrakcyjne i bardziej przekonujace dla uczniéow. Oba stanowig
przyklady uogdlniania rozumowania przez uzmiennianie stalej. Jednak zaden z bada-
nych nauczycieli nie uznal tego sposobu jako satysfakcjonujacej metody pokazywania
prawdziwosci twierdzenia w matematyce (jako nauce), chociaz wielu przedstawitoby
uczniom takie rozumowanie jako wystarczajacy dowod prawdziwosci w matematyce
(jako przedmiocie nauczania).

Taka rozbiezno$¢ mozemy potraktowac jako niepokojacy przejaw niezgod-
noéci pomiedzy wyobrazeniem nauczyciela na temat rozumowania dowodowego
akceptowalnego w matematyce a przekazywanym obrazem tego w praktyce szkolnej.
Opisane tu badanie nie miato w moim zamierzeniu odpowiedzie¢ na pytanie, ktore
z rozumowan jest lepsze. Jego celem bylo przede wszystkim ujawnienie waznych za-
kiocen w ukladzie SUA. Te zakldcenia powodowane sg nieunikniong koniecznoscia
wyboru pewnych treci programowych i sposobdw ich ukazywania przez nauczyciela
w szkolnym nauczaniu matematyki.

Opisane wczesniej badanie N1 i opisane teraz badanie N3 pokazuja pewne ten-
dencje nauczycielskie w tym wyborze. I cho¢ wybdr za kazdym razem byt meryto-
rycznie poprawny, istnieje prawdopodobienstwo, ze wielokrotne i konsekwentne sto-
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sowanie tych samych strategii postepowania nauczyciela moze powodowac okreslone
skutki. Uczniowie nie beda mieli okazji do odmiennych do$wiadczen i w zwigzku
z tym moga dos¢ jednostronnie uksztaltowaé sobie w umysle obraz tego, jaka nature
ma wiedza, ktora zglebiaja.

HIPOTEZA NiS 2

Rzeczywiste przekonania nauczycieli dotyczace metody matematycznej i jej
roli w procesie weryfikowania twierdzen matematycznych moga odbiega¢
od sposobu prezentowania jej w trakcie procesu edukacyjnego.

Badanie N4

Badanie jest probg skonfrontowania uczniowskich sposobdéw radzenia sobie
z rozwigzywaniem pewnych zadan matematycznych a nauczycielskim pogladem na
to, jak te proby powinny wyglada¢. Poprzez analiz¢ wytwordw pisemnych uczniow
inauczycieli chciatam dokona¢ diagnozy preferencji (przy zalozeniu, ze jest uchwyt-
na) aspektéw poznawczego i spolecznego dowodu matematycznego przejawiaja-
cej si¢ w trakcie rozwiazywania zadan matematycznych ukierunkowanych na uza-
sadnianie ogdlnych stwierdzen matematycznych. Aspekty spoleczny i poznawczy,
o ktérych mowa w tym badaniu, zostaly opisane w podrozdziale 3.2.

W dwdch zestawach zadan (Zestaw 1 i Zestaw 2) ustrukturyzowanych jako
narzedzie badawcze badania N4 nie pojawiajg si¢ stowa dowdd i udowodnij; uzyte
zostaly terminy przekonywanie i uzasadnianie. Zadania uzyte w badaniu N4 mialy
nastepujacg postaé:

Zestaw 1
Rozwiaz nastepujace zadania robiac jak najwiecej komentarzy do swoich rozwigzan.

Zad. SP 1

Jak Franek moze przekona¢ Alg, ze:

25-3=3.257¢

Zad. G 1

Jak mozna sig przekonad, ze dla liczb naturalnych a i b:

a-b="b-a?

Zad.LO' 1

Jak mozna sig przekonad, ze jesli ceng zwigkszymy o p%, a nastepnie o q%, to otrzyma-
my taki sam wynik, jak gdybysmy najpierw zwigkszyli ceng 0 q% a nastepnie o p% ?
Zestaw 2

Rozwiaz nastepujace zadania robiac jak najwiecej komentarzy do swoich rozwigzan.
Zad. SP 2

Uzasadnij, ze:

25-3=3.257?
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Zad. G2

Uzasadnij, ze dla liczb naturalnych a i b:

ab="ba.

Zad.LO 2

Uzasadnij, ze ceng zwigkszymy o p%, a nastgpnie o q%, to otrzymamy taki sam wynik,
jak gdybysmy najpierw zwigkszyli ceng 0 q%, a nastegpnie o p%.

Taka konstrukeja narzedzia badawczego umozliwita hipotetyczne rozdzielenie anali-
zowanych rozwigzan pod katem:
e preferencji ktdregos z rozwazanych aspektow (poznawczego czy spofecznego)
widocznych w rozwigzaniach zadan (i komentarzach);
e porownanie preferencji dwoch grup badanych (ucznidéw i nauczycieli);
e wplywu na te preferencje uzytej w zadaniach terminologii inspirujacej aktyw-
nos¢ uzasadniania.
Narzedzie badawcze wykorzystano w badaniu dwéch grup respondentéw:
1. grupa U (182 ucznidéw) wraz z poleceniem: Rozwigz zadania...
2. grupa N (15 nauczycieli i 116 studentow-przysztych nauczycieli) wraz z pyta-
niem Jak uczen szkoly ... moze (powinien) rozwigzaé zadania ... 7%
Wszyscy badani byli proszeni o zapisywanie jak najwiekszej liczby komentarzy
do swoich rozwigzan. Liczebnos¢ grup U i N przedstawiajg tabele 6.2.4.7 1 6.2.4.8.

Tabela 6.2.4.6. Liczba oséb w grupie badawczej U

Szkota Podstawowa Gimnazjum Liceum

Klasa IV Klasa VI Klasa Il Klasa Il

Zestaw 1 | Zestaw 2 | Zestaw 1 | Zestaw 2 | Zestaw 1 | Zestaw 2 | Zestaw 1 | Zestaw 2
24 22 26 18 20 21 24 27
46 44 41 51
taczniel82

Tabela 6.2.4.7. Liczba oséb w grupie badawczej N

Studenci — przyszli nauczyciele Nauczyciele uczacy

Szkota
Podstawowa

rok Il (1 st.) rok Il (2 st.) Gimnazjum Liceum

Zest.1 | Zest.2 | Zest.1 | Zest.2 | Zest.1 | Zest.2 | Zest.l | Zest.2 | Zest.1 | Zest.2
37 42 22 15 3 3 2 3 2 2
tacznie 116 tacznie 15

# Grupe studentoéw ostatniego roku studiéw uprawniajacych do nauczania na odpowiednim
poziomie edukacyjnym traktuj¢ na réwni z grupa nauczycieli.
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Zilustrujmy te dane na schemacie.

Grupa badawcza U Grupa badawcza N
'd ™
U1 N1
Zestaw 1 94 osoby 66 oséb

U2 N2
88 osab 65 osob

Zestaw 2

3 /

Schemat 5. Liczba oséb biorgcych udziat w badaniu N4

Szczegbdlowe pytania badawcze, na ktore staratam sie odpowiedzie¢ (poprzez
analize dokumentow otrzymanych w opisywanym badaniu), byty nastepujace:

1. Ktory z aspektow (poznawczy czy spoleczny) jest wyrazniej akcentowany
w danym rozwiazaniu (i komentarzach do tego rozwigzania)?

2. Jak wyglada porownanie preferencji w grupach Ui N?

3. Czy i jakie wystapily roznice pomiedzy rozwigzaniami zadan z zestawow
11i 2 (w kontekscie badanych preferencji)?

Pierwszy krok analizy badawczej rozwigzan polegat na klasyfikowaniu rozwigzan
zadan do dwu zbioréw P i S w zaleznosci od zaakcentowanego w rozwigzaniu aspektu
(P - poznawczy i S - spoleczny). Te klasyfikacje umozliwily i wydatnie ulatwily ko-
mentarze zapisywane przez rozwiazujacych. I tak, jesli w danym rozwigzaniu zauwa-
zalnym celem rozwigzujacego byto zobrazowanie wlasnego sposobu myslenia, a zapis
byt ukierunkowany na komunikacje z drugg osobg, na prébe wyjasnienia jej uza-
sadnianego stwierdzenia, wowczas takie rozwigzanie traktowatam jako akcentujace
aspekt spoleczny czynnosci uzasadniania. Bardzo czesto fakt spotecznego charakteru
przedstawianego rozumowania uwidoczniato uzycie przyktadu. Rozwigzujacy np. po
rachunkach na liczbach czy symbolach pisali: zeby to dobrze zrozumiel, zobaczmy
przyktad. Mozna wyciagna¢ wniosek, ze postugiwanie si¢ przyktadem nieprzypadko-
wo towarzyszy sytuacjom, w ktérych chodzi o matematyczne uzasadnianie, majacym
miejsce w jakim$ ukladzie spotecznym. Konkretny przyklad ma dla uczestnikow ta-
kiego spolecznego procesu duzg moc przekonujacg, jest istotnym sposobem uzyski-
wania spolecznej aprobaty faktow matematycznych.

Jesli dane rozwigzanie byto ukierunkowane gléwnie na poprawno$¢ matema-
tyczng, na adekwatne wykorzystanie wiedzy, wowczas interpretowatam to jako prze-
jaw preferowania poznawczego aspektu sytuacji zadaniowej*.

Czesciowej odpowiedzi na pierwsze z pytan badawczych udzieli analiza danych
liczbowych zamieszczonych w tabelach 6.2.4.8, 6.2.4.91 6.2.4.10.

# Oczywiécie mam $wiadomos$¢ subiektywnosci takiego kryterium.
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Tabela 6.2.4.8

Szkota podstawowa
Klasa IV Klasa VI
Zestaw 1 Zestaw 2 Zestaw 1 Zestaw 2
P S P S P S P S
7 11 12 5 8 13 13 5
18/24 17/22 21/26 18/18

Tabela zawiera liczbe analizowanych rozwiazan zadan SP 1 (Zestaw 1) i SP 2
(Zestaw 2) wykonanych przez uczniéw szkoly podstawowej poddanych badaniu N4.
Ostatni wiersz tabeli pokazuje, ile zapisow uczniowskich (sposréd wszystkich uzy-
skanych) udalo sie jako$ zaklasyfikowa¢ (jako przejawiajace ktorys$ z interesujacych
nas aspektow). Pozostate prace badz nie zawieraly zadnego rozwigzania, badz tez nie
udato mi si¢ uchwyci¢ wyraznego charakteru dokonanych zapiséw. W przedostat-
nim wierszu tabeli umiescitam liczby rozwigzan zaliczonych przeze mnie do zbioru
P - ukazujacych aspekt poznawczy i do zbioru S - ukazujacych aspekt spoteczny.

Dla zilustrowania réznicy pomiedzy rozwigzaniami, stanowiacej dla mnie
podstawe klasyfikacji, przyjrzyjmy si¢ nastepujacym przykltadowym rozwigzaniom
uczniow szkoly podstawowej. Wezmy pod uwage zadanie SP 1. Zauwazmy, ze zada-
nie samo w sobie odwolywalo si¢ juz do konkretu, nic zatem dziwnego, Ze uczniowie
najczesciej to zadanie rozwigzywali tak:

25-3=3.257

Qg, =290 G . :
% Zg'{m O o Agmo Iponrun st 15 -3 « 795
o, {am M(d'nufc

Rys. 44

Uczennica nie odwoluje si¢ tutaj do zadnych zasad natury ogélnej, ogranicza si¢
tylko do obliczenia lewej i prawej strony rownoéci i stwierdza, ze jednakowy wynik
oznacza, ze rownos$¢ zachodzi. W pracach innych uczniéw mozna bylo dostrzec juz
pewne dazenie do akcentowania dowolnosci i ogélnosci przykladu — uczen ilustruje
ogolna zasade uzywajac innego przykladu.

25:3=3.257 Zolbagr - 2 W F,: 20 /)\5’2 ha 1o
7 (5

Rys. 45
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Inne rozwigzanie, w ktérym wida¢ probe pokazania, jak powstal wynik obliczen
rachunkowych:

@
SO BIASZEED 5@543‘}:»35*3;}:5\6655 ~ 75

©
2L« 2H+25=FH
Rys. 46

Analogiczne zadanie z grupy 2 - zadanie SP 2 (réznigce si¢ sformutowaniem po-
lecenia) najcze$ciej byto kwitowane przez uczniéw (szczegolnie klasy VI) wnioskiem:
to wynika z przemiennosci mnozenia.

25:3=3-257

IO ORCH ¢ 1SR 0
RERMED TN ¥ ¢ J'? i ACTHEL T .

Rys. 47

Zobaczmy przyklad rozwigzania, w ktérym uczenn odwoluje sie do prawa ogdl-
nego, ale stara si¢ jeszcze jakos to prawo wyjasnic i zilustrowa¢. Tego typu rozwigza-
nia traktowalam jako oddajace aspekt spoleczny uzasadnien matematycznych, gdyz
rozwigzujacy uczen sporzadzil rysunek, chcac przekonaé potencjalnego czytelnika
swojego rozwigzania o jego stusznosci.

25-3=3-25?

Mnotenie /'0)% premienne s bo
/ SN
78 15+ % = %5

75

Rys. 48

Przyjrzyjmy sie wynikom badania N4 uzyskanym na wyzszych etapach eduka-
cyjnych. Kolejna tabela zbudowana jest analogicznie jak poprzednia, a dotyczy III
etapu edukacyjnego. Przypomne tylko, ze P oznacza liczbe rozwigzan zakwalifikowa-
nych jako oddajace poznawczy aspekt przedstawionego rozwigzania, a S liczbe takich
rozwigzan zakwalifikowanych jako przejawiajace odniesienia do aspektu spoteczne-
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go. Ostatni wiersz tabeli zawiera liczby rozwigzan, ktére udato sie przyporzadkowa¢
w odniesieniu do wszystkich uzyskanych.

Tabela 6.2.4.9

Gimnazjum

Zestaw 1 Zestaw 2

20/20 13/21

Przypomnijmy, Ze uczniowie gimnazjum rozwigzywali zadania, w ktérych pra-
wo przemiennosci sformutowano wprost. Niemal wszystkie osoby w celu uzasadnie-
nia w zadaniu G 1 (Zestaw 1) obraty konkretne liczby a i b. Zobaczmy przyklad:

57
24 24
S 7ol

_ 1224 o1

54 24 12249

Rys. 49

Komentarze uczniow do tego typu zapiséw byly nastepujace:

e mozna sig przekonac biorgc dwie liczby;

o zawsze tak jest, jak sig policzy po jednej i drugiej stronie... itp.

Niektorzy uczniowie podawali wiecej niz jeden przykiad, co mozna traktowaé
jako dazenie do akcentowania dowolnosci wyboru przykladu. Wciaz jednak jest to
proste postugiwanie si¢ przykladem.

W przypadku zadania G 2 (Zestaw 2) najczesciej jako uzasadnienie uczniowie
podawali nastepujacg argumentacje:

e jest to prawo przemiennosci mnozenia;

o takie cos bylo w podstawdowce;

e to wiadomo, nie trzeba uzasadnia.

Uzasadnienia pierwszego typu traktowatam jako przejaw spofecznego charak-
teru rozumowania, ukierunkowane byly one na komunikacje z inna osoba, na prébe
przekonania jej. Natomiast komentarze typu drugiego majag w mojej subiektywnej
interpretacji charakter poznawczy.

Zobaczmy teraz liczbowy rozklad rozwigzan uczniéw liceum dotyczacych zadan
L1 (Zestaw 1) iL 2 (Zestaw 2).
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Tabela 6.2.4.10

Liceum ogdlnoksztatcgce
Zestaw 1 Zestaw 2
P P S
10 7 12 3
17/24 15/27

Klasyfikujac rozwigzania uczniow dalo si¢ wyraznie wyr6zni¢ dwa stosowane
przez nich sposoby uzasadniania. Jeden polegal na badaniu konkretnego przykladu,
tak jak w ponizszym rozwiazaniu:

lopey - n - Oostyin wliadue
G, R

) _ = ceec 400 Wk
=5 e g — SO - wiakﬂmmcg/s
10 105 <A - 7mqk/>£na o p o ps
C; MGS - wuwesieaa © (f/r RS s nop,
Rys. 50

Drugi sposob natomiast pokazywal koncentracje ucznia na obliczeniach sym-
bolicznych i polegal na wykazywaniu réwnosci w przypadku dowolnych wielkosci
procentowych, tak jak w nastepujacym zapisie:

X —tue ougt{u)oc “ X-(phe 0 ML O e
3 l‘ <2 -
Y*"a! = C)’m adi howR. © /’ x_‘_ OOK‘ :Zul’(lw'l"' o ’F /a

6(qu(>+7,%(’( Aoo K-‘-;,& + 400()(*’/1?%
- G‘“‘o"h(/{'('ﬂ%) ( —> 409<>(41L>

PN
X +
AOax'l-ﬂ_(%x*l'lao 7= X “x*ﬁx*mx"nf‘mx
Rys. 51

W obu grupach na tym poziomie edukacji przewazat aspekt poznawczy, a juz
w szczegdlnoéci w zadaniu L 2, w ktdrego poleceniu znajdowalo si¢ stowo ,,uzasadnij”.

Prébg odpowiedzi na pierwsze z pytan badawczych postawionych w badaniu N4
(Ktéry z aspektow (poznawczy czy spoleczny) jest wyrazniej akcentowany w danym
rozwigzaniu?) niech bedzie analiza diagramu 4 zestawiajacego dane liczbowe z tabel
6.2.4.8 - 6.2.4.10 obrazujacego pewne tendencje wyrazajace si¢ poprzez te dane®.

» Dane z tabel umieszczone na diagramie ujete s3 procentowo z pelng $wiadomoscia faktu
nielicznych prébek badanych oséb. Jednak takie przedstawienie pozwala na dokonanie pewnych
hipotetycznych podsumowan.
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Diagram 4. Rozktad ilosciowy zaklasyfikowanych rozwigzan z grup U/1i U/2

Diagram umozliwia dokonanie pewnych podsumowan przypuszczalnych pre-
ferencji aspektow uzasadnien stwierdzen matematycznych eksponowanych przez
badanych uczniéw. Komentarza wymaga podobny rozklad ilosciowy preferencji
uczniéw w klasach IV i VI szkoly podstawowej. Uczniowie szkoly podstawowej ak-
centujg w zadaniu SP 1 aspekt spoteczny, uzasadniajac réwnos¢ na przykltadach, ilu-
strujac ja rysunkami itd. Przy zadaniu SP 2 juz jest sytuacja inna, stowo ,,uzasadnij”
petni role nakazujgcg bardziej matematyczne podejscie do zadania.

W przypadku uczniéw gimnazjum w obu rozwigzywanych przez nich zadaniach
wyraznie przewaza aspekt spoteczny. Mozliwe, Ze jest to spowodowane specyficznym
doborem zadan G 1i G 2, w ktérych brak bylo dostepnego uczniom narzedzia dla
poprawnie matematycznego uzasadnienia danej réwnosci.

Uczniowie liceum natomiast, niezaleznie od sformutowania zadania, preferowa-
li aspekt poznawczy uzasadnien matematycznych.

Powyzsze obserwacje sklaniajg do postawienia nastepujacej hipotezy:

HIPOTEZA NiS 3

Im wyzszy etap ksztalcenia, tym wigkszego znaczenia nabiera dla uczg-
cych si¢ aspekt poznawczy w uzasadnianiu stwierdzen matematycznych.
Ten wzrost nie jest jednak radykalny, a aspekt spoteczny jest nadal istotny
i ukierunkowany na przekonywanie innych oséb. Powoduje to uzywanie
przez przekonujgcego konkretnych przykladow.

Zobaczmy, jak dane liczbowe przedstawiajg si¢ w grupie studentow i nauczycieli.
Przypomnijmy, ze ta grupa badanych rozwigzywala analogiczne zadania jak grupa
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uczniéw, nie proszono ich jednak o wlasne rozwigzania, a o rozwiazania, ktére mo-
gliby potencjalnie przedstawi¢ uczniowie.

Wiyniki liczbowe podam bez podzialu rozwigzan na szkote podstawows, gimna-
zjum i liceum.

Tabela 6.2.4.11

Studenci rok 1l (1 st.)
Zestaw 1 Zestaw 2
P S P S
98 10 116 4
108/111 (111 = 37 os6b x 3 zadania) 120/126 (126 = 42 osoby x 3 zadania)

Wirod studentow koncowego roku studiow nauczycielskich, przygotowujacych
sie do nauczania w szkole podstawowej i gimnazjum, przewaza tendencja do akcen-
towania poznawczego aspektu uzasadniania matematycznego. Zobaczmy przyklady.

Aspekt poznawczy:

25.3=3-257?
NS

3

"%\‘65‘;’ Fo o adueoinoh g

?o\’\\biﬁ‘p(kl;\ ’15 A?j = '?g J‘VQJA‘ e M{W %ig - .‘%57
Rys. 52

lub
25-3=3-257

P nodgc prons i Leep o%\fowf,

Rys. 53

Dazenie rozwiazujacych bylo nastepujace: wykona¢ dzialanie po lewej i prawej
stronie rdwnosci i w ten sposob stwierdzic jej poprawnos¢. W tych rozwigzaniach nie
wida¢ checi przekazania czytelnikowi jakiej$ ogdlnosci rozumowania. Stwierdza sie
jedynie matematyczng poprawnos¢ wynikow dziatan po prawej i lewej stronie row-
nosci.

Spoteczny aspekt ujawniany byl w nielicznych przypadkach i to jedynie w zada-
niach z Zestawu 1. Na przyktad:
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Jak Franek moze przekonaé Ale, ze:
o2

25-3=3-257?
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Rys. 54
W tym rozwigzaniu wida¢ probe dobrania jakiego$ sposobu argumentacji, ktéry
moglby przekonac¢ inng osobe o prawdziwosci réwnosci, nie chodzi tylko o wykaza-

nie poprawnos$ci matematycznej.
Zobaczmy dane liczbowe dla studentéw przygotowujacych sie do nauczania

w szkofach ponadgimnazjalnych zestawione w tabeli 6.2.4.12.

Tabela 6.2.4.12

Studenci rok Il (2 st.)

Zestaw 1 Zestaw 2
P S P S
63 2 41 0
41/45 (45 = 15 0s6b x 3 zadania)

65/66 (66 = 22 osoby x 3 zadania)

Dane liczbowe pokazujg wzrost tendencji studentow studiow 2 stopnia do prefe-

rowania poznawczego aspektu uzasadnien matematycznych.
Sytuacje w grupie uczacych nauczycieli *® przedstawiajg liczby zawarte w tabeli

6.2.4.13.
Tabela 6.2.4.13
Nauczyciele
Zestaw 1 Zestaw 2
P S P S
16 5 21 3
21/21 (21 =7 os6b x 3 zadania) 24/24 (24 = 8 0s6b x 3 zadania)

Cho¢ aspekt spoleczny uzasadnienn matematycznych wérdd nauczycieli uwidacz-
nia si¢ czg$ciej niz wsrod studentow, jednak preferujg oni aspekt poznawczy.

% Qczywiscie grupa badanych nauczycieli nie jest liczna. Wynika to niecheci nauczycieli do

poddawania si¢ badaniom tego typu, o czym wspominatam juz wczesniej.
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Zobaczmy przyklady rozwiagzan oséb z grupy N.
Aspekt poznawczy:

@" /’7 B &;) (/Cz_
NCA95 L oo u/)l/ -|\,q
@Owo @W:Z@Wecwm A

Rys. 55

Aspekt spoteczny:

a ’ |

I
- _ . /{O
P=ob Po Lo

Na. otk 1 :
it G et

Rys. 56

W przedstawionym rozwigzaniu (rys. 56) wida¢ che¢ jego autora do przedsta-
wienia jakiego$ argumentu przekonujacego. Nie jest to tylko odwotanie si¢ do posia-
danej wczesniej wiedzy. Zobaczmy wykres zbierajacy przedstawione dane liczbowe
(diagram 5, s. 162). Diagram ten ilustruje wyrazng przewage akcentowania aspektu
poznawczego uzasadnien matematycznych. Ta tendencja roénie przy przejsciu z 1 na 2
stopien studidw nauczycielskich, a stabnie w odniesieniu do nauczycieli juz uczacych.

Uklad danych zilustrowany diagramami 4 i 5 pozwala na podsumowanie wyni-
kéw badania N4 w odpowiedzi na pytania badawcze 2 i 3 opisywanego badania. Wy-
daje sie, ze dla uczniéw wazny jest aspekt spoteczny uzasadniania matematycznego,
akcentuja go oni czesciej niz nauczyciele. Szczegdlnie wtedy, kiedy polecenie zadania
do takiego aspektu sie odwotuje poprzez uzycie stowa przekonaj (zamiast uzasadnij,
czy udowodnij). Dla ucznia wazne jest zatem sformutowanie polecenia w zadaniu. Od
tego moze on uzaleznia¢ swoje podejscie do jego rozwigzywania. Prawdopodobnie to
sformutowanie polecenia zadania ma wigksze znaczenie dla ucznia niz dla nauczycie-
la. Nauczyciel i tak wie (lub jest pod$wiadomie nastawiony), ze w zadaniach tego typu
chodzi o rozumowanie mozliwie najbardziej zblizone do rozumowania formalnego.
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Diagram 5. Rozktad ilosciowy zaklasyfikowanych rozwigzan z grup N/1iN/2

Mozna stwierdzi¢, ze w wyniku analizy rezultatéw badania N4 czesciowe po-
twierdzenie znajduja nastepujace hipotezy:

HIPOTEZA NiS 4

Nauczyciele (i przyszli nauczyciele) maja tendencje do formalizacji rozu-
mowan matematycznych, prawdopodobnie przejawiaja réwniez to dazenie

W nauczaniu.

HIPOTEZA NiS 5

Nauczyciele by¢ moze nie sg $wiadomi (lub te swiadomo$¢ ignoruja) ist-
nieniai odmiennosci roli i znaczenia aspektu spolecznego i poznawczego

uzasadniania stwierdzen matematycznych.

HIPOTEZA NiS 6
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Wspdlistnienie i odmienno$¢ poznawczego i spotecznego aspektéw dowo-
déw matematycznych jest zrodtem trudnosci uczniowskich, wynikajacych
z rozbieznosci dgzen ucznia i oczekiwan nauczyciela.




HIPOTEZA NiS 7

Terminologia uzywana w zadaniach ukierunkowanych na uzasadnianie
stwierdzen matematycznych na wplyw na dobieranie przez uczniéw spo-
sobow rozwigzywania tych zadan. Moze to by¢ przyczyna nieporozumien
pomiedzy uczniemi nauczycielem.

Badania N1, N2, N3 i N4 pokazujg, Ze mamy tu do czynienia ze skomplikowa-
nym syndromem zjawisk. Pamietajmy, Ze moéwimy o wieloaspektowym uksztattowa-
niu poznawczym i emocjonalnym zaréwno uczacego sie, jak i nauczajacego.

W zjawiskach natury antropomatematycznej ogromna role odgrywaja nastawie-
nie i przekonania (czesto nieuswiadomione) osob biorgcych w nich udzial. Te prze-
konania majg wplyw na dokonywanie wyboru (Bishop 1999). W przypadku nauczy-
ciela konsekwencja owego wyboru (np. sposobu inspirowania i organizacji proceséw
poznawczych uczniéw) prawdopodobnie rzutuje na wyniki tych proceséw w ich me-
rytorycznym i emocjonalnym kontekscie.

Opisane analizy badawcze pokazujg, ze ustalanie podstaw teoretycznych oraz
metodologicznych do badan antropomatematycznych jest trudne, wymaga uwzgled-
nienia wielu czynnikéw, czesto niewymiernych i nieuswiadomionych przez respon-
dentéw. Wymaga podejmowania prob nowych podej$¢ badawczych, tworzenia no-
wych narzedzi i sposobow interpretacji wynikow.






Rozdziat 7

Whnioski koncowe

Rozwazania przedstawione w tej pracy ukazujg pewien wycinek badawczych zagad-
nien dydaktycznych, dotyczacych bogatego i skomplikowanego procesu spoleczne-
go, jakim jest szkolne nauczanie-uczenie si¢ matematyki. Na tle tych rozwazan na-
suwaja si¢ pewne wnioski, hipotezy i refleksje, mogace by¢ inspiracja do przemyslen
i - by¢ moze - konkretnych dzialan zmierzajacych do poprawy istniejgcego stanu.
Wryniki opisanych analiz teoretycznych i badawczych zwracaja uwage na bogactwo
zjawisk, z jakimi mamy tu do czynienia. I cho¢ cele, przebieg i rezultaty edukacji
matematycznej wciaz sg przedmiotem duzego zainteresowania réznych osob i insty-
tucji zwigzanych z edukacjg matematyczna, to ciagle wiele pytan pozostaje bez od-
powiedzi. Wraz z prébami odpowiedzi na jedne, pojawiajg si¢ inne pytania badaw-
cze, niektore trudne i wrecz nierozstrzygalne, a z drugiej strony wazne, wymagajace
podejmowania konkretnych dziatan.

Jednym z szerokich pdl badawczych jest kwestia dotarcia do przyczyn tak wielu
trudnosci uczniéw zwiazanych z rozumieniem metody matematycznej, w szczegél-
nosci z uzasadnianiem zdan ogoélnych. To zagadnienie interesuje teoretykéw i prak-
tykow ksztalcenia matematycznego od dawna. Jednak cho¢ ciaggle podejmowane sa
nowe proby odpowiedzi na pytania o przyczyne trudnosci i niepowodzen uczniéw, to
nadal brak jednoznacznych i konstruktywnych odpowiedzi. Czgsto przyczyny trud-
nosci uczniéw upatruje sie w brakach w wiedzy i umiejetnoséciach. Czasem powodu
tych trudnosci szuka si¢ po stronie nauczycieli, krytykujac ich metody nauczania.
Czasem wing obarcza si¢ zbytnie przetadowanie tresci tematycznych w programach
nauczania matematyki. Zapewne prawda lezy gdzie§ posrodku, a préba komplek-
sowej diagnozy tego stanu rzeczy wymaga szerokiej i wnikliwej analizy wszystkich
czynnikow moggcych mie¢ na ten stan rzeczy wplyw. Analizy trzeba tu dokonywa¢
z roznych punktéw widzenia i z nastawieniem na glebokie zrozumienie zlozonosci
procesu, z ktorym mamy do czynienia.

Jednym z takich punktéw widzenia jest zarysowane w tej ksiazce ujecie antropo-
matematyczne. Sugeruje ono:

e Znaczne rozszerzenie pola analizy procesu nauczania-uczenia si¢ matema-

tyki. Chodzi o to, by na wyniki ucznia patrze¢ nie tylko z punktu widzenia
poprawnosci matematycznej jego postepowania. Proces poznawczy, z jakim
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mamy tu do czynienia, przebiega w okreslonym uktadzie spotecznym, ktérego
wplyw musimy uwzgledniaé;
¢ Uwzglednienie wplywu pozamatematycznych sposobow myslenia czlowieka
na jego rozumowania przeprowadzane w obrebie dziatalno$ci matematycznej;
e Odejsécie od prezentowanego w nauczaniu wizerunku matematyki jako dzie-
dziny nieomylnych prawd absolutnych i nadanie matematyce charakteru hu-
manistycznej dzialalnosci cztowieka. Przy czym, ze wzgledu na specyficzna
nature matematyki i jej ztozong epistemologie, nalezy z gory zalozy¢, ze:
— przebieg i rezultaty tej dziatalno$ci moga by¢ obarczone niedoskonatoscia
i narazone na niepowodzenia,
— efekty koncowe tej dzialalnosci dokonywane przez rézne osoby (w obrebie
tego samego tematu) moga by¢ zréznicowane co do ich zaawansowania
matematycznego.

Rozwazania przedstawione w calej pracy zakoncze czterema wnioskami podsu-
mowujacymi.

1. Nie mozna w nauczaniu falszowa¢ obrazu matematyki i jej metod badaw-
czych, trzeba jednak na nowo rozwazy¢ zagadnienie miejsca metody mate-
matycznej w edukacji.

Matematyka odgrywa istotna role we wspoélczesnej nauce i kulturze i podsta-
wowe zrozumienie jej natury przez uczacych si¢ powinno by¢ niezbednym rezulta-
tem wieloletniej edukacji matematycznej. Dla osiggniecia tego uczniowie powinni
zrozumie¢ istote myslenia matematycznego i zaznajomic si¢ z kluczowymi ideami
matematycznymi. Jesli tak, to umiejetnosci zwiazane z uzasadnianiem ogdlnych
stwierdzenn matematycznych, zgodnie z zasadami nauki, powinny by¢ traktowane
jako istotne kompetencje, w jakie chcemy wyposazy¢ cztowieka konczacego nauke
szkolng. Nawet cytowany w tej pracy wczesniej G. Polya (ktdry wyrazat stanowisko
opozycyjne wobec pewnych form przenikania idei formalizmu do nauczania szkol-
nego) stwierdzil, ze

Matematyka jest dobrg szkolg rozumowania dedukcyjnego [...] Jest pewne (i nie
ma potrzeby argumentowac tego powszechnego mniemania), ze nauczyciel po-
winien zaznajamiac swoich uczniéw z rozumowaniami dedukcyjnymi. Niech sig
uczg udowadniac (1975, s. 311).

Jednocze$nie pamietajmy, ze gtéwnym celem matematycznej edukacji jest m.in.
ksztaltowanie umiejetnosci potencjalnie przydatnych w codziennym zyciu kazdego
czlowieka, niezaleznie od dziedziny jego dziatalno$ci. Mamy zatem swoisty konflikt
systemu rygoréw i konwencji uznawania prawdy w matematyce z naturalnymi zasa-
dami racjonalnego dziatania czlowieka. W wyniku tego konfliktu powstaje (nawet na
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wyzszych poziomach nauczania) przekonanie, ze dowod matematyczny jest rodza-
jem sztucznego potwierdzania czynnosci i mysli konkretnych, ktére w sposdb natu-
ralny pojawiajg sie w klasie (Balacheff 1982; Vinner 2012). Rozumowan formalnych
wymaga nauczyciel, uczniowie nie uznajg ich za konieczne w swojej dziatalnosci na
lekcjach. Jesli sg juz przekonani o prawdziwo$ci danego stwierdzenia, wowczas po-
twierdzanie tego z uzyciem aparatu logicznego nie jest dla nich czynnoscia naturalng.
Uczniowie i studenci w zwiazku z tym starajg sie postepowaé w sposdb racjonalny,
tzn. nie podejmuja prob dowodzenia, o ile w tresci zadania wyraznie si¢ o to nie prosi.

Pilng potrzebg staje si¢ zmiana wizerunku dowodu matematycznego dyktowana
przez intensywnie ewoluujace warunki spoleczno-kulturowe. Rygorystyczne trak-
towanie dowodu (akcentowane przez praktykujacych matematykow) w kontekscie
powszechnej edukacji matematycznej wymaga ponownego przemyslenia. Rozumo-
wania dowodowe stajg sie wskazane i uzyteczne w nauczaniu wtedy, gdy prowadza do
rzeczywistego myslenia matematycznego. Naszym najwazniejszym wyzwaniem jest
znalezienie bardziej efektywnych sposobéw wykorzystania dowodu matematycznego
do tego celu. Takie zatozenie nieuchronnie prowadzi do rozstrzygania kwestii row-
nowagi pomiedzy formalizmem a intuicja, dedukejg a indukcjg i empiria, abstrakcja
a konkretem. Jest to niezmiernie trudne i za kazdym razem wymaga indywidualnych
decyzji nauczyciela.

[...] mozemy zgdac od niego [nauczyciela] rozwijania matematycznych intuicji
ucznia, przy zachowaniu harmonii miedzy intuicyjnymi i formalnymi elemen-
tami metody matematycznej w ujeciu dostepnym uczniowi (Krygowska 1977,
s. 136).

Powinni$my zatem zadbac o celowe i glebokie przygotowanie studentéw-przy-
sztych nauczycieli do wskazywania uczniom znaczenia i ograniczenn dowodu w mate-
matyce. W matematycznym ksztalceniu nauczycieli winien si¢ znalez¢ caly nurt uka-
zujacy m.in. rézne aspekty i funkcje dowodu w matematyce. Wtedy nauczyciel bedzie
mial odpowiednio uksztalttowany catosciowy obraz pojecia dowodu, uzasadniony
epistemologia rozwoju tego pojecia (Hanna 2000), a co za tym idzie, bedzie przygo-
towany do ksztaltowania takiego obrazu u ucznia. Chodzi o zrewidowanie podejscia
dydaktycznego w metodologicznym ksztalceniu studentéw-przysztych nauczycieli.

Rozpatrywanie wspotczesnego edukacyjnego podejscia do metodologii mate-
matycznej wymaga rozwazenia roli i mozliwosci, jakie daje wykorzystanie srodkéw
technologii informacyjnej w nauczaniu. Decyzja o wykorzystywaniu komputera
w nauczaniu matematyki wymaga nowego spojrzenia na role przykladéw w bada-
niu matematycznym, zaréwno w kontekscie stawiania hipotez, jak i ich weryfikowa-
nia. Uzycie komputera na lekcjach matematyki wiaze sie z pozytywnym odbiorem
ucznidéw. Pamietaé jednak musimy o tym, ze pojawienie si¢ atrakcyjnych technik ofe-
rowanych przez oprogramowanie komputerowe moze (w sposob niezamierzony) za-
burza¢ epistemologiczne ujecie szkolnej matematyki. Moga sie pojawi¢ nieoczekiwa-
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ne rozbieznosci i nieporozumienia w ksztaltowaniu pojec i prowadzeniu rozumowan
matematycznych. Wynik pracy komputera jest dla ucznia bardzo wiarygodny i fatwo
przekonuje go, ze badana hipoteza jest prawdziwa. Wzmacnia sie rowniez przekona-
nie, ze badanie przypadkow szczegélnych daje odpowiedzi na pytania ogdlne. Takie
podejscie moze ostabi¢ centralna role formalnych rozumowan uzasadniajacych na
rzecz stawiania i badania hipotez poprzez konkretne przyklady.

2. Nalezy wyraznie uwzglednia¢ zalezno$¢ obrazu matematyki w umysle
ucznia od obrazu matematyki w umysle nauczyciela.

W aktualnie publikowanych pracach teoretycznych i badawczych z dydaktyki
matematyki (i innych nauk badajacych uwarunkowania i przebieg proceséw eduka-
cyjnych) coraz czesciej podkresla sie istotng role nauczyciela w tych procesach. Oczy-
wiscie nie chodzi tu o stereotypowe, jednostronne i niepoprawne przekonanie o cen-
tralnej roli nauczyciela jako ,,przekaziciela” gotowej wiedzy. Nauczyciel w spotecznie
traktowanym procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki pelni wiele réznych rél
(Nowecki 2006; Ma 2010; Zeromska 2012). Kazda z nich jest nieodzowna i znaczaca.
Chce jednak podkresli¢, ze oprdocz wiedzy, rowniez system przekonan i pogladéw na-
uczyciela (nie zawsze nawet u§wiadomionych) ma znaczacy wpltyw na rezultaty prowa-
dzonej przez niego edukacji. Nauczyciel moze przekazywaé np. swoje negatywne badz
pozytywne nastawienie do jakiego$ tematu, a tego najczesciej nie bierzemy pod uwa-
ge. Z pozoru nauczyciel jest neutralnym ogniwem pomiedzy matematyka a uczniem.
Przyjmuje sie, Ze nauczyciel moze przyspieszy¢ i wspomoc proces uczenia si¢ przez
ucznia, moze go spowolni¢ lub Zle zorganizowac, ale efekty procesu (w postaci zasobu
wiedzy ucznia) sg traktowane tylko w odniesieniu do ich poprawnoséci matematycz-
nej'. Patrzymy na te efekty jakby nie powstawaly w procesie spotecznym, ktéry ma na
nie ogromny wplyw. A przede wszystkim zaniedbujemy wiedze, emocje, nastawie-
nie i przekonania nauczyciela, ktory oprécz wyksztalcenia matematycznego, posiada
rozne do$wiadczenia, wyobrazenia i poglady, mogace mie¢ wptyw na styl jego pracy
i pozostawia¢ trwaly §lad w obrazie matematyki w umysle ucznia.

3. W rozumowaniach uzasadniajacych rozpatrywanych w spolecznym kon-
tek$cie konkret odgrywa specyficzna i charakterystyczna role.

Relacje miedzy empirig a dedukcjg sa duzo bardziej skomplikowane, niz tylko
powszechnie przyjeta nadrzedno$¢ dedukeji w stosunku do empirii w zatwierdzaniu
prawdziwosci zdan ogdlnych. Z pozoru wydaje sig, ze dedukcja potwierdza intuicje
i empirie, ze to ona stanowi dla uczacych si¢ kryterium ostateczne. Jednak bywa i na
odwrét. Ilustruje to przykltad ucznia liccum ogélnoksztalcacego rozwigzujacego za-

! Czasem jeszcze uwzgledniamy pilnos¢ i aktywnos¢ ucznia.
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danie 11 z zestawu badawczego Z. Przeprowadzil on poprawne dedukcyjne uzasad-
nienie postawionego przed nim stwierdzenia, ale nie bylo ono dla niego satysfak-
cjonujgce. Powiedzial: musze to sobie sprawdzi¢ na przykladzie, zeby si¢ przekonad,
Ze faktycznie tak jest. To stawia pod znakiem zapytania przypuszczenie o sile prze-
konujgcej dowodu formalnego. Uczniowie, by¢ moze, myslg tak: matematyka ma
praktyczne odzwierciedlenie, wigc to jest prawda, co mozna potwierdzi¢ praktycznie
przyktadem. G. Hanna (2000) tez zwraca na to uwage. Opisuje sytuacje, kiedy student
uwierzyt, ze suma katow w trojkacie wynosi 180°, nie dlatego, ze mu to udowodnio-
no, ale dopiero wtedy, gdy narysowal trdjkat, zmierzyt katy i dodat ich miary. Te
przyklady pokazuja rozbiezno$¢ pomiedzy abstrakcyjnym charakterem matematyki
i naturalnym dazeniem ucznia do konkretyzacji.

Opisane w tej pracy przyklady zachowan uczniéw potwierdzaja silng tendencje
do postugiwania si¢ przypadkami szczegdlnymi w badaniu ogélnych zdan matema-
tycznych (szczegdlnie w warunkach komunikacji spotecznej). Mozna nawet przy-
puszczal, ze taka skfonnos¢ jest w nauczaniu matematyki wrecz rozwijana. Swiadczy
o tym czesty odruch postugiwania si¢ przykladem liczbowym oraz rysunkiem, zarow-
no przez nauczyciela, jak i przez ucznia. Zauwazmy jednak, Ze branie przez ucznia
pod uwage duzych liczb, rysowanie nieregularnych figur geometrycznych sygnalizuja
jego dazenie do akcentowania swoistej dowolnosci wyboru przykladu konkretnego.
Te tendencje powinnismy wykorzystywa¢ w nauczaniu.

4. Podejscie antropomatematyczne umozliwia nowe spojrzenie na wspol-
zalezno$ci majace miejsce w procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki
w naturalnych warunkach w klasie

Perspektywa antropomatematyczna celowo zaklada opisywanie matematyki
jako ludzkiej dzialalnosci, a nie jako gotowego systemu wiedzy. Nie jest to zatem opis
sposobow prawidlowego funkcjonowania samej matematyki. Matematyka w tym
ujeciu jest aktywnoscig natury humanistycznej i spotecznej, w ktorej wspolnota wy-
kwalifikowanych specjalistow (matematykow) tworzy pewne wzorce, ktére powstaja
na podstawie systematycznych ludzkich préb, na bazie obserwacji, badan i ekspery-
mentow. Wyniki préb sg potwierdzane przez zastosowanie systemow okreslonych
aksjomatycznie lub teoretycznie (lub modeli systeméw wyabstrahowanych z rzeczy-
wistych obiektow). Obiektami aktow mysli ludzkiej sa zatem badz niezaleznie od czlo-
wieka funkcjonujace stosunki ,,matematycznego $wiata”, badz tez wyniki wcze$niej-
szych aktow mysli innych twércow w obrebie matematyki. Dla antropomatematyki
nie ma znaczenia, czy obiekty, ktére bada matematyka, istnieja obiektywnie. W tym
ujeciu matematyka jest bowiem sposobem myslenia, ktéry ma swoje narzedzia w po-
staci abstrakcyjnych, symbolicznych, czasem wrecz formalnych reprezentacji. Jesli
ktos uczyl si¢ matematycznego myslenia — powinien umie¢ takich narzedzi uzywac.
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7.1. Kierunki dalszych badan

Niezaleznie od wytyczenia juz wielu kierunkéw badawczych w badaniach dy-
daktycznych, tematyka dotyczaca miejsca metodologii matematyki w dziatalno$ci
matematykdw i w nauczaniu szkolnym (w szczegdlnosci z antropomatematycznej
perspektywy badawczej) jest stale otwarta dla nowych badan. Mimo rozlegto$ci roz-
wazanego spektrum badawczego mozna wyszczegdlni¢ kilka najwazniejszych pol wy-
odrebnionych w dociekaniach opisanych w tej pracy.

Uzupelnienia i dalszego uszczegdtowienia wymaga gléwny kierunek antropo-
matematycznych badan dydaktycznych zwigzany z szeroko rozumiang metodologia
matematyki, a szczegélnie z pojeciem dowodu. Ciekawa mogtaby by¢ np. analiza
i konfrontacja wyobrazen studentéw-przysztych nauczycieli na temat rozumienia
przez nich dowodu jako pojecia metamatematycznego i dowodu jako procedury
o ustalonym porzadku. Ten temat wydaje si¢ by¢ jeszcze malo rozpoznany (Dreyfus
1990), a powinien mie¢ duzy wplyw na ksztalcenie przyszlych nauczycieli matema-
tyki. Odpowiednio wsparci badaniami, matematycy ksztalcgcy nauczycieli mogliby
pomoc im w rozwoju koncepcji dowodu i pokaza¢, Ze mozna te koncepcje stosowaé
na wszystkich poziomach edukacji (Stylianides i in. 2004).

Podobnie ciekawe wyniki mogtyby da¢ badania dotyczace roli jezyka matema-
tycznego w rozumieniu idei dowodéw, zgodnie z pogladem W. Dunhama (1994)
o relacji pomiedzy dtugosciag dowodu a ,ilo$cia stron matematyki”, ktérg wczesniej
nalezy przestudiowa¢, aby ten dowod moc przeprowadzi¢ badz zrozumiec.

Interesujacy wydaje si¢ by¢ tez kierunek badawczy zwigzany z obalaniem przez
uczniow i studentéw hipotez matematycznych przez budowanie kontrprzykladow.
Wazna bytaby konfrontacja wynikéw takich badan z teoretycznymi zalozeniami N.
Balacheffa (1990) oraz wynikami uzyskanymi przez P.L. Galbraitha (1981).

Zajmujgcy moze si¢ okazac nurt teoretyczno-badawczy ukierunkowany na pro-
be systematycznego scharakteryzowania my$lenia matematycznego przez pryzmat
antropomatematyki, ze szczegdlnym uwzglednieniem jego relacji do codziennego,
realnego zycia. Taka charakterystyka mogtaby przyblizy¢ nas do precyzyjnego okre-
$lenia potencjalnych rezultatow wieloletniej edukacji matematycznej w kontekscie jej
powszechnosci.

Kolejnym bogatym nurtem badawczym moze by¢ diagnoza wiedzy, opinii i prze-
konan nauczycieli matematyki (na réznych etapach edukacji) na temat roli, sensu
i mozliwosci wprowadzania uczniéw w metode matematyczng. Jeszcze bardziej inte-
resujaca moze by¢ konfrontacja deklaracji nauczycieli z konkretnie podejmowanymi
przez nich zabiegami dydaktycznymi.

Przede wszystkim za$ wielu badan i rozwazan wymaga rozwijanie antropoma-
tematyki jako nurtu badawczego, krystalizowanie jej pol i ptaszczyzn badawczych
zwigzanych z funkcjonowaniem Szkolnego Ukladu Antropomatematycznego (SUA)
i ugruntowywanie ich w dorobku $wiatowym zgodnie z zasadg komplementarnosci
badan dydaktycznych.
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Aneks

Zadania uzupetniajgce do badan R, D i NiS

Zadanie ,,przekatne wielokata” — wersja A

a) Narysuj wielokgt. Narysuj tak wiele nieprzecinajgcych sie przekgtnych tego
wielokgta, ile potrafisz. Ile ich jest?

b) Narysowano kilka wielokgtéw. Z obserwacji wynika, ze ,,maksymalna liczba
nieprzecinajgcych sie przekgtnych wielokgta jest o trzy mniejsza od liczby bo-
kow”. Czy to stwierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielokgtow? Swojg
odpowiedz uzasadnij.

Zadanie ,,przekatne wielokata” - wersja B
Tabelka przedstawia zaleznos¢ miedzy liczbg x bokéw wielokgta a liczbg jego
przekgtnych. Uzupetnij jg:

X 314]|5

liczba przekatnych 0|2 14

Zadanie ,,liczba kwadratow” - wersja A

Czy liczbe mozliwych do zauwazenia réznych kwadratéw na nastepujgcym rysun-
ku kwadratu o wymiarach n na n mozna obliczy¢ stosujgc nastepujgcy wzor: 17 + 22
+ ...+ (n-1)* + n??



1 2 3 45 n

LA fs o M

=

Zadanie ,,liczba kwadratow” — wersja B
Ile réznych kwadratow mozna zauwazy¢ na nastepujgcym rysunku kwadratu
o wymiarach n na n, jesli n = 60?

1 2 3 45 n

LA fs o M

=

Zadanie - ,,rownoleglobok”
Narysuj dowolny czworokgt i polgcz srodki jego bokow. Czy nowo powstaly czwo-
rokqt jest rownoleglobokiem?

Narzedzia badawcze uzyte w badaniu N3
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Arkusz 1

Przeczytaj ponigsze twierdzenic i przeanalizuj jego dowdd, a nastepnie odpo-
wiedys na pylania pouizcj.

Twierdzenie

Jedeli AD jest dwusieczng kata BAC w tréjkecie ABC, to 2l = 1221
Dowdd:

Niech: =

&) — pole tréjkata ABD,

Sy — pole tréjkata ADC,

£ - rzut prostokatny punltu D na prostg AR,
L7 — rzut prostokatny punktu D na prosta AC. A B
Zauwazmy, ze |[DE| = |DF|, poniewaz I lezy na dwusiecznej kata DAC.
Stad

S, _ zlAB|DE| _ |AB]

S LlAC||DF|  [ACT

Ponadio trojkaly ABD 1 ADC maja t¢ sama wysokosé.

Stad

81 _ 3|AD||BD| _ |BD|

Ss  LlAD||GP| T CD)

Zatem

B0 _ |AB
Doy = TAacl”

1. Czy dowdd iwierd«enia uzsnajosz za poprawny? Odpowieds4 uzasadnij.
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Arkusz 2

Przeczytaj ponizsze twierdzenie i przeanalizuj jego dowdd, a nastepnie odpo-
wiedz na pytania ponizcj.

Twierdzenie
Jezeli suma wysokodei trdjkata jest 9 razy wieksza od diugedes promienia okregu
wpisanego, to trdjkal len jest rownoboczny.

Dowidd:

Prayjuljiny vunaczenia tak jak na rysunku oraz

nisch k. — wysokodéé trdjkata opuszczona odpo-

wiednio na bok a, As — wysokos¢ trdjkata opnsza b b
czona odpowiaednio na bok b, A, — wysokosC tréj- -

kata opuszezona odpowiednio na bok c. I = &

Prawda jest, ze hy + ki + he = 9v.

Niech P — pole trojkata ABC.

Mamy P =p-r, gdzic p — polowa. obwodu tréjkata ABC (p = —'f—b—"'—c-)
Ponadto aha = pr, 1bh, = pr, —rhc = pr.

‘%nyih Eﬂhb:-P— hczﬁ

Oraz -2— + =& + r _ g,

(o:wLb-i—c,){1 + +-l—)
1+§+&+3 + 1 + 2
(3 2 (st G

{a—b)2 + (a c}? + (b C)

ab ae

Z ostatniej réwnoscl wynika, ze ¢ = b — ¢,

1. Czy dowdd twierdzenla uznajesz za poprawny? Odpowieds uzasadnij.

............................................................................
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Arkusz 3

Twierdze, ze 2.2 =5 i zaraz Wam to udowodnie!
Kaddy sic ze mng zgodzi, fe:

16 — 36 =25 — 45 / + (—3)°,

16 - 36+ (-2 =25 —45+ (- )%

Teraz bede korzystaé ze wzoru skrdcomego mnoZenia a® — 2ab 1 b* = (a — b)*

2424 -+ (2P =25+2-5- (=D + (-]
(4 £P=(-3%

4-3=5-1/+4

2.2=205.

I co Ty na to? Odpowied? nzasadnij.

-----------------------------------------------------------------------
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