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Przeglqd modeli matematycznych

maszyny indukeyjnej’

Na obecnym etapie rozwoju techniki napgdowej duze zastosowanie w elek-
trycznych uklfadach elektromechanicznych maja maszyny indukcyjne. Takie zalety
tych maszyn, jak: prostota budowy, mniejszy cigzar, nizsze koszty ich produkcji,
wieksza niezawodno$¢ i moc przypadajaca na jednostk¢ masy w poréwnaniu do ma-
szyn komutatorowych, zwigksza ich zastosowanie w przetwarzaniu energii elek-
trycznej na mechaniczng i odwrotnie.

W badaniach dynamiki ukladéw napgdowych, fundamentalnym zadaniem jest
okreslenie modelu matematycznego danego ukladu. Model ten nie powinien byé
zbyt skomplikowany, ale musi dostatecznie wiernie odzwierciedlaé rzeczywiste pro-
cesy zachodzace w stanach dynamicznych uklad6w nap¢dowych.

W literaturze przedstawionych jest wiele postaci modeli matematycznych silni-
ka indukcyjnego [1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11]. W artykule niniejszym przedstawiono
syntetyczny przeglad tych modeli ze wskazaniem przydatnosci do celéw badan sy-
mulacyjnych i optymalizacji.

Preliminaria

Ponizej przedstawiono wybrane modele matematyczne maszyny jednoklatkowe;j
tréjfazowej zar6wno w przestrzeni rzeczywistej jak i zespolonej.

Przyjgte zostaly nastgpujace zalozenia upraszczajace:

a) nie uwzglednia sig nasycenia obwodu magnetycznego silnika,

b) nie uwzglednia sig strat mocy w rdzeniu obwodu magnetycznego,

c) nie uwzglednia sie wpltywu efektéw zlobkowych,

* Tekst zlozono do druku 26 wrze$nia 2005 roku.
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d) przyjmuje si¢ symetryczne uzwojenie trdjfazowe dla stojana,

€) przyjmuje si¢ symetryczne uzwojenie tréjfazowe wirnika zastgpujace prety
klatki,

f) poszczegblne pasma fazowe stojana sprzegaja si¢ migdzy soba poprzez
pierwsza harmoniczna strumieni magnetycznych giéwnych,

g) poszczegblne pasma fazowe wirnika, podobnie jak w przypadku pasm fazo-
wych stojana, sprzegaja si¢ migdzy soba poprzez pierwsza harmoniczna strumieni
magnetycznych giéwnych,

h) uzwojenia stojana z uzwojeniami wirnika sprzggajq si¢ poprzez harmoniczne
podstawowe indukcyjno$ci wzajemnych faz stojana i zastgpczych faz wirnika.

Model maszyny indukcyjnej w uktadzie wspétrzednych naturalnych

Model maszyny indukcyjnej w formie wektorowej mozna napisa¢ w formie [1,
2,5,7,9,10]:

d
ABC :ABC ABC
U =np+ 7'// 1
t
d O]
ABC . ABC ABC
u, " =ni, +—
2 2h ar ¥,
gdzie: u]A BC _ wektor kolumnowy o wymiarach 3x1 napi¢é zasilajacych uzwojenia
ABC stojana,
u;' BC_ wektor kolumnowy o wymiarach 3x1 napieé na uzwojeniach wirnika
(dla maszyny klatkowej jest tozsamosciowo réwny 0) sprowadzonych
na strong stojana,

r; — macierz diagonalna rezystancji stojana o wymiarach 3x3,
1, — macierz diagonalna rezystancji wirnika sprowadzonych na strong stojana
o wymiarach 3x3,

R, —rezystancja fazy stojana,

R; — rezystancja zastgpczej fazy wirnika sprowadzona na strong stojana,

i]'mC — wektor kolumnowy o wymiarach 3x1 pradéw plynacych przez fazy
stojana ABC,

iZA BC _ wektor kolumnowy o wymiarach 3x1 pradéw plynacych przez zastgp-
cze fazy wirnika, ABC sprowadzonych na strong stojana,

‘Pf BC _ strumiei skojarzony stojana,

‘I-’;BC — strumief skojarzony wirnika sprowadzony na strong stojana.
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Réwnania (1) po rozwinigciu maja forme wektorowo-macierzowa o postaci (2, 3)
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gdzie:

L5 — indukcyjno$¢ gtéwna fazy stojana,
L, — indukcyjnosé rozproszenia czolowego i zlobkowego fazy stojana,
L, — indukcyjno$¢ migdzy fazami stojana i wirnika sprowadzona na strong

stojana,
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L5 — indukcyjnos¢ gléwna fazy wirnika sprowadzona na strong stojana,
L,, — indukcyjno$é rozproszenia czolowego i zlobkowego fazy wirnika

sprowadzona na stron¢ stojana,
O — kat polozenia wirnika wzglgdem stojana,
D, — liczba par biegunéw maszyny,

IA, 12, IF — prady fazowe stojana,

I ; o f oI zc — prady fazowe wirnika sprowadzone na strong stojana,

U ,A U IB., U IC — napigcia fazowe stojana.

Elektromechaniczne réwnanie ruchu silnika indukcyjnego ma postaé:

2 1,(0)
D-Q+ J—-—[l‘ P 1C:| de
do "(G) 0
d@
dt

gdzie: J — moment bezwladno$ci maszyny,
D — wspdtczynnik tarcia lepkiego,
M, — moment obcigzenia maszyny.
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Réwnania (2-5) przy przyjetych zalozeniach upraszczajacych stanowia kom-

pletny opis matematyczny silnika klatkowego.
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Przeglqd transformacji dla uktadéw tréjfazowych

Podstawowe trudno$ci przy analizie ukladu opisanego réwnaniami (2-5) wyni-
kaja z faktu, ze uklad ten jest nieliniowy i wspétczynniki réwnar sa zalezme od cza-
su, gdyz kat polozenia wirnika wzgl¢dem stojana jest zalezny od czasu. Ponadto
uklad réwnan dynamiki maszyny zawiera 8 réwnan rézniczkowych. Aby uproscié¢
analiz¢ silnika indukcyjnego, wprowadza si¢ transformacje do nowych ukladéw
wsp6lrzednych [1, 2, 5, 7, 9, 10]. Do analizy stanéw dynamicznych np. podczas roz-
ruchu najlepszy jest uklad wspéirzednych zwiazany z wirnikiem. OkreSlony jest
ukladem osi 0dq, natomiast do analizy stanéw ustalonych maszyny uklad we wspol-
rz¢dnych zespolonych. Wszystkie podstawowe transformacje zostaly przedstawione
narys. 1.

Tabe-o12 Totz -0+
ABC ( ) 012 ( ) 0+-
A Taoe-012” Torz-on"!
To12-o0ap Tor2-00p~" T o+ -0dq Tor-odg”
Tabc - 0ap Toap - 00q
) 0ap |« > 0dgq
Tasc-0ap™ Toup -odq"

Rys. 1. Podstawowe transformacje stosowane przy modelowaniu matematycznym maszyny
indukcyjnej

W modelowaniu matematycznym stosowanych jest pie¢ podstawowych ukla-
déw wspéirzednych:

— uklad wspéirzednych naturalnych (x,, X, Xc),
ukiad sktadowych symetrycznych &’ x', x3),
uktad sktadowych wirujacych (x°, x*, x),
uktad wspéirzednych ortogonalnych Oaf zwiazanego ze stojanem,
uklad wspéirzednych ortogonalnych 0dq wirujacego z predkoécia synchro-
niczna o.

Wspbélrzedne (x°, x', x?) oraz (x’, x*, X°) sa okreslone w ciele liczb zespolonych,
przy czym z definicji migdzy wspétrzednymi zachodza nastepujace zwiazki:

x=x""

x =" ©6)

gdzie operacja ()* oznacza liczbe zespolong sprz¢zona.
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Wspélrzedne w ukladzie Oafl oraz 0dq sa liczbami rzeczywistymi. Macierze
stale wystepuja w modelach opisanych uktadami wspéirzednych: (x°, x*, x) i 0dq.

Odpowiednie macierze transformacji maja postacie:

Macierz transformacji modelu z ukladu wspéirzednych naturalnych ABC do
skladowych symetrycznych (x°, x', x?) oraz macierz odwrotna maja postacie odpo-
wiednio:

1 1 1 1 1 1

ejl20. ej240 , T;;;c.mz =$ . 1 ej240 ejl20 (7)

1
Typcorr =—=|1
D} 1 /'™ gl

1 e/ i

Macierz transformacji modelu z ukladu wspéirzednych symetrycznych (x°, x',
x?) do uktadu sktadowych wirujacych (x°, x*, X') oraz macierz odwrotna maja posta-
cie odpowiednio:

1 0 0 1 0 0
Ty12-0.-=| 0 e 0 |, Ti._=|0 e 0 ®)
0 0 ¢m® 0 0 m°

Transformacji tej poddaje sie tylko wielkosci zwiazane z wirnikiem.

Macierz transformacji modelu z ukiadu wspoétrzednych naturalnych ABC do
ukiadu wspétrzednych ortogonalnych Oaf zwiazanego ze stojanem oraz macierz
odwrotna maja postacie odpowiednio:

11 L] JLER

V2 2 2 V2
r 2 R 2|1 1 3] (9
ABC=0af = ; 1 5 T3 T ysc-0ap = ;75' _E o

0o BB 11

L 2 2 V2 2 2]

Macierz transformacji modelu z ukladu wspéirzednych ortogonalnych Oaf
zwiazanego ze stojanem do uktadu wspéirzednych ortogonalnych 0dq wirujacego
z predkoscia synchroniczna @ oraz macierz odwrotna maja postacie odpowiednio:

1 0 0 1 0 0
Toapodg =| 0 cos(y) sin(y) | I},;‘,,_Od‘l: 0 cos(y) —sin(y) (10)

0 -sin(y) cos(¥) 10 sin(y) cos(y)
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Dla wielkosci zwiazanych ze stojanem kat ¥ = wf, natomiast dla wielkosci
zwiazanych z wirnikiem kat ¥ = a¥ — p,®.

Macierze transformacji z uktadu wspéirzednych symetrycznych (x°, x', x?) do
ukladu wspéirzgdnych ortogonalnych O} zwiazanych ze stojanem oraz z ukladu
wspéirzednych wirujacych (x° x*, x) do ukladu wspétrzednych ortogonalnych 0dq
wirujacych z predkoscia © oraz macierze do nich odwrotne maja postacie odpo-
wiednio:

N2 0 0 1 JZ o o
Toraap =Toron =75 0 1 1 Toinoag =Toeogy =75 0 1 =) (1
0 j -J 0 1

Model maszyny indukcyjnej w uktadzie osi Odgq

Réwnania maszyny indukcyjnej po ich transformacji do ukladu ortogonalnego
0dq maja postacie [2, 5]:
Réwnania fazowe
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Réwnanie ruchu

aQ 1 3
- (pdre -1 1)-Mu-0-0) 14

oraz zalezno$ci wyrazajace prady przez strumienie sprz¢zone
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Model maszyny indukcyjnej w uktadzie sktadowych symetrycznych
Réwnania dla sktadowych symetrycznych maja postacie [1, 10]:
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Réwnanie ruchu [1, 9]

aQ 1 +

= =7(3pbl.,2 (I} Rel} -Rel; Im1})- M,,, - DQ) (18)

Nalezy zauwazy¢, ze wielko$ci zwiazane ze stojanem zostaly przetransformo-
wane do ukfadu skladowych symetrycznych (x°, x', x), a wielkoéci zwiazane z wir-

nikiem do uktadu osi wirujacych (x°, x*, x).

Obliczenia symulacyjne

Podstawg obliczet symulacyjnych stanowil model maszyny indukcyjnej okre-
Slony réwnaniami (12-15). Obliczenia te przeprowadzono przy zastosowaniu pro-
gramu Matlab/Simulink. Zasilanie maszyny stanowit symetryczny uklad napie¢ sieci
tréjfazowej 3x380 V. Podstawa do obliczen symulacyjnych jest graf funkcyjny
przedstawiony na rys. 2. Przy obliczeniach stosowano metode catkowania nume-
rycznego Rungego-Kutty-Gilla czwartego rzedu. Parametry badanej maszyny ze-
stawiono w tabeli 1. Wyniki symulacji przedstawiono na rys. 3 i 4. Na rys. 3 przed-
stawiono przebieg predkosci silnika przy rozruchu, natomiast na rys. 4 zaprezento-
wano przebieg pradu rozruchowego badanego silnika.

P, =10 kW R;=0,3747Q
Upn=220V R,=0,1120 Q

I,=21A 3

f,=50Hz L=L, +5Lw= 0,07355 H

n, = 1445 obr./min 3
Mo =ONm | f =]  +=L,,=0028367H
2

Li2=0,0295 H
D=0,8 N-m-s/rad

Tabela 1. Parametry silnika klatkowego

Obliczenia przeprowadzono dla réznych warto$ci momentu bezwladnosci, tj.:

J,=1kgm?
J=1,25 kg/m*
J3=1,5 kg/m®

Jo=1,75 kg/m?
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Rys. 2. Graf funkcyjny modelu maszyny klatkowej do symulacji rozruchu w jezyku
Matlab/Simulink
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Rys. 3. Zalezno$¢ predkosci obrotowej silnika indukcyjnego od czasu
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Rys. 4. Zalezno$¢ wartosci skutecznej pradu pierwszej fazy stojana od czasu
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Podsumowanie

Modele matematyczne maja za zadanie opisaé procesy jakie zachodza w ma-
szynach indukcyjnych w réznych stanach pracy: w czasie rozruchu, obcigzenia
i hamowania. Sa tez przydatne do okreé§lania wplywu zmian parametréw maszyny
(rezystancji i indukcyjno$ci) na zachowanie si¢ przebiegéw dynamicznych maszyny.
Transformacje modelu z uktadu naturalnego ABC do innych ukladéw majq na celu
upro$ci¢ podstawowe réwnania opisujace maszyn¢ z wyjsciowych o$miu réwnan
nieliniowych o wspélczynnikach zaleznych od czasu do prostszego uktadu réwnan.
Uklad w osiach ortogonalnych 0af zawiera pigé réwnan rézniczkowych (réwnania
dla sktadowych zerowych przy symetrycznym zasilaniu mozna pomina¢), natomiast
model w ukladzie ortogonalnym 0dq jest czasowo inwariantnym (posiada dodatko-
wo wspoélczynniki réwnan niezalezne od czasu). W takiej postaci latwiejsza jest sy-
mulacja rozruchu maszyny indukcyjnej na komputerze. Uklad opisany w przestrzeni
zespolonej przy symetrycznym zasilaniu redukuje si¢ do trzech réwnaf rézniczko-
wych, gdyz zgodnie ze wzorem (6) odpowiednie prady sa ze sobg sprz¢zone. Uklad
ten réwniez nadaje si¢ do symulacji stanéw dynamicznych, jednak nalezy w tym
przypadku rézniczkowaé numerycznie funkcje zespolone, zatem liczba réwnaf po-
wigksza si¢ do pigciu (réwnanie ruchu jest réwnaniem skalarnym). W praktyce do
symulacji numerycznych wykorzystuje si¢ model matematyczny w ukladzie ortogo-
nalnym 0dq wirujacym, w tym przypadku, synchronicznie. Przy symulacji nalezy
dokonywac¢ transformacji odwrotnych do ukladu wspéirzednych naturalnych ABC,
by uzyskaé rzeczywiste napigcia i prady plynace przez fazy maszyny. Oprécz przed-
stawionych w pracy modeli istnieja jeszcze inne, ale s rzadziej stosowane [10], niz
przedstawione w niniejszej pracy.
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Review of mathematical models of an induction machine

Summary

In this paper chosen mathematical models of a three-phase squirrel-cage asynchronous
motor, both in real and complex space, are introduced. Matrixes of transformation between
the most frequently described coordinate systems are presented. The mathematical model is
created in coordinate system 0dq, written in Matlab/Simulink, and shows the results of simu-
lation of asynchronous motor for different values of inertia torque.

Key words: asynchronous motor, modelling, nonlinear model, Matlab/Simulink





