
K A ZIM IE R Z  JA R A C Z

Porównanie wybranych charakterystyk 
probabilistycznych modeli aproksymacyjnych К  i S

1 . WST^P

P r z y  p r o je k to w a n iu  układów r e g u l a c j i  ze z ło żo n ym i o b ie k 

tam i n a d a l  duże z n a c z e n ie  i  s z e r o k i e  z a s to s o w a n ie  p o s ia d a j ą  

p r o s t e  modele a p r o k sy m a c y jn e .  S ą  to  p rze d e  w sz y stk im  modele 

K ü p fm ü lle ra  i  S t r e j c a .  M odele t e  w da lszym  c ią g u  oznaczymy 

ja k o  К i  S .  S tosow a n e są  i  inne modele otrzymywane w wyniku 

r e d u k c j i ,  a g r e g a c j i  i  a p r o k s y m a c j i  o b ie k tó w  r e g u l a c j i  [ 2 , 4 ,  

7 + 1 0 , 1 4 ] .  P r a k t y c z n e  z n a c z e n ie  m o d e li  К i  S wynika z f a k t u ,  

że p rzy  o b l i c z e n i a c h  p r o je k to w y c h  i  s y n t e z i e  układów r e g u 

l a c j i  u m o ż l iw ia ją  one otrzym yw anie na d rod ze  a n a l i t y c z n e j  

ro zw ią za ń  i  i c h  i n t e r p r e t a c j ę  f i z y k a l n ą ,  c z e g o  n ie  u z y sk u je  

s i ę  p rzy  o b l i c z e n i a c n  num erycznych . Otrzymywane przy  tym 

r e z u l * a t y  s p e ł n i a j ą  k r y te r iu m  w y s t a r c z a j ą c e j  d la  p r a k t y k i  

p rze m ysło w ej d o k ł a d n o ś c i .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  o k r e ś lo n o  n i e k t ó r e  c h a r a k t e r y s t y k i  

p r o b a b i l i s t y c z n e  m o d e li  К i  S ,  t j . :  w s p ó łc z y n n ik i  f i l t r a c j i  

K^ , K ^ , w zględ n e r ó ż n i c e  w a r i a n c j i  na w e j ś c i u  i  w y jś c iu  mo

d e l i  6 и ^ ( 0 ) . 5<u|( 0 ) ,  w a r ia n c je  w y jś ć  d la  s t a n -

dardowego "ym uszenia . Z k o l e i . p r z y  z a ł o ż e n i u ,  że modele 

К i  S aproksym ują  te n  sam o b i e k t  r z e c z y w is t y  dokonano po

rów nania t y c h  c h a r a k t e r y s t y k ,  p rzy  czym r e z u l t a t y  porówna- 

x.ia zw iązane są  z o k r e ś lo n ą  metodą doboru parametrów m o d e li .
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2. PRELIMINARY

Porównania w ł a s n o ś c i  f i l t r u j ą c y c h  zakłócenia s t o c h a s t y c z 

ne m o d e li  К i  S dokonano p r z y jm u ją c  n a s t ę p u j ą c e  z a ł o ż e n i a :

-  modele К oraz S o p isa n e  s ą  t r a n s m it a n c ja m i  odp ow iednio

GK ( s )  = k ( 1 + s T K ) - 1 e x p ( - s T )

GS ( s )  = k ( 1 + s T s ) " n

g d z i e  к -  w s p ó łc z y n n ik  w zm o cn ie n ia ,

TK ,T S -  s t a ł e  czasowe odpow iednio  modelu К oraz  S ,

X -  o p ó ź n i e n i e ,

n -  rząd  modelu S

-  obydwa modele z n a jd u ją  s i ę  w i d e n t y c z n y c h  warunkach, 

t z n .  o d d z i a ł u j ą  na n ie  id e n t y c z n e  z a k ł ó c e n ia  t e s t o w e ,

-  obydwa modele aproksym ują te n  sam o b i e k t  r z e c z y w i s t y ,  

zatem porównanie odp ow iednich  c h a r a k t e r y s t y k  p r o b a b i l i s t y c z 

nych zw iązane j e s t  z metodą doboru parametrów t y c h  m o d e li

i  o d n ie s io n e  być musi do ty c h  metod doboru w i e l k o ś c i  ,

TS ’ n ‘

(1)

(2)

3 .  WYNIKI OBLICZEŃ

N ie c h  S x (w) b ę d z ie  dwustronną g ę s t o ś c i ą  widmową mocy 

s t a c jo n a r n e g o  s y g n a łu  s t o c h a s t y c z n e g o .  Wtedy w y ra ż e n ia  o k r e 

ś l a j ą c e :

-  w s p ó łc z y n n ik i  f i l t r a c j i  m o d e li  К i  S -  K ^ , K ^ ,

-  w zględne r ó ż n ic e  w a r i a n c j i  na w e j ś c i u  i  w y j ś c i u  mode
l i  - S ^ | (  0 ) ,  S j j f  ( 0 ) ,

-  w a r ia n c je  w y jś ć

p rzy jm u ją  formy odpow iednio
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( 3 )

(4

( 5 )

(6 )

( 6a)
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W z a l e ż n o ś c i a c h  ( 3 )  *• (8 )  S x (ü)) j e s t  g ę s t o ś c i ą  widmową mo

cy s y g n a łu  w e jś c io w e g o .

W yrażenia ( 4 ) , ( 6 )  można o b l i c z y ć  e le m e n ta r n ie  t y l k o  d l a  n i e 

k t ó r y c h  n ułamkowych.
Modele К i  S p r z y b l i ż a ć  mają te n  sam p r o c e s  r z e c z y w i s t y .  Z a 

tem i c h  param etry  T K , T  , T g ,  n mają b yć  t a k  dobrane, aby i c h  

odp ow iedzi skokowe b y ł y  ba rd zo  b l i s k i e  obserwowanej odp ow ie

d z i  o b ie k t u  r z e c z y w i s t e g o .  Poniew aż i s t n i e j e  w i e l e  metod 

i  nomogramów o b l i c z a n i a  ty c h  parametrów zatem  porównanie 

oraz  ocena r ó ż n ic  między odpowiednim i c h a r a k t e r y s t y k a m i  p r o -  

b a b is ty c z n y m i m o d e li  K , S i  o b ie k t u  r z e c z y w i s t e g o  o d n ie s io n a  

być musi do zasto so w an y ch  metod o k r e ś la n i a  parametrów ty c h  

m o d e li  d la  t y c h  samych o b ie k tó w . Prob lem  t e n  ro zp a trzy m y  d l a  

k o n k re tn e go  p rzyp a d k u , w którym  przyjm iem y -  d l a  m o ż l iw o ś c i  

oceny r ó ż n i c  między odpowiednim i c h a r a k te r y s ty k a m i  p r o b a b i 

l i s t y c z n y m i  m o d e li  K , S i  o b ie k t u  -  znaną s t r u k t u r ę  o b i e k t u .  

N ie c h  t r a n s m it a n c ja  o b ie k t u  b ę d z ie  równa

70



w k t ó r e j  przykład ow o k=1 , N =2 , T 1 = 2 -  \  3 ,  T£ = 1. 

Z g o d n ie  z m etodyką p r z e d s t a w io n ą  w [ 3 ] param etry  modelu К 

d l a  o b ie k t u  (9) po od p ow ied n ich  o b l i c z e n i a c h  i  p r z e k s z t a ł 

c e n ia c h  s ą  równe ( r y s .  1)'.

Po p o d s ta w ie n iu  danych otrzym ujem y T K = 1 , 6 1 9 ;  T  = 0 , 1 3 .
P aram e try  T „  i  o k r e ś lo n e  na p o d sta w ie  warunków p o d o b ie ń -  

л. .  К
stw a t r a n s m i t a n c j i  G ( s )  i  G ( s ) ,  t z n .
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( 1 2 )

d la  i  = 0 , 1 , 2  s ą  równe odpow iednio

c z y l i  po p o d s ta w ie n iu  danych: T £  = 1 ,0 3 5 ',  ^  -  0 , 2 3 3 -  

R ó ż n ic a  zatem m iędzy w a r t o ś c ia m i  parametrów i  T  d o b ie r a 

nych za pomocą p r z e d s ta w io n y c h  metod s ą  d o ś ć  zn a c z n e . 

P aram etry  modelu 5 o k r e ś lo n e  w edług [ 1 1 J wynoezą

(15)

( 1 6 )

D la  rozp a tryw a n ego  o b ie k t u  w sp ó łrz ę d n a  t „  punktu p r z e g i ę c i a  

od p ow ied zi skokow ej t e g o  o b i e k t u  j e s t  równa ( r y s .  i ) .

0 7 )

Po p o d s ta w ie n iu  danych otrzymujemy t p = 0 , 4 8 1 9 ,  n = 1 , 5 5 6 ,  

Tg = 0 ,8 6 5 9 *  Param etry  modelu S  o k r e ś lo n e  n a t o m ia s t  na pod

s ta w ie  warunków pod obieństw a t r a n s m i t a n c j i  GS ( s )  i  G ( s ) ,  
t z n .
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(^в)

П 9)

(20)

Po p o d s ta w ie n iu  danych mamy: n = Tg = 0 ,8 4 5 *

R ó ż n ic e  m iędzy w a r t o ś c ia m i  parametrów n o ra z  Tg dob ieranym i 

zastosow anym i w y że j metodami s ą  n ie z n a c z n e .

Równania ( 12 ) i  ( 18 ) prowadzą do warunków p o d o b ień stw a  mo

d e l i  К oraz  S ,  z k t ó r y c h  w y n ik a ją  z w ią z k i  m iędzy i c h  p a r a 

nie tra m i

'.21'

W a r to ś c i  w sp ółczyn n ików  f i l t r a c j i :  modelu К -  K ^ , modelu 

S -  K Ś ,  o b ie k t u  o p is a n e g o  rrwnaniem ( 9 )  -  o b l i c z o n e  we

d łu g  wzorów odpow iednio  ( 3 ) ,  ( 4 )  oraz

(23 >

p rzy  z a ł o ż e n i u ,  że na m odele i  o b i e k t  d z i a ł a  id e n t y c z n e  wy
m uszenie s t o c h a s t y c z n e ,  k t ó r e g o  g ę s t o ś ó  widmowa mocy j e s t  

dana wyrażeniem
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(24)

Kf 4 - K f
- ф — -  100%

4 - K f
- ф — -  100% 

%

Uwagi

3 , 27 5 2 , 9 1 7 2 , 8 4 7 15 , 03 2 , 4 5

P a ra m e try  mo
d e lu  К d o b ie 
rane wg ( 1 0 ) ,  
( 1 1 )

Param etry  mo
d e lu  S d o b ie 
ran e wg ( 1 9 ) ,  
( 2 0 )

2 , 6 4 9 2 , 9 1 7 2 , 8 4 7 - 6 , 9 5 2 , 4 5

P a ra m e try  mo
d e l i  К i  S 
s p e ł n i a j ą  wa
r u n k i  podo
b ie ń s tw a  (13) ,  
( 1 4 ) ,  ( 1 9 ) ,  
( 2 0 ) ,  ( 2 1 ) ,  
( 2 2 )

W a r to ś c i  w z g lę d n e j  r ó ż n ic y  w a r i a n c j i  na w e j ś c i u  i  w y j ś c i u :  

modelu К -  , modelu S - £ ^ “ ( 0 ) ,  o b ie k t u  - S u ^ C O )  o k r e 

ś lo n e  według wzorów odpow iednio ( 5 ) ,  ( 6 )  oraz - y r a ż e n i a
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A, ioc t  1R+ , d la  parametrów T ^ ,  T , , , n dobranych różnym i me

todam i z e s ta w io n e  z o s t a ł y  w t a b e l i  1 .  R e l a c j e  o k r e ś l a j ą c e  

te  w i e l k o ś c i  zam ie szczo n o  w d o d a tk u .  Również w d o d a tk u  z a 

m ie szc zo n o  r e l a c j e  o k r e ś la  j a c e  й ь ^ Ч О ) , ~ ( O ) , б"_ ( O ) , (52
6 2 ( S )  5 2 к  к  к  у
6  У  ’ 5 У

T a b e la  1



(25)

przy założeniu, że Sx(ui) = j  A“TTo( |u j| - u ^ ) , A, (1q £ lR+ zesta
wione zostały w tabeli 2.

Tabela 2

£  j ( 0 ) 5 ^ | ( o ) Sfc»2 ( o )
~ * г
*.ü-V>)-Wo)

S u,to) - ,ü

. Su!(o)-̂ uM
0/ ------- —  К
>  Ŝ î o)

0̂  Uwagi

0,9627 0,9562 0,9461 1 ,75 1 ,06

Parametry mo
delu К dobie
rane wg (10), 
(11)
Parametry mo
delu 3 dobie
rane wg (19), 
(20)

C,9137 0,9562 0,9411 OJ

CO1 1 ,06

Parametry mo
deli К i S 
spełniają wa
runki podo
bieństwa (13), 
(14), (19), 
(20;, (21), 
(22)

2̂ (к )Wartości wariancji sygnału wyjściowego: modelu К - ,
modelu S - 6 ^ ^  i obiektu - 6^ określone według wzorćw od
powiednio ("5, (8) oraz wyrażenia

;26)
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d la  p r z y j ę t e g o  wymuszenia o c h a r a k t e r z e  b i a ł e g o  szumu, k t ó 

r e g o  g ę s t o ś ć  widmowa mocy j e s t  równa j e d n o ś c i ,  z e s ta w io n e  

z o s t a ł y  w t a b e l i  3 .

T a b e la  3

4 <K)
- 2 ( S )

б У б У

- 2 ( К )  - 2
" ° y  -

б У

6 ? l s ) - 4  уУ --g— fco/,

S  1

Uwagi

0 ,3 0 8 C , 3766 0 , 3 9 4 - 2 1 , 8 3 - 4 , 4 2

P aram etry  
modelu К do
b ie r a n e  Wg 
( 1 0 ) , ( 1 1  )

Param etry  
modelu S do
b ie r a n e  wg 
( 1 3 , ( 2 0 )

0 , 4 8 3 0 ,3 7 6 6 0 , 3 9 4 2 2 , 5 8 - 4 , 4 2

Param etry  
m o d e li  К i  S 
s p e ł n i a  ją  
w arunki p o 
d o b ie ń stw a  
( 1 3 ) , ( 1 4 ) ,  
( 1 9 ) , ( 2 0 ) ,  
( 2 1 ) , ( 2 2 )

к = 1

'.'■’n i o s k i  ( d l a  N=2) w y n ik a ją  z t a b e l  1 ,  2 ,  3 i  św ia d c z ą  na 

k o r z y ś ć  s to s o w a n ia  modelu S  do a p r o k s y m a c ji  o b ie k tó w  r z e c z y 

w i s t y c h  w warunkach z a k łó c e ń  s t o c h a s t y c z n y c h D l a  N > 2  p ro b 

lem te n  z o s t a n ie  r o z p a tr z o n y  o d d z i e l n i e .

DODATEK

Wzory o k r e ś l a j ą c e  w s p ó łc z y n n ik i  f i l t r a c j i  p rzy  wymusze

n iu  s to c h a s ty c z n y m , k t ó r e g o  g ę s t o ś ć  widmowa mocy j e s t  równa:
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(27)

-  modelu К

' ( 2 8 )

- modelu S

(29)

-  o b ie k tu

Wzory określające względne różnice wariancji na wejściu 
i wyjściu przy wymuszeniu o gęstości widmowej mocy

sx(u)=iTt A ^ M  -W0)

- modelu К (przy k=1)

( 30.>

nn
' :



*  Л

Ч Х  4

m

Wzory o k r e ś l a j ą c e  w a r ia n c ję  w y jś ć  p rzy  wymuszeniu o c h a r a k 

t e r z e  b i a ł e g o  szumu, k t ó r e g o  g ę s t o ś ć  widmowa mocy j e s t  rów

na j e d n o ś c i  oraz  k = 1, d la

(33)

3-

Г35)
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