KAZIMIERZ JARACZ, ANTONI VITEOEK

O pewnej metodzie syntezy ukiadow nieliniowych
przy kwadratowym wzkazniku jakosci

1. WSTEP

Problemowi okres$lania sterowania optymalnego uktadéw
przy kwadratowych wskaznikach jakos$ci posSwieconych jest wie-
le prac [2,4 r 8]. Dla liniowych uktadéw dynamicznych pro-
blem syntezy sterowania optymalnego przy kwadratowym wskazni-
ku jakos$ci sprowadza sie do rozwigzania wektorowo-macierzo-
wego réwnania rézniczkowego Riccatiego [4,7J). Dla nielinio-
wych uktadéw dynamicznych problem syntezy sterowania optymal-
nego nie jest dotychczas wystarczajgco opracowany [2,7,8].

Wniniejszej pracy autorzy proponuja nowa metode rozwig-
zania problemu .syntezy sterowania optymalnego dla pewnej
klasy nieliniowych uktadéw dynamicznych przy uogélnionym
kwadratowym wskazniku jakos$ci i zastosowaniu zmiennych agre-
gowanych [11 y 13].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech dany bedzie nieliniowy uktad dynamiczny opisany
rownaniami rézniczkowymi o postaci:
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(1)

dla i 1,2, ,n, oraz uogo6lniony kwadratowy wskaznik ja-

kosci

¢)

(3)

przy czym
X = x(t)fe IRn - jest n-wymiarowym wektorem zmiennych stanu,

f\: T*IRn—IR, f,eC([O0,~/, IR) - nieliniowa, ciggta funkcja
spetniajgca warunek f~(0) = 0

gN: TxIRn—IR; g. C([0,0°), R) - nieliniowa, ciggta funkcja

spetni-jaca warunek g~(x) / O, dla i = 1,2,...,n
u e IRn - wektor sterowania
T€ [O, ooj - przedziat czasu

zmienne agregowane
wspotczynniki wagowe; 0, dla i = 1,2,...,n
c. .e IR - wspotczynniki.

Operacja rozniczkowania wzgledem crasm w catej pracy ozna-
czona zostata za pomocg kropki nad odpowiednig zmienna.
Problem syntezy sterowania optymalnego polega¢ bedzie na
okresleniu wspoétrzednych wektora sterowania u”(x), dla
i = 1,2,...,n, ktore przeprowadzg ukitad dynamiczny (1) ze
stanu poczatkowego x(0) = x” do stanu koncowego x”") = O,
minimalizujac uogodlniony kwadratowy wskaznik jakosci (2).
Zatozymy ponadto, ze rozpatrywany uktad dynamiczny (1) jest
sterowalny oraz jezeli dla pewnycn wskaznikéw i speiniona

jest rownosc¢
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4)
to réwniez
(5)

gdzie a-.elR sg wspokczynnikami rzeczywistymi. W ostatnim
przypadku f~ jest liniowg funkcjg stanu i1 w wyrazeniach @)
i (3 wskaznik ten nalezy pominaC [12].

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU SYNTEZY STEROWANIA OPTYMALNEGO

Poniewaz na sterowanie oraz wektor stanu nie nafozono
zadnych ograniczen, zatem do rozwigzania sformuowanego pro-
blemu zastosowa¢ mozna klasyczny rachunek wariancyjny [1,2,
7.8j. ROownania Eulera - Lagrange 'a dla rozpatrywanego zada-
nia przy uwzglednieniu nieskoriczonej goérmej granicy catko-
wania bedg mialy postac¢ [11,12]

Z réwnan stanu (l) oraz z relacji (3) wynika, ze

dlai=1,2,...,n.

Po podstawieniu rownan (3) 1 (7) do (6) otrzymuje sie na-
stepujacy ukdad rownan
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dla i = 1,2,...,n, z ktérego mozna tatwo okresli¢ wspot-

rzedne wektora sterowania optymalnego ui = ui (x), dla
i = 1,2,...,n. Nalezy przy tym pan_eta¢, aby w réwnaniach
(2), (3), (6) r (8) poming¢ numery wskaznikéw i, dla kté-

rych zachodzi réwnosé¢ (4).

Sterowanie optymalne = unN(x), dla i = 1,2,...,n,
okreslone na podstawie warunkéw koniecznych ekstremum funk-
cjonatu (2) mozna uwaza¢ za optymalne na podstawie istnie-
nia minimum globalnego wskaznika jakos$ci (2) oraz jedno-
znacznos$ci rozwigzania uktadu réwnan (8). Jednoznacznos$¢
rozwigzania ukiadu réwnan (8) bedzie zapewniona, jezeli ma-
cierz kwadratowa [c. .] utworzona ze wspo6tczynnikéw c. . le-

wej strony uktadu réwnan (8) bedzie nieosobliwa.

4. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA

Przyktad 1

W charakterze przykiadu zastosowania proponowanej meto-
dy rozpatrzymy problem okres$lenia sterowania optymalnego
nieliniowego uktadu dynamicznego opisanego nastepujacym
uktadem roéwnan



Uktad réwnan (9) reprezentuje uproszczony model matematycz-
ny robota przemystowego opisanego w [4].

W modelu tym,reprezentowanym w cylindrycznym uktadzie wspét-
rzednych,x1 - jest zmienng przesuwu ramienia robota, x2 -
predkoscia tego przesuwu,xz - jest katem obrotu ramienia ro-
bota, x4 - predkos$ciag katowag obrotu ramienia.

Zadaniem niech bedzie wyznaczenie sterowania optymalnego

w uktadzie zamknietym zapewniajgcego minimum uogdélnionego

wskaznika jakos$ci (2) dla stanu poczatkowego

x(0) = xQ (10)
oraz koncowego
x(°°) = 0 (11)
Dla rozpatrywanego problemu nieliniowe funkcje oraz
gn, i = 1,2,...,4, wynoszg odpowiednio
- L'r - -
Sterowanie optymalne u® = u”(x) dla i = 2,4 otrzymuje

sie po rozwigzaniu uktadu rownan (8). Jednoznaczno$¢ rozwiag-

zania bedzie zapewniona, gdy
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to sterowanie optymalne w ukdadzie zamknietym okreslone be-
dzie wyrazeniami

a»

Zankniety ukdad sterowania optymalnego opisany bedzie naste-
pujacym ukdadem liniowych réwnan rézniczkowych

as

z warunkami brzegowmi (10), (11). Przez dobdr jednakowych
wspdtczynnikéw wagowych - zgodnie z (12) oraz wspokczynni-
kow cee - zgodnie z (13) uzyskuje sie liniowy optymalny
ukdad regulacji. Ponadto proces przejsciowy ma charakter
aperiodyczny krytyczny. Przez dobdér wartosci wspédcr mika
wagowego A mozna uzyskaC¢ wymagang dokdadnosS¢ regulacji roz-
patrywanego robota.

Przyk+ad 2

Rozpatrzmy instalacje wyciagowg, shuzaca do podnoszenia
urobku weglowego o ciezarze G z podszybia (poziom O) na po-
wierzchnie (poziom A) - rys. 1. Wymagany wykres jazdy tej
maszyny przedstawiony jest ma rys. 2. W chwili poczgtkowej
urobek znajduje sie na poziomie 0, a w chwili kohcowej na
powierzchni A. Maszyna wyciggowa napedzana jest silnikiem
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pradu statego.

Okreslimy sterowanie optymalne minimalizujace

uogo6lniony kwadratowy wskaznik jakos$ci o postaci



(ae)

06a)

Wielkosci te posiadajg nastepujaca interpretacje: z - jest
uchybem zagregowanym, e< - uchybem potozenia, ae? - uchybem
predkosci, T - stalg czasowg, X - wymaganym przebiegiem
drogi jazdy naczynia rozpatrywanej instalacji wyciagowej.

Zadanie rozwigzemy dla przypadku sterowania pradowego
oraz napieciowego silnika pradu stalego w ukdadzie napedown™ym
instalacji wyciggowej. W pierwszym przypadku dynamike ukda-
du opisuje rownanie

(17)

gdzie J_ - jest catkowitym zastepczym momentem bezwkadnosci
instalacji wyciggowej, - stadg maszyny pradu statego,

Ig- pradem twornika tej maszyny, M - momentem obcigzenia sil-
nika .

Zastepczy moment bezwdadnosci okresli¢ mozna z bilansu
energetycznego ukdadu, tj.

gdzie J - jest momentem bezwdadnoSci mas wirujacych, v = x_,

i
Ul=U - jrv, - predkosC katowa wirmika, Ll- droga kgtowa,
D - Srednica koka pednego.

Loment obcigzenia silnika wynosi [3,9]V

(19)
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gdzie OT sg statymi.

Przyjmujgc zmienne stanu oraz sterowanie
(20$)
(21)

otrzymujemy réwnanie stanu ukiadu w postaci

W przypadku sterowania napieciowego silnika pradu state-

go napedzajagcego koto linowe dynamika uktadu dana jest row-
naniem

(24)

Przyjmujac, ze indukcyjno$¢ twornika silnika jest bardzo ma-

ta, tj. La* 0 réwnanie to upraszcza sie do postaci

(25)

Po przyjeciu zmiennych stanu identycznych jak poprzednio

otrzymujemy nastepujgacg posta¢ réwnania stanu

(26)

(27)
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Réwnania stanu dla obydwu przypadkéw sterowania silnika ma-
ja jednakowg strukture. RO6zne sa jedynie wyrazy macierzy
stanu aj oraz b.

Do rozwigzania problemu syntezy sterowania optymalnego
zastosujemy metode minimalizacji uogélnionego wskaznika ja-
kosci (16). Poniewaz postaé¢ roéwnan stanu dla obydwu przy-
padkéw sterowan silnika, tzn. sterowania pradowego i napie-
ciowego jest taka sama wyznaczenie tego sterc enia mozna po-
traktowac¢ tacznie. Dla przyjetego wskaznika jakos$ci (16)
mozna wykazaé, ze

jest zagregowanym uchybem poczgtkowym.

Poniewaz wartos$é
(30)

w relacji (28) jest stata, zatem uogdélniony kwadratowy
wskaznik jakos$ci (16) osigga minimum globalne réwne (30)
przy spetnionym warunku

TZ + z - 0 (31)

i z(0) okreslonym przez (29).
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Po podstawieniu (16a) do (31) i uwzglednieniu rownan
stanu (224-23) lub (26f27) oraz prostych przeksztatceniach

otrzymuje sie sterowanie optymalne okres$lone zaleznoscia

Zamkniety uktad sterowania optymalnego opisany jest réwna-
niem rézniczkowym

(33)

Uktad ten jest liniowy. Sterowanie optymalne skompensowato

nieliniowos$¢ obiektu. Algorytm okres$lajacy sterowanie opty-
malne jest kompensacyjnym-powodujacym linearyzacje zewnetrz-
ng obiektu. Zamkniety uktad sterowania optymalnego (33) jest
ponadto globalnie asymptotycznie stabilny. Wada algorytmu

kompensacyjnego jest koniecznos$¢ doktadnej znajomosci mode-
lu matematycznego obiektu. Wade te w niektéorych przypadkach
mozna usunagé przez iteracyjne okreslenie sterowania optymal-

nego. W rozwazanym przypadku przedstawmy rownanie (32) w for-
mie

lub

Sterowanie optymalne mozna okres$li¢ na podstawie réwnania

(33) jako stabilne rozwigzanie réownania calkowego o postaci

a



5

gdzie 'Xjest dodatnim wspoétczynnikiem, ktdérego wartos¢ okre-
Sla szybkos$¢ zbieznoséci u(t) dla t-»oo do sterowania opty-
malnego u*. Jego warto$¢ powinna by¢ tak dcbrana, zeby szyb-
kos¢ obliczania sterowania optymalnego u* byta co najmniej
o rzad wielkos$ci wyzsza od szybkos$ci procesu sterowania.
Podstawiajagc (34) do (35) oraz dokonujgc odpowiednich prze-
ksztatcen otrzymuje sie przyktadowo

Sterowanie to jest optymalne dla t-*-~
Mozna rowniez otrzymac¢ i inne postacie rownowaznych algoryt-
moéw iteracyjnych, tj.:

Algorytm (36) odpowiada standardowej postaci regulatora PID.
Algorytm (37) wygodny jest w tych przypadkach, gdy znana
jest pochodna zadanej trajektorii stanu. Nalezy zwréci¢ uwa-
ge, ze aby przy sterowaniu unikngé¢ gwattownych zmian stanu

poczatkowa warto$¢ sterowania utrzymujgacego stan rownowagi
na poczatku jest réwna

przy



Rys.

Rys.
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Rys.

Rys.



Rys. 7

Przeprowadzone rozwazania analityczne zostaty sprawdzone
metoda symulacji cyfrowej na komputerze IBM PC przy zastoso-'
waniu programu symulacyjnego SIPRO opracowanego w katedrze
ATR w VSB w Ostravie [133- Przyjeto parametry T = Is, tQ =
10s, G = 500-103N, Jz 239*103kgm2, a=2m, alO= 4,44s-~2,
al=6,28-10_3s“1, a2 = 0,837‘1C'3, b = 0,3r2-1C~3s~2a"1.

Kompensacyjne sterowanie optymalne (pradowe) okreslone jest

wyrazeniem (32). Otrzymane przebiegi , ip przedstawio-
ne zostaty na rys. 3, 4, 5. Na tych samych rysunkach dla po-
robwnania wykre$lono zadane przebiegi x”, i*, x*. Na rysun-

kach tych widaé¢, ze uzyskane przebiegi sa zgodne z przebie-
gami zadanymi, rys. 6 przedstawia przebieg sterowania opty-
malnego u*= i dla 'X= 10 OOO. Przebiegi zmiennych Xp

oraz Xp przedstawione na rys. 3, 4 sga prawie takie same.
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Bardziej widoczna jest rdéznica miedzy przebiegami x» i x®

(rys. 5). Na rys. 7 porownano sterowanie iteracyjne ze ste-
rowaniem kompensacyjnym. Z rysunku tego wynika, ze réznice

sg nieznaczne.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawiona w pracy metoda rozwiagzania problemu syn-
tezy sterowania optymalnego przy uogélnionym kwadratowym
wskazniku jakos$ci, oparta na wprowadzeniu zmiennych agrego-
wanych, moze mie¢ zastosowanie dla stosunkowo szerokiej kla-
sy nieliniowych uktadéw dynamicznych. Zaleta tej metody jest
fakt, ze wuryskany weditug przedstawionej strategii optymali-
zacyjnej optymalny uktad regulacji jest liniowy, co w zasad-
niczy sposéb utatwia osiggniecie stabilnosci asymptotycz-
nej, wymaganego czasu regulacji, czes$ciowej, a w niektérych
przypadkach nawet catkowitej niezaleznos$ci zmiennych stanu.
Sterowanie optymalne mozna okres$li¢ przy pomocy zaprezento-
wanej metody tatwo i szybko, bez dtugich i zmudnych obliczen
iteracyjnych, co'stanowi bardzo wazng zalete w przypadku
sterowania optymalnego danego ukiadu dynamicznego w czasie
rzeczywistym.
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