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O pewnej metodzie syntezy układów nieliniowych 
przy kwadratowym wzkażniku jakości

1 . WSTĘP

Problem ow i o k r e ś l a n i a  s te r o w a n ia  optym aln ego układów 

p rzy  kwadratowych w sk a ź n ik a c h  j a k o ś c i  p o św ię co n y ch  j e s t  w i e 

l e  p ra c  [ 2 , 4  r  8 ] .  D la  l in io w y c h  układów dynam icznych p ro 

blem s y n t e z y  s te r o w a n ia  optym alnego p rzy  kwadratowym w s k a ź n i 

ku j a k o ś c i  sprow adza s i ę  do r o z w ią z a n ia  w e k to r o w o -m a c ie r z o -  

wego rów nania r ó ż n ic z k o w e g o  R i c c a t i e g o  [ 4 , 7 J .  D l a  n i e l i n i o 

wych układów dynam icznych problem  s y n t e z y  s te r o w a n ia  o p tym a l

nego n i e  j e s t  d o t y c h c z a s  w y s t a r c z a ją c o  opracowany [ 2 , 7 , 8 j .

W n i n i e j s z e j  p ra cy  a u to r z y  p ro p o n u ją  nową metodę r o z w ią 

z a n ia  problem u .s y n te z y  s te r o w a n ia  optym alnego d la  pewnej 

k l a s y  n i e l i n i o w y c h  układów dynam icznych przy  uogólnionym  

kwadratowym w sk a źn ik u  j a k o ś c i  i  z a s to s o w a n iu  zmiennych a g r e 

gowanych [11 у 1 3 ] .

2 .  SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

N ie c h  dany b ę d z ie  n i e l in i o w y  u k ład  dynamiczny opisan y  

równaniami różn iczkow ym i o p o s t a c i :
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(1)

d la  i  

k o ś c i

1 , 2 ,  , n , oraz u o g ó ln io n y  kwadratowy w sk a ź n ik  j a -

(2)

( 3 )

przy  czym

x = x ( t ) f e  IRn -  j e s t  n-wymiarowym wektorem zmiennych s t a n u ,

f \ :  T * lRn— IR; f , e C ( [ 0 , ^ / ,  IR) -  n i e l i n i o w a ,  c i ą g ł a  f u n k c ja  

s p e ł n i a j ą c a  warunek f ^ ( 0 )  = 0

g^:  T x l R n-—IR; g .  C ( [  0 ,  o ° ) ,  R)  -  n i e l i n i o w a ,  c i ą g ł a  f u n k c ja  

s p e ł n i - j ą c a  warunek g ^ ( x )  /  0 ,  d l a  i  = 1 , 2 , . . . , n

u e lRn -  w ek tor  s te r o w a n ia

T €  [O , ooj -  p r z e d z i a ł  c z a s u

-  zmienne agregowane

-  w s p ó łc z y n n ik i  wagowe; 0 ,  d l a  i  = 1 , 2 , . . . , n

c .  .e IR -  w s p ó ł c z y n n ik i .

O p e r a c ja  ró ż n ic z k o w a n ia  w zględem  с г а з и  w c a ł e j  pracy  o zn a

czona z o s t a ł a  za pomocą k r o p k i  nad odp ow iednią  zm ienną.

Problem  s y n te z y  s te r o w a n ia  optym alnego p o le g a ć  b ę d z ie  na 

o k r e ś le n iu  w sp ó łrzę d n yc h  w ek tora  s te r o w a n ia  u ^ ( x ) ,  d l a  

i  = 1 , 2 , . . . , n ,  k t ó r e  przeprow adzą u k ła d  dynamiczny ( 1 )  ze 

s ta n u  początkow ego x ( 0 )  = х^ do s ta n u  końcowego х ^ )  = O, 

m in im a liz u ją c  u o g ó ln io n y  kwadratowy w sk a źn ik  j a k o ś c i  ( 2 ) .  

Założymy p o n a d to ,  że rozpatryw an y u k ła d  dynam iczny ( 1 )  j e s t  

s te r o w a ln y  oraz  j e ż e l i  d la  pewnycn wskaźników i  s p e łn io n a  

j e s t  równość
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(4)

to również

( 5)

gdzie a-.eiR są współczynnikami rzeczywistymi. W ostatnim 
przypadku f ̂ jest liniową funkcją stanu i w wyrażeniach (2) 

i (3) wskaźnik ten należy pominąć [12].

3 .  ROZWIĄZANIE PROBLEMU SYNTEZY STEROWANIA OPTYMALNEGO

Ponieważ na sterowanie oraz wektor stanu nie nałożono 
żadnych ograniczeń, zatem do rozwiązania sformułowanego pro
blemu zastosować można klasyczny rachunek wariancyjny [1,2, 
7 , 8 j .  Równania Eulera - Lagrange "a dla rozpatrywanego zada
nia przy uwzględnieniu nieskończonej górnej granicy całko
wania będą miały postać [ll,12]

S3

d la  x — 1 , 2 , . . . , n .

Z równań s ta n u  ( l )  oraz z r e l a c j i  (3 )  w y n ik a , że

dla i = l,2,...,n.

Po podstawieniu równań ( 3 )  i ( 7 )  do ( 6 )  o t r z y m u j e  s i e  n a 

stępujący układ równań



d la  i  = 1 , 2 , . . . , n ,  z k t ó r e g o  można ła tw o  o k r e ś l i ć  w s p ó ł 

rzęd ne w ek tora  s te r o w a n ia  optym alnego u i  = u i ( x ) ,  d l a  

i  = 1 , 2 , . . . , n .  N a le ż y  p rzy  tym p a n _ ę t a ć ,  aby w rów naniach 

( 2 ) ,  ( 3 ) ,  ( 6 )  г  ( 8 )  pominąć numery wskaźników i ,  d la  k t ó 

rych  z a c h o d z i  równość ( 4 ) .

S te ro w a n ie  optym alne = u ^ ( x ) ,  d l a  i  = 1 , 2 , . . . , n ,  

o k r e ś lo n e  na p o d sta w ie  warunków k o n ie c z n y c h  ekstremum f u n k 

c j o n a ł u  ( 2 )  można uważać za optym alne na p o d sta w ie  i s t n i e 

n ia  minimum g lo b a ln e g o  w sk a źn ik a  j a k o ś c i  ( 2 )  oraz  je d n o 

z n a c z n o ś c i  r o z w ią z a n ia  uk ład u  równań ( 8 ) .  Je d n o z n a c z n o ś ć  

r o z w ią z a n ia  układu równań ( 8 )  b ę d z ie  zap ew n ion a, j e ż e l i  ma

c i e r z  kwadratowa [ c .  . ]  utw orzona ze w sp ółczyn n ików  c .  . l e -  

wej s t r o n y  u k ład u  równań ( 8 )  b ę d z ie  n i e o s o b l i w a .

4 .  PRZYKŁADY ZASTOSOWANIA

P r z y k ł a d  1

W c h a r a k t e r z e  p r z y k ła d u  z a s to s o w a n ia  proponow anej m eto 

dy rozp a trzym y problem  o k r e ś l e n i a  s t e r o w a n ia  optym aln ego 

n ie l in i o w e g o  układ u dynam icznego o p is a n e g o  n a s tę p u ją c y m  

układem równań
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U kład  równań ( 9 )  r e p r e z e n t u j e  u p r o s z c z o n y  model m atem atycz

ny r o b o t a  przem ysłow ego o p is a n e g o  w [ 4 ] .

W m odelu tym ,rep rezen tow an ym  w c y l in d r y c z n y m  u k ła d z ie  w s p ó ł

r z ę d n y c h ,  x 1 -  j e s t  zmienną przesuw u ra m ie n ia  r o b o t a ,  x 2 -  

p r ę d k o ś c ią  t e g o  p r z e s u w u ,x z -  j e s t  kątem o b r o tu  ra m ie n ia  r o 

b o t a ,  x 4 -  p r ę d k o ś c i ą  kątow ą o b r o tu  r a m ie n ia .

Zadaniem n i e c h  b ę d z ie  w y zn a c ze n ie  s t e r o w a n ia  optym alnego 

w u k ł a d z ie  zamkniętym z a p e w n ia ją c e g o  minimum u o g ó ln io n e g o  

w sk a źn ik a  j a k o ś c i  ( 2 )  d l a  s t a n u  po czątk o w ego

x ( 0 )  = x Q ( 10 )

oraz  końcowego

x (°°)  = 0 ( 11)

D la  r o z p a try w a n e g o  problem u n i e l i n i o w e  f u n k c j e  oraz  

g ^ ,  i  = 1 , 2 , . . . , 4 , wynoszą odpow iednio

ц.
S te r o w a n ie  optym alne u^ = u ^ ( x )  d l a  i  = 2 , 4  o trz y m u je  

s i ę  po r o z w ią z a n iu  u k ła d u  równań ( 8 ) .  Je d n o z n a c z n o ś ć  r o z w ią 

z a n ia  b ę d z ie  zap ew n ion a , gdy
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to sterowanie optymalne w układzie zamkniętym określone bę

dzie wyrażeniami

(14)

Zamknięty układ sterowania optymalnego opisany będzie nastę
pującym układem liniowych równań różniczkowych

(15)

66

z warunkami brzegowymi (10), (11). Przez dobór jednakowych 
współczynników wagowych - zgodnie z (12) oraz współczynni
ków c• • - zgodnie z (13) uzyskuje się liniowy optymalny 
układ regulacji. Ponadto proces przejściowy ma charakter 
aperiodyczny krytyczny. Przez dobór wartości współcr mika 
wagowego A. można uzyskać wymaganą dokładność regulacji roz
patrywanego robota.

P r z y k ł a d  2
Rozpatrzmy instalację wyciągową, służącą do podnoszenia 

urobku węglowego o ciężarze G z podszybia (poziom O) na po
wierzchnię (poziom A) - rys. 1. Wymagany wykres jazdy tej 
maszyny przedstawiony jest na rys. 2. W chwili początkowej 
urobek znajduje się na poziomie 0, a w chwili końcowej na 
powierzchni A. Maszyna wyciągowa napędzana jest silnikiem



prądu s t a ł e g o .  O k r e ś l im y  s te r o w a n ie  optym alne m in im a l iz u ją c e  

u o g ó ln io n y  kwadratowy w sk a źn ik  j a k o ś c i  o p o s t a c i
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(16)

Оба)

Wielkości te posiadają następującą interpretację: z - jest 
uchybem zagregowanym, e< - uchybem położenia, ae? - uchybem 
prędkości, T - stałą czasową, x - wymaganym przebiegiem 
drogi jazdy naczynia rozpatrywanej instalacji wyciągowej.

Zadanie rozwiążemy dla przypadku sterowania prądowego 
oraz napięciowego silnika prądu stałego w układzie napędow'ym 
instalacji wyciągowej. W pierwszym przypadku dynamikę ukła

du opisuje równanie

(17)

gdzie J_ - jest całkowitym zastępczym momentem bezwładności 
instalacji wyciągowej, - stałą maszyny prądu stałego, 

ig- prądem twornika tej maszyny, M - momentem obciążenia sil
nika .

Zastępczy moment bezwładności określić można z bilansu 
energetycznego układu, tj.

gdzie J - jest momentem bezwładności mas wirujących, v = x., 
. 2 l
Ц1 = Ul - jrv, - prędkość kątowa wirnika, Ц1 - droga kątowa,
D - średnica koła pędnego.

L’oment obciążenia silnika wynosi [3,9] V

(19)
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(20)

g d z i e  OT s ą  s t a ł y m i .

P r z y jm u ją c  zmienne s ta n u  oraz  s te r o w a n ie

( 2 1 )

otrzym ujem y rów nanie s ta n u  u k ła d u  w p o s t a c i

W przypadku s te r o w a n ia  n a p ię c io w e g o  s i l n i k a  prądu s t a ł e 

g o  n a p ę d z a ją c e g o  k o ł o  l in o w e  dynamika uk ład u  dana j e s t  rów

naniem

(2 4 )

P r z y jm u ją c , 

ł a ,  t j .  La*

że in d u k c y jn o ś ć  tw o rn ik a  s i l n i k a  j e s t  bardzo  ma- 

0 rów nanie t o  u p r a s z c z a  s i ę  do p o s t a c i

(25)

Po p r z y j ę c i u  zmiennych s t a n u  id e n t y c z n y c h  ja k  p o p rz e d n io  

otrzym ujem y n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć  rów nania s ta n u
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Równania s ta n u  d l a  obydwu przypadków s t e r o w a n ia  s i l n i k a  ma

j ą  jednakową s t r u k t u r ę .  Różne są  j e d y n ie  wyrazy m a c ie r z y  

s ta n u  aj oraz  b .

Do r o z w ią z a n ia  problemu s y n t e z y  s t e r o w a n ia  optym aln ego 

z a s to su je m y  metodę m i n i m a l i z a c j i  u o g ó ln io n e g o  w sk aźn ik a  j a 

k o ś c i  ( 1 6 ) .  Ponieważ p o s ta ć  równań s ta n u  d la  obydwu p r z y 

padków sterow ań  s i l n i k a ,  t z n .  s te r o w a n ia  prądowego i  n a p i ę 

ciow ego j e s t  ta k a  sama w y zn a czen ie  t e g o  s t e r c  en ia  można po

tr a k to w a ć  ł ą c z n i e .  D la  p r z y j ę t e g o  w sk a źn ik a  j a k o ś c i  ( 1 6 )  

można w yk aza ć , że

j e s t  zagregowanym uchybem początkowym. 

Ponieważ w a r to ś ć

( 3 0 )

w r e l a c j i  (2 8 )  j e s t  s t a ł a ,  zatem u o g ó ln io n y  kwadratowy 

w sk aźn ik  j a k o ś c i  ( 1 6 )  o s ią g a  minimum g lo b a ln e  równe (3 0 )  

przy sp ełn ion ym  warunku

TŻ + z -  0 (31 )

i  z ( 0 )  określonym  p rze z  ( 2 9 ) .
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Po p o d sta w ien iu  (16a)  do (31)  i  u w zględ n ien iu  równań 

stan u  (224-23) lub ( 2 6 f 2 7 )  oraz p ro sty c h  p r z e k s z ta łc e n ia c h  

otrzym uje s i ę  sterow an ie  optymalne o k re ślo n e  z a le ż n o ś c ią

Zamknięty układ stero w an ia  optymalnego opisany j e s t  równa

niem różniczkowym

(33)

Układ ten j e s t  l i n i o w y .  Sterow anie optymalne skompensowało 

n ie l in io w o ś ć  o b ie k tu .  Algorytm o k r e ś la ją c y  sterow anie o p ty 

malne j e s t  kompensacyjnym-powodującym l i n e a r y z a c j ę  zew nętrz
ną o b ie k tu .  Zamknięty układ sterow an ia  optymalnego (33)  j e s t  

ponadto g l o b a l n i e  asym p to ty czn ie  s t a b i l n y .  Wadą algorytmu  

kompensacyjnego j e s t  k o n ie czn o ść  dok ładn ej znajom ości mode

lu  matematycznego o b ie k tu .  Wadę tę  w n ie k tó r y c h  przypadkach  

można usunąć przez i t e r a c y j n e  o k r e ś le n ie  sterow ania  optymal

n ego . W rozważanym przypadku przedstawmy równanie (32)  w f o r 

mie

lub
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Sterow anie optymalne można o k r e ś l i ć  na podstawie równania 

(3 3 )  jako s t a b i l n e  rozw iązan ie  równania całkowego o p o s ta c i



g d z ie  "X j e s t  dodatnim  w s p ó łc z y n n ik ie m , k t ó r e g o  w a r t o ś ć  o k r e 

ś l a  s z y b k o ś ć  z b i e ż n o ś c i  u ( t )  d la  t - » o o  do s te r o w a n ia  o p t y 

m alnego u * .  J e g o  w a r to ś ć  powinna być ta k  d c b ra n a , żeby s z y b 

k o ś ć  o b l i c z a n i a  s te r o w a n ia  optym alnego u* b y ła  co n a jm n ie j  

o r z ą d  w i e l k o ś c i  w yższa od s z y b k o ś c i  p r o c e s u  s t e r o w a n ia .  

P o d s t a w ia ją c  (3 4 )  do (3 5 )  oraz dok on u jąc  od p ow ied n ich  p r z e 

k s z t a ł c e ń  o trzym u je  s i ę  przykładow o

S te ro w a n ie  t o  j e s t  optym alne d l a  t - * - ^

Można rów n ież  otrzym ać i  inne p o s t a c i e  równoważnych a l g o r y t 

mów i t e r a c y j n y c h ,  t j . :

A lgorytm  (3 6 )  odpowiada sta n d a rd o w e j p o s t a c i  r e g u l a t o r a  P ID .  

A lgorytm  ( 3 7 )  wygodny j e s t  w t y c h  p rz y p a d k a c h , gdy znana 

j e s t  pochodna za d a n e j t r a j e k t o r i i  s t a n u .  N a le ż y  z w r ó c ić  uwa

g ę ,  że aby przy s te r o w a n iu  u n ikn ą ć  gw ałtow nych zmian s t a n u  

początkow a w a r to ś ć  s te r o w a n ia  u trz y m u ją c e g o  s t a n  równowagi 
na p o c z ą tk u  j e s t  równa

przy

(35)



R y s . 3

Rys.  4
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R y s .  5
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R y s .  7

Przeprow adzone ro zw a ża n ia  a n a l i t y c z n e  z o s t a ł y  sprawdzone 

metodą s y m u l a c j i  c y f r o w e j  na kom puterze IBM PC przy  z a s t o s o - '  

waniu programu sy m u la c y jn e g o  SIPRO opracowanego w k a te d r z e  

ATR w VSB w O s t r a v i e  [133  - P r z y j ę t o  param etry  T = l s , t Q =

10 s , G = 5 0 0 - 1 0 3N, J z = 2 3 9 * 1 0 3kgm2 , a=2m, a 0= 4 , 4 4 s ~ 2 , 

a 1 = 6 , 2 8 - 10_ 3 s “ 1 , a 2 = 0 , 8 3 7 ‘ I C ' 3 , b = 0 , 3 Г2 -1  C~3 s ~ 2a "  1 . 

Kom pensacyjne s te r o w a n ie  optym alne (prądow e) o k r e ś lo n e  j e s t  

w yrażeniem  ( 3 2 ) .  Otrzymane p r z e b i e g i  , i p  p r z e d s t a w io 

ne z o s t a ł y  na r y s .  3 ,  4 ,  5 .  Na ty c h  samych rysu n ka ch  d la  po

rów nania w y k re ś lo n o  zadane p r z e b i e g i  x ^ , i * ,  x * .  Na r y s u n 

kach  ty c h  w id a ć ,  że uzyskane p r z e b i e g i  są zgodne z p r z e b i e 

gami zadanymi,  r y s .  6 prze dstaw ia  p r z e b ie g  sterowania  o p ty 

malnego u* = i dla "X = 10 OOO. P r z e b i e g i  zmiennych X p  

oraz X p  przedstawione na r y s .  3 ,  4 są prawie takie same.
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. . . ................. .w
B a r d z i e j  w idoczna j e s t  r ó ż n ic a  m iędzy p r z e b ie g a m i x^ i  x^

( r y s .  5 ) .  Na r y s .  7 porównano s te r o w a n ie  i t e r a c y j n e  ze s t e 

rowaniem kompensacyjnym. Z rysunku t e g o  w y n ik a ,  że r ó ż n ic e  

są  n ie z n a c z n e .

5 .  PODSUMOWANIE

P r z e d s ta w io n a  w p ra cy  metoda r o z w ią z a n ia  problemu s y n 

te z y  s te r o w a n ia  optym alnego p rzy  u ogólnionym  kwadratowym 

w skaźniku j a k o ś c i ,  o p a r ta  na wprowadzeniu zmiennych a g r e g o 

wanych, może mieć z a s to s o w a n ie  d l a  stosunkow o s z e r o k i e j  k l a 

sy n ie l in io w y c h  układów d yn a m iczn ych . Z a l e t ą  t e j  metody j e s t  

f a k t ,  że игузкапу w edług p r z e d s t a w io n e j  s t r a t e g i i  o p t y m a l i 

z a c y j n e j  optym alny u k ła d  r e g u l a c j i  j e s t  l i n i o w y ,  co w z a s a d 

n ic z y  sp o só b  u ła t w ia  o s i ą g n i ę c i e  s t a b i l n o ś c i  a s y m p to ty c z 

n e j ,  wymaganego c z a su  r e g u l a c j i ,  c z ę ś c i o w e j ,  a w n i e k t ó r y c h  

przypadkach nawet c a ł k o w i t e j  n i e z a l e ż n o ś c i  zmiennych s t a n u .  

S te ro w a n ie  optym alne można o k r e ś l i ć  przy  pomocy z a p r e z e n t o 

wanej metody ła tw o  i  s z y b k o ,  bez d ł u g i c h  i  żmudnych o b l i c z e ń  

i t e r a c y j n y c h ,  c o 's t a n o w i  b a rd zo  ważną z a l e t ę  w przypadku 

s te r o w a n ia  optym alnego danego układ u dynam icznego w c z a s i e  

r z e c z y w is ty m .
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