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Analityczna metoda strojenia
regulatoréw cyfrowych i analogowych
dla inercyjnych obiektow

pierwszego rzedu z opdZnieniem

W literaturze opisanych jest wiele metod doboru nastaw regulatoréw konwen-
cjonalnych [1+10]. Zaprezentowana w niniejszym artykule nowa analityczna metoda
stanowi jednolite podejscie w okre$laniu parametréw konwencjonalnych regulatoréw
cyfrowych i analogowych droga analityczna dla inercyjnych obiektéw pierwszego
rz¢du z op6Znieniem, ktérych L-transmitancja ma postaé:
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0B() Tis+] )]

gdzie: k, — wzmocnienie obiektu, 7, —stata czasowa obiektu, T, - op6znienie obiektu,
s —zmienna zespolona w przeksztalceniu L (przeksztalceniu Laplace’a).

Przedstawiona metoda jest oparta na rzeczywistym biegunie wielokrotnym
i przeksztalceniu D. Otrzymane nastawy zapewniaj otrzymanie przebiegu wielkosci
regulowanej o charakterze nieoscylacyjnym bliskim aperiodycznemu krytycznemu.,
Zastosowanie metody przedstawiono na przykladzie.

Przeksztatcenie D

Zastosowanie przeksztalcenia D do wyprowadzenia wzoréw dla okre$lenia pa-
rametrdw strojenia regulatoréw pozwala na uzyskanie jednolitych obliczeniowych
wzoréw tak dla regulatoréw cyfrowych, jak i regulatoréw analogowych. Podejscie to
oparte jest na delta modelach i wlasciwoéciach wzglednej réznicy progresywnej
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sk - A DTG

)
dla ktérej istotna jest zalezno$¢
lim 8x(kT)= x(kT) (3)
T-0
Gdzie: § — operator wzglednej roznicy progresywnej (delta operator), T— okres préb-

kowania, k — wzgledny czas dyskretny (k=0, 1, 2,...).
Przeksztalcenie D definiowane jest za pomoca wzoréw {2, 3, 7, 9]:

X(y)=D{x(kT)}=T Ex(kT)(l +yT)~* (4a)
k=0

x(k7) = D™HX ) = 5= -1ty (4b)
19 C

Gdzie: x — oryginal, X — transformata, D i D' — operatory bezpo$redniego i odwrot-
nego przeksztalcenia D, y — zmienna zespolona w przeksztalceniu D.

Droga catkowania C powinna leze¢ w obszarze zbieznosci transformaty X(y)
i zawiera¢ wszystkie punkty osobliwe. Ograniczenia dla oryginaléw sa takie same,
jak dla przeksztalcenia Z. Szczegdélowe lematy i twierdzenia moina znalezé w pub-
likacjach [2, 3, 8, 9].

Migdzy przeksztalceniami L, Z i D istotne sa relacje:

dotyczace zmiennych zespolonych

s= lim S5a
T—-)OY 2)
z= 'yT +1 (5b)

dotyczace transformat zmiennych
X(s)= lim X(y)
T-0

(62)
1

X(2)= FX ) Y=2_“1 (6b)

dotyczace transmitancji T

G(s)= lim G

() TLTO (v) (7a)
G(2)=G(),_z=1 (7b)

T

gdzie z jest zmienng zespolona w przeksztalceniu Z.
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W przypadku zastosowania w ukladzie regulacji z regulatorem cyfrowym prze-
twornika D/A (ekstrapolatora zerowego rzgdu), to D-transmitancja obiektu dana jest

zaleznoscia [2, 3, 7+9]
} ®)
t=kT

Gop (1) =— D{ = {Goa (S)}
YT +1 s
Bardzo obszerne tabele przeksztatcenia D mozna znalez¢ np. w publikacji [9].
Tabele te upraszczajq w znacznym stopniu obliczenia oparte na przeksztalceniu D.
Dla L-transmitancji obiektu (1) odpowiadajaca mu D-transmitancja okre$lona na
podstawie (8) dana jest wyrazeniem

k _ T
P rend, g=lol goj_e T )
T +a T

Gog(Y) =
7

Gdzie: d - wzgledne op6znienie dyskretne (dla prostoty zaklada sie, ze jest wielokrot-
noscia okresu prébkowania).

Gy —> Gyp —>

Rys. 1. Schemat uktadu regulacji

W ukladzie regulacji przedstawionym na rys. 1 zastosowano regulator konwen-
cjonalny o transmitancji G, (tab. 1), dla ktérego odpowiedZ sygnalu wyjsciowego
obiektu na skokowa zmiang¢ sygnahu zadajacego lub zakldcajacego dziatajacego na
wyjsciu obiektu, ma charakter nieoscylacyjny krytyczny z zerowym uchybem usta-
lonym. Na rys. 1 poszczegélne symbole: W, Vi Y sa odpowiednio transformatami
sygnatu zadajacego w, zaklécajacego v i regulowanego y.

Poniewaz obiekt ma charakter statyczny, rozpatrywane s tylko regulatory o dzia-
laniu catkujacym, tj. regulator typu I, PI, PID, zgodnie z tabelg 1, gdzie: kp— jest
wzmocnieniem regulatora, T, — czasem zdwojenia (stala catkujaca), T, — czasem wy-
przedzenia (stata rézniczkujaca).
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Metoda wielokrotnego bieguna dominujgcego

Metoda wielokrotnego bieguna dominujacego oparta jest na zatozeniu, ze biegun
dominujacy uktadu regulacji jest wielokrotny i rzeczywisty, ktéry zapewnia stabilny
nieoscylacyjny (aperiodyczny) proces regulacji bliski procesowi krytycznemu. Jed-
noczednie zaklada sig, ze wplyw biegunéw niedominujacych oraz zer jest znikomy
i mozna go zaniedba¢. Wielokrotnos¢ okreslona jest iloscia parametréw strojenia re-
gulatora powigkszona o 1 [7, 8].

Wielomian charakterystyczny uktadu regulacji (rys. 1) N(y) moze zostaé okreslo-
ny na podstawie D-transmitancji ukladu otwartego. Wynosi on

M
Go (1) = GR)Gop (1) = oV) NP = No() + Mo ()
No(Y)
Wielokrotny biegun dominujacy stanowi rozwiazanie uktadu réwnan
i
m=0, i=0,Ll,..,m (10)
d'y

gdzie m jest liczba parametréw strojonego regulatora.

Postgpowanie przy doborze nastaw regulatora b¢dzie przedstawione na przykta-
dzie regulatora typu I.

D-transmitancja ukladu otwartego i wielomian charakterystyczny maja posta¢
odpowiednio:

k —(d—
Go(v)=GR(v)GoB(y)=ﬁ(yT+1) (-1
1

NO) =TT +a)aT +1)4 7! + aky

m | Rodzaj GR(y) GR(s) Gr(2)
T +1 1 T =z
1 T Tis T; z-1
yT+l) ( 1) T z
k,|1+ kol 1+— kll+——
2 PI P( 7;'7 P T,-s P T; 21

YyT+1  Tyy 1 T =z Ty z-1
k| 1+ —+—— k| 1+—+T, kpll4+ ——+ ——-—
3 PID P( Ty YT +1 4 Tis ds 14 Tiz-1 T =z

Tabela 1. Transmitancje regulatoréw
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Regulator typu I ma tylko jeden parametr T, zatem m = 1 i na podstawie (10)
otrzymuje si¢ dwa réwnania:

N)=0=Ty(T+a)yT+ )% v ak =0

%:0:(d+l)727'2 +(ad +2yT +a=0
Y

Z drugiego réwnania obliczono biegun podwdjny (11) — w dziedzinie zmiennej
zespolonej y. Ze wzgledu na to, ze biegun musi by¢ dominujacy, nalezy przed pier-
wiastkiem uwzgledni¢ znak plus. Latwo sprawdzié, ze uzyskany biegun podwdjny
jest stabilny.

Po podstawieniu bieguna podwdjnego (11) do pierwszego réwnania mozna okre-
$li¢ stata catkowania (12) dla regulatora typu I.

Dla okresu prébkowania dazacego do zera, tj. dla 7 — 0, mozna otrzymaé od-
powiednie wzory okreslajac biegun podwdjny w dziedzinie zmiennej zespolonej s
[wzory (13), (14)] dla regulatora analogowego typu I.

W taki sam sposéb mozna otrzyma¢ odpowiednie zaleznosci okre$lajace parame-
try regulatoréw cyfrowych i analogowych typu PI, PID [wzory (15) + (20) i (22) +
(29)]. Parametry te oznaczono gwiazdka *.

Regulator (cyfrowy) |

. ad+2_, a2d2—4a+4<0 .
25~
2d+DT | 4d+1)272 ()

ak|

* » *
T; =T; (Y2)=-

_ (12)
Y2027 + a)yaT + D4
Regulator (analogowy) |
& = limy = 1 1 1 <0
2 7‘-»0}/2 T, 2T, T2 4T (13)
* * & . * % kl
T} =Tj (s2)= lim T} (v2) =-—— . (14)
T—0 52 (Tls?. +])eTul"2
Regulator (cyfrowy) PI
2,2, 2,
2(d+2)T Ad+1)(d+2)°T
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kp=kp(y3)= —a—;q—[rz(d +1)y32 +T(ad +2)y3 + a}ygr +pd (16

lTZ(d+ Dy32 +T(ad +2)v3 +ab;T +1)

T, =T (v3)= = ; (17)
Y2T|T(@+ 1)} +ad +1]
Regulator (analogowy) PI
s; lim y‘ 2 ] + 2 +—1 <0
= lim y3=—Z~~—+ | = 18
T-0 T, 20 Tozl 4T12 (18)

L I T L | *) *]Tos‘
kp—kp(ss)—Tlinokp(h)——zb'olﬂsg +(2T) +T1)s3 +1je’o13 (19)

ToiTis3> + (2T} +Tpp)s3 +1
*) *
S3 (TorTis3 +T1 +Tp1)

T, =T/ (s3)= lim T} (y3)=- (20)
T-0

Stabilne zero w liczniku transmitancji ukladu regulacji ma dodatni wplyw na
szybkoé¢ odpowiedzi. Dla T, < T stabilne zero powoduje przeregulowanie, ktore
praktycznie dla T,,; > 0,7T jest znikome.

Dlaregulatora PI przeregulowanie zalezne jest réwniez od okresu prébkowania T.
Dla wigkszej wartoéci T powstaje ono przy nizszych warto$ciach ilorazu 7| <T.

Dla Tol < 0,8T1 stala calkowania powinna by¢ okre$lona z zaleznosci:

T =Ty -0,5T @1

Natomiast warto$¢ obliczonego wzmocnienia regulatora k;, nalezy pozostawi¢
na obliczonym poziomie. W tym przypadku przeregulowanie nie przekroczy 2%.
W kazdym przypadku jesli wystapi niepozadane przeregulowanie, nalezy zwigk-
szy¢ warto$¢ stalej catkowania T, (w zadnym przypadku nie nalezy obniza¢ wartosci
wzmocnienia regulatora k).

Regulator {cyfrowy) PID

0 (22)

y. ad+6 + a?d? +2424% +12(1-a)d <
4 = -
Ad+3)T 4(d +2)(d +3)°T2

4 3
k;,=k;,(yz)=-a}‘—l{T4y:; (d+1)(d+2)+ T3y [(a+1)d? +(a+6)d +5]+ @3)

2
+T2yy [ad? + (2a +3)d + 3+ aTyy(d - 1) - a}yf‘T +)4-!
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4 3
T =T () =-20T*% @+Dd+2)+ T35 [(a+)d? +(a+6)d+5]+

24
2 #2 2 . 9 3 . @4)
+T2y4 [ad? + Qa+3)d +3]+aTyy(d - —-alf {T2y§ (d+DIT(d + 2y +ad +2]
T.—T. . T|..4 +4 3 o3 2
d= d(y4)=—; T'vq (d+1Xd+2)+T y4 [(@+2)d° +(a+10)d + 8]+
w7232 (204 1)a? + (4a+11)d +12)+ Ty [ad? + (Sa + 4)d + 8] + 2ad + 1)}/ (25)

4 '4 3 ‘3 2 2 .2 2 .
Tyq (d+1Xd+2)+T y4 [(@a+1)d° +(a+6)d+5]+T“yq [ad® +(2a+3)d +3)+aTyq(d-1)-a

Regulator (analogowy) PID

sz= lim yz=——3——L+ i+——<0 (26)
T—0 To 2N \12 41

* . » . . 1 2 . . * T..s:
kp =kp(S4)=;inokp(u):k—l[To]T]sf +QT Ty +T sy +TolS4—l]e oS8 (27)

* * *
T2Tis +(ToTy +T2)sy2 +Torsq -1

R . %
T; =T; (s4)= lim T; (y4)=-2 Ty > (28)
-0 54 (T01T1S4 +2T 1 +Tol)
2,5 %2 2.\.*
. . % ) % 1 T5Tis,° + (4T 11 +T 5 )s4 +2T51 +27)
T3 =Ti(sd) = lim Ty (ya)=->-4—% g @)
T7-0 TO|T134 +(To1Th +TO1 )S4 +Tp154 -1

Dla cyfrowego i analogowego regulatora typu PID przeregulowanie nie powstaje,
jesli T, >227T|. Dla T, > 1,4T; przeregulowanie jest praktycznie zerowe. Dla wigk-
szych wartosci T przeregulowanie pojawia sig dla nizszych wartoéci ilorazu T,,,/T.

Dla T, < 1,67 stala catkowania powinna by¢ okreslona z zaleznosci:

Ty =135 -T (30)

natomiast wzmocnienie regulatora k;, nalezy pozostawié na obliczonej wartosci.
W tym przypadku przeregulowanie nie przekroczy 2%. W kazdym przypadku, jesli
wystapi niepozadane przeregulowanie, nalezy zwigkszy¢ warto$¢ stalej catkowania T,
(w zadnym przypadku nie nalezy obniza¢ warto$ci wzmocnienia regulatora kp).
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Przyklad
Dla obiektu okre$lonego L-transmitancija o postaci:

1 -20s
Gop(s)= e
05()=151
nalezy dobra¢ nastawy cyfrowych i analogowych regulatoréw I, PI i PID metoda
wielokrotnego bieguna dominujacego.
Rozwijzanie:

Parametry obiektu sa nast¢pujace: k} =1, 7} =10s, T, =20s.

Dla regulatoréw cyfrowych dobrano okres prébkowania =4 s, wtedy wzgledne
T

opdznienie dyskretne wynosi d =% =5 istalaa=1-¢ h = 0,3297.
Regulator (cyfrowy) I [wzory (11)1i (12)]
v>=-1642; T 28698
Regulator (analogowy) I [wzory (13) i (14)]
53 =-0,03; T =8674
Regulator (cyfrowy) PI [wzory (15) = (17)]
¥3£-0053; k,=016; T; =887
Regulator (analogowy) PI [wzory (18) + (20)]
532-0,063; kp=021; T, 21052
Regulator (cyfrowy) PID [wzory (22) + (25)]
Ya=-0074; k,=028; T, =1232; T;=277
Regulator (analogowy) PID {wzory (26) + (29)]
si==01; Kk, z041; T =15 132333

Odpowiedzi skokowe przedstawiono na rys. 2.
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Rys. 2. Odpowiedzi skokowe uktadu regulacji dla rozpatrywanego przyktadu

Whioski

Analityczna metoda wielokrotnego bieguna dominujacego dla inercyjnych obiek-
téw pierwszego rzedu z op6Znieniem daje dla konwencjonalnych regulatoréw cyfro-
wych i analogowych bardzo dobre rezultaty. Otrzymane przebiegi odpowiedzi sko-
kowych sg w przyblizeniu krytyczne nieoscylacyjne (aperiodyczne). Zastosowanie
przeksztalcenia D umozliwilo jednolite podejécie do uktadéw dyskretnych i ciaghych.
W przypadku potrzeby uzyskania ,,szybszych” odpowiedzi mozna obnizy¢ wartoé¢
stalej catkowania.
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Analytical digital and analeg controller tuning method for the first order plus
time delay plants

Abstract

The article deals with the analytical digital and analog controller tuning method for the first

order plus time delay plants. The described method is based on the real dominant multiple pole
and the D-transform. The resultant control process is closed to the marginal non-oscillatory
course. The application is shown on the example.

Key words: time delay, controller tuning, PID controller, dominant pole



