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Ksztattowanie odruchow

Abstract. This article attempts to single out actions performed by a person
while solving a mathematical task that lead to the acquisition of desired
habits towards solving such tasks. The examples of tasks, which are pre-
sented here with their solutions, stress the importance of reflection that
follows a completed process of solving a task.

1.  Wprowadzenie

Niejednokrotnie, w moment po zadaniu pytania, zanim jeszcze uczen podej-
mie prébe udzielenia odpowiedzi, mozna zauwazy¢ jego nieznaczne wzruszenie
ramion, ,skurczenie si¢” czy mimowolny grymas. W ten sposéb ,powiedzial”
nam, ze nie tylko nie zna odpowiedzi, ale takze ,jokredlil” swoja postawe wo-
bec zadania. Kazdy, kto uczy matematyki, moze wskaza¢ wiele analogicznych
reakcji dzieci. Sa one oznakami wytworzonych odruchéw, przebiegajacych mi-
mowolnie, podswiadomie, tak gleboko zespolonymi z matematyka, ze staly sie
trwalym elementem postawy ucznia wobec przedmiotu.

Wiemy, ze odruch jest swoista reakcja organizmu na bodzZce za posred-
nictwem uktadu nerwowego; méwimy: pierwszy odruch, nagly odruch, odruch
uczucia niecheci na zywiotowe, impulsywne, mimowolne, automatyczne dziala-
nie (por. Szewczuk, 1998). Chwila zastanowienia nad tym, co pamietamy po
latach z lekcji przedmiotu szkolnego, z ktérym nie mieliSmy pédzniej do czy-
nienia, przekonuje, ze informacje dotyczace pojeé i procedur (zwlaszcza tych
izolowanych lub podawanych w nadmiarze) ulatuja, a zostaja dobrze uksztalto-
wane umiejetnosci czy zachowania o charakterze odruchéw. Ich si¢ nie zapomi-
na, mimo uplywu czasu; trudno je réwniez wyeliminowaé, gdy sa niepozadane,
poniewaz staly sie skladnikiem naszej postawy (Madrzycki, 1974; Czajkow-
ska, 2002; Dybiec, 1990).

W tym artykule interesuja nas swoiste reakcje ucznia rozwiazujacego pro-
blemowe zadanie matematyczne. Prowokacyjnie méwimy o ksztaltowaniu odru-
chéw, myslac o dziataniach podejmowanych $wiadomie lub nieswiadomie przez
nauczyciela, zabiegach stosowanych w podrecznikach, ktore prowadzg do trwa-
tych zachowan, reakcji niemal mimowolnych, zywiotowych wobec zadan mate-
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matycznych. Jak sie wydaje, wiele z tych pozytywnych reakcji-odruchéw wyra-
sta na tle umiejetnosci typu heurystycznego. Przykladem niech bedzie szaco-
wanie wynikéw dzialan na liczbach (gdy wskazane byloby to w sklepie, banku
czy towarzystwie ubezpieczeniowym), odrzucanie rozwiazania, kl6cacego sie ze
zdrowym rozsadkiem, refleksja po rozwigzaniu problemu, prowadzaca do szuka-
nia lepszego — pod pewnymi wzgledami — pomystu. Obserwacja praktyki szkol-
nej pokazuje, ze dziatania takie, zwykle o charakterze niejawnym, ,skryte”,
moga prowadzi¢ rowniez do niepozadanych skutkéw, ktorych oznaka sg reakcje
uczniéw wspomniane w pierwszych zdaniach artykutu. Warto byloby poznaé
blizej mechanizmy prowadzace do przeksztalcania sie typowych zabiegow dy-
daktycznych, wybranego stylu pracy, sposobéw pracy nad zadaniem, zabiegdw
edytorskich w matematyczne odruchy typu warunkowego.

W literaturze dydaktycznej spotykamy wiele pomystéw i propozycji, ktére
podpowiadaja, jak ksztaltowaé i rozwijaé¢ réznego rodzaju aktywnosci mate-
matyczne (Polya, 1975; Krygowska, 1977; Klakla, 2002), brak za$ analiz, ktére
ujawniaja nature tych mechanizméw, a przede wszystkim pokazuja, jak na-
bywane stopniowo do$wiadczenie indywidualne prowadzi do tworzenia barier
obronnych przed rozwiazywaniem zadan. Do klasyki dydaktycznej nalezy za-
liczy¢ postepowanie wykorzystujace schemat G. Polyi (Polya, 1993) przy ata-
kowaniu problemowego zadania z matematyki, a takze tworzeniu sie przydat-
nych strategii heurystycznych. Czy jednak w praktyce szkolnej obserwujemy
(jak czesto?) takie pozadane postepowanie nauczycieli i studentéw? Czy wy-
$cig z czasem moze usprawiedliwia¢ niepodejmowanie dziatan umozliwiajacych
wnikliwe analizowanie tekstu zadania, préb jego rozwiazania, analizowania r6z-
nych rozumowan, brak refleks;ji?

W dyskusjach nauczycielskich podkresla si¢, ze nadal brak propozycji zwia-
zanych wprost z aktualnie realizowanymi treéciami programowymi. Majac na
uwadze réwniez te sugestie, zamieszczamy ponizej przykitady zadan, ktére moz-
na — naszym zdaniem — wykorzystaé¢ zarowno w szkole sredniej, jak i w toku
matematycznych studiéw nauczycielskich do ksztaltowania wtasciwych odru-
chéw wobec zadan i ich rozwiazan. Skupiamy si¢ przede wszystkim na refleksji
po rozwiazaniu zadania.

2. Przyktady

ZADANIE 1

W rozgrywkach pilki noznej, przeprowadzanych systemem pucharowym, bierze
udzial n druzyn (n > 2). Ten system rozgrywek przewiduje laczenie druzyn
w pary na drodze losowania. Kazda para — w I etapie — rozgrywa mecz, ktory
pozwala wyloni¢ zwyciezce. Zwycieskie druzyny z I etapu przechodza do dal-
szych rozgrywek. Gdy n jest liczba nieparzysta jedna z druzyn losuje ,szczesli-
wy bilet”, uprawniajacy do automatycznego zakwalifikowania jej do dalszych
rozgrywek. Dalej postepujemy analogicznie, ustalajac kto z kim bedzie gral



Ksztattowanie odruchéw 59

w II etapie rozgrywek itd. Etapéw jest tyle, ile potrzeba, by wyloni¢ jednego
zwyciezce. Ile meczow nalezy zorganizowac, by wylonié¢ zwyciezce turnieju?

Najpierw podamy rozwiazanie tego zadania, a nastepnie kilka uwag dy-
daktycznych, sugestii, jak organizowaé prace w grupie uczniéw lub studentéw.
Rozwiazanie mozna uzyskaé¢ dowodzac indukcyjnie odgadnieta — np. na drodze
rozpatrywania szczegdlnych przypadkéw — hipoteze. Ustalmy:

e — kropka oznacza druzyne,
e+ — pozioma kreska, laczaca dwie kropki, oznacza mecz,
l — ten znak wskazuje, ze jedna druzyna (zwycieska) przechodzi

do dalszych rozgrywek.

Przypadek n = 12 ilustruje schemat:

‘1 j—‘ I etap
II etap
‘ III etap
l IV etap

tacznie 11 meczéw

Przypadek n = 13 ilustruje schemat:

I etap

II etap

IIT etap
¢ l * IV etap

tacznie 12 meczéw

Po rozwazeniu jeszcze kilku (kilkunastu) przypadkéw nasuwa sie hipoteza:
nalezy zorganizowaé n — 1 meczdw.

Symbolem f(n) oznaczmy liczbe meczéw, ktére musi odbyé n druzyn, star-
tujacych w turnieju (gdzie n > 2), by wylonié zwyciezce.

Zauwazmy, ze po I etapie rozgrywek zostaje [”TH] druzyn', w I etapie roz-
grywek przeprowadza si¢ [5] meczéw.

Udowodnimy metoda indukcji matematycznej, ze f(n) =n — 1.

(1) Dlan =2 wzér f(n) =n —1 jest oczywisty.

(2) Przyjmijmy, ze dla dowolnie ustalonego k (gdzie k > 2) prawdziwy jest
wzér f(s) = s — 1 dla kazdego s < k. Uzasadnimy, ze f(k+ 1) = k.

1Symbolem [z] oznaczyliémy ceche liczby .
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o= ()

Gdy k jest liczba parzysta, to

k+1] &k k+2] k+2
2 | 2 2 |

=[] (B30 (55)

=42 1=

Mamy

Gdy k jest liczba nieparzysta, to
[k+1}_k+1 V+Q}_[k+1+l}_k+1

2 2 2 2 2
k+1 k42 k+1 k+1
=[S (2] 5 (45
k+1 k+1
o T 1=

To dowodzi, ze wzér f(n) =n — 1 jest stuszny dla kazdego n > 2.

W podanym rozwiazaniu mozna wyodrebni¢ dwa zasadnicze etapy. Pierwszy
rozpoczyna sie utozeniem zadania prostszego, rozwazeniem przypadku szcze-
g6lnego (np. n = 13), a nastepnie kilku (kilkunastu) przypadkéw szczegblnych.
Tak czasem postepuje i zawodowy matematyk, szukajac dowodu twierdzenia
stawia sobie latwiejszy problem, wzmacnia zalozenia (oslabia wiec twierdze-
nie) i szuka dowodu. Uzyskany dowdd jest oczywiscie tylko czesciowym rozwia-
zaniem. W naszym przypadku rozwazenie kilkunastu przypadkéw (w grupie
uczniéw warto podzieli¢ si¢ pracg) da rozwiazania mocno sugerujace hipoteze:
nalezy zorganizowaé n— 1 meczoéw. Poszczegdlne rozwigzania uczniéw moga by¢
zredagowane przerdznie; jest okazja do dyskusji, ktére symbole i ktéra redakcje
wybragé.

Podany powyzej dowdd indukeyjny — etap II rozwigzania — jest pomystowy
i moze by¢ za trudny do uzyskania ,z marszu”, nawet na zajeciach ze studenta-
mi matematyki. Celowe wydaje si¢ zorganizowanie tego fragmentu zaje¢ w spo-
sob nastepujacy: rozdaé¢ kazdemu uczniowi tekst dowodu, proszac o uzasadnie-
nie poszczegblnych jego krokéw (daé¢ kazdemu czas do namystu lub pracowaé
z cala grupa, zadajac pytania). Moze potrzebne bedzie przed uzupelnieniem luk
w dowodzie powtdérzenie wiadomodci o cesze liczby. To jest tez naturalne po-
stepowanie w przypadku napotkania w analizowanym tekscie matematycznym
nieznanego lub zapomnianego symbolu, pojecia, twierdzenia.
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Co byto do udowodnienia — cbdo — konczy dowdd, ale nie powinno konczyé
pracy zwiazanej z rozwiazywaniem zadania. Czesto dowdd mozna uproécié, tad-
niej zredagowac. Moze jest krétsze rozwiazanie, ktére podpowie nam powtérna,
wnikliwa analiza tekstu zadania.

Zobaczmy teraz rozwiazanie drugie, zastanawiajac si¢ réwnoczesnie, jak oce-
nitby je egzaminator sprawdzajacy np. pisemny egzamin wstepny lub prace
w konkursie matematycznym.

Rozwigzanie drugie. Zeby wygral ktos, przegra¢ musi ktos. Dla wylonienia
zwycieskiej druzyny, spo$réd n druzyn (n > 2) odpa$é musi n — 1 druzyn.
Druzyna odpada wytacznie po przegranym meczu. Zeby odpadlo n — 1 druzyn,
musi wiec odby¢ si¢ n — 1 meczéw.

Porazajaco krétkie. Oczywidcie kto§ moglby na to rozwiazanie wpasé od
razu. W znanej anegdocie podobnie krétkie rozwiazanie problemu postawienia
jajka na stole pionowo nazwane zostalo: jajo Kolumba.

Wydaje sie, ze w naszym przypadku rozwigzanie pierwsze, ocenione wcze-
$niej jako naturalne, nie poszto na marne, pozwolilo dojrze¢ do rozwiazania
drugiego.

Rozwiazanie drugie, gdy juz je znamy, niewatpliwie nalezy uznac tez za bar-
dzo naturalne. Refleksja, przeglad znanych sposobéw rozumowania z réznych
dzialéw matematyki szkolnej wzmacnia jeszcze taka ocene. Dos¢ podobnie ro-
zumujemy, gdy:

— zamiast obliczaé¢ prawdopodobienstwo p(A) zdarzenia A, obliczamy praw-
dopodobienstwo p(A’) zdarzenia A’-przeciwnego do A, gdy jest to la-
twiejsze od obliczenia wprost p(A), a nastepnie korzystamy z twierdzenia
o tezie: p(A) =1 — p(A’),

— zamiast oceniaé¢ wartosé logiczng zdania p (np. z wieloma kwantyfikato-
rami), oceniamy warto$é¢ logiczna zdania ~ p, gdy jest to latwiejsze od
oceny wprost wartosci logicznej zdania p,

— obliczamy pole figury jako réznice lub sume pél figur o polach latwych
do obliczenia. Zadania ilustrujace te sytuacje tatwo znalezé¢ w literaturze
podrecznikowej lub samemu ulozy¢.

Podamy teraz kilka zadan i w skondensowanej formie uwagi o ich rozwia-
zywaniu, by dodatkowo zilustrowaé¢ celowosé refleksji nawet po poprawnym
rozumowaniu. Swiadomie odsuwamy rozwigzania od tematéw zadan, by nie
sugerowaé Czytelnikowi naszych drég rozumowania. Z wyjatkiem spotykanych
w literaturze popularnonaukowej uwag do zadania 3 sa to rozwigzania orygi-
nalne, uzyskane przez nas przy okazji prowadzenia zaje¢ lub ukladania zbioréw
zadan.

ZADANIE 2
Niech A ={1,2,...,n}, gdzien > 1, A(k) = {X C A: card X =k}, gdzie 1 <
k < n (zas card X oznacza moc zbioru X ). Sume wszystkich liczb bedacych
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elementami zbioréw nalezacych do A(k) oznaczmy symbolem S(k). Oblicz S =
w1 S(k).
k=1

ZADANIE 3

W pierwszym sloju (napelnionym do polowy) jest litr wody, a w drugim (tez
napelnionym do polowy) jest litr soku. Z pierwszego sloja przelewamy do dru-
giego lyzke wody, a nastepnie z drugiego sloja — po uprzednim wymieszaniu
— przelewamy do pierwszego sloja tyzke roztworu soku z woda. Czy po tych
dwoch operacjach jest wiecej wody w soku w stoju drugim, czy soku w wodzie
w sloju pierwszym?

ZADANIE 4

Mamy dwie talie kart do gry w brydza (po 52 karty w kazdej talii). Z jednej
z tych talii przekladamy 7 losowo wybranych kart do drugiej talii. Nastepnie
7 otrzymanego zbioru 59 kart, po ich uprzednim potasowaniu, odktadamy na
bok (losowo) 45 kart. Sposréd pozostalych 14 kart losujemy jedna. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie to kier?

ZADANIE 5

W jednej z pieciu urn sa 2 kule biale i 8 czarnych, w drugiej — 4 biale i 7
czarnych, w trzeciej — 3 biale i 3 czarne, w czwartej — 8 bialych i 2 czarne,
w piatej — 7 biatych i 4 czarne. Z kazdej urny losujemy po jednej kuli i wrzucamy
do urny széstej, dotad pustej. Nastepnie losujemy z urny széstej jedna kule.
Jakie jest prawdopodobienistwo, ze bedzie to kula czarna?

KOMENTARZ DO ZADANIA 2

Najpierw przedstawimy rozwiazanie I, ktére (np. po rozwazeniu kilku przy-
padkéw na n) wydaje sie najbardziej naturalnym (dla tak sformulowanego za-
dania).

Rozwigzanie I. Zauwazmy, ze liczba 1 wystepuje we wszystkich (Z) pod-
zbiorach tyle razy, ile jest podzbioréw k — 1 elementowych zbioru n — 1 elemen-
towego, czyli (Zj) Podobnie kazda z liczb: 2,3, ..., n. Zatem

S(k) = (Z_D-(l+2+...+n) (2_1)@,

s ;Sac)[(”01>+(”11)+...+(2_1>}@

no1 (R4 1)n
2
=2""2.n-(n+1).

I
[\



Ksztattowanie odruchéw 63

Rozwigzanie 1I. Wszystkich podzbioréw zbioru A jest 2™, wsréd nich wraz
z podzbiorem B jest i podzbiér A\ B. Suma liczb z obu podzbioréw Bi A\ B
(roztacznych i dajacych w sumie A) jest réwna % Rozwazajac wszystkie
podzbiory B i B\ A zbioru A i obliczajac sume sum ich elementéw otrzymamy

2. S. Zatem

(I+n)n
2 2

:2”_2-n~(n—|—1

S=2".

~—

KOMENTARZ DO ZADANIA 3

,Obliczenia procentowe” — prowadzace do poprawnej odpowiedzi — sa zmud-
ne. Natychmiastowe rozwiazanie problemu mozna uzyska¢ tez na drodze naste-
pujacego rozumowania:

Po obu ,operacjach” mamy pewna iloé¢ wody w stoju drugim, ta
woda ma objetos$¢ v. O tyle mniej wody jest wigc w stoju pierwszym,
jej miejsce zajal sok. Soku w wodzie jest zatem tyle, ile wody w soku.

KOMENTARZ DO ZADANIA 4

Zadanie to kazdy nauczyciel i niejeden uczen szkoly sredniej uznalby za
typowe i niezbyt trudne. Zapewne jednak zaskoczony bytby nastepujacym roz-
wigzaniem:

Prawdopodobienstwo wylosowania kiera z calej talii kart (przy loso-
waniu jednej karty) wynosi %, czyli i. Szukanym w zadaniu praw-
dopodobienstwem tez jest i, bo losowe doktadanie lub odktadanie
kart nie wplywa na zmiane obliczonego na poczatku prawdopodo-

bienstwa.

KOMENTARZ DO ZADANIA 5

To typowe zadanie dla programu nauczania rachunku prawdopodobienstwa
w szkole Sredniej proponujemy rozwiazaé nastepujaco:

Uktad urn i kul w urnach jest symetryczny w tym sensie, ze po
zastapieniu kazdej kuli biatej w ukladzie danym kulg czarna, a kuli
czarnej — kulg biala, otrzymamy zestaw urn i kul identyczny z ukta-
dem danym. Oznacza to, ze wylosowanie kuli bialej z urny szostej
jest réwnie prawdopodobne, jak wylosowanie kuli czarnej z tej urny.
Szukane prawdopodobienstwo wynosi wigc %

Nie chcemy wartosciowac¢ rozwiazan. Nie do przecenienia jest jednak — na-
szym zdaniem — odruch odczucia niedosytu po uzyskaniu tylko jednego rozwia-
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zania i sklonno$é¢ do szukania innych drég prowadzacych do celu i ich poréw-
nywania.

3. 0 odruchach matematycznych

Niemal wszystkie dzieci w mtodszym wieku szkolnym odczuwaja naturalna
potrzebe rozwiazywania zagadek i tamigtéwek. Podobny odruch mozna zauwa-
zy¢ u matematykéw, ktérym przedstawiono niebanalne zadanie matematyczne,
tez wtedy, gdy jest to problem z matematyki elementarnej. Kazde ciekawe —
niestereotypowe zadanie na dlugo zaprzata ich mysli, bez przerwy do niego
wracaja. Czy takie zachowanie moze by¢ udzialem studentéow — kandydatéw
na nauczycieli? Trudno przesadzaé, ale niewatpliwie jest to ze wszech miar
pozadane (Schoenfeld, 1982; Ciosek, 1999; Turnau, 2003). Jakie dzialania na-
uczycieli lub moze brak dzialan powoduja, ze uczniowie gimnazjéow i szkét po-
nadgimnazjalnych traca cheé do ,tamania sobie glowy”? Poprawne rozwiazanie
zadania, zaakceptowane przez nauczyciela, hamuje resztki zainteresowania juz
— wedtug ucznia — nieaktualnym problemem. Przedstawianie w podrecznikach
kilku réznych przyktadowych rozwiazan zadania, réznych drég rozumowania
lub réznych sposobow jego redakcji nie mobilizuje uczniéw do lektury, chwili
zastanowienia. Moze tak ujetych tekstéw jest za mato lub sa zle zredagowane
(zbyt dlugie, jak na mozliwosci skupienia sie niecierpliwych uczniéw, dojrze-
wajacych w dynamicznym $wiecie realnym lub gier komputerowych). Dewiza
wielu mltodych ludzi jest szybkie, ,powierzchowne” czytanie tematow zadan
i trafianie poprawnych odpowiedzi. Takie postepowanie jest niewatpliwie tez
wzashuga” procesu nauczania. W artykule prébujemy daé¢ argumenty tym na-
uczycielom matematyki, ktérzy czuja, ze potrzebna jest przeciwwaga. Chcie-
libyémy przekonaé uczniow do znajdowania zadowolenia z doglebnej analizy
tekstu, z wielogodzinnych dyskusji, z szukania réznych rozwiazan, z upraszcza-
nia uzyskanych rozumowan i starannego ich redagowania.

Przedstawione wyzej zadania oraz ich rozwiazania wskazuja niektére dzia-
lania zwigzane z faza refleksji nad rozwiazaniem zadania, jakie mozna podej-
mowaé, aby prowokowaé operacje myslowe oraz towarzyszace im konkretne
czynnosci, wzbogacajace doswiadczenie heurystyczne uczniéw i studentéw na
tyle, by ksztaltowaé umiejetnosci, ktorych sie nie zapomina, a ktore stopnio-
wo przerodza sie w pozadane odruchy. Akcentujemy tu zabiegi prowadzace do
podziatu zadania na prostsze, do postawienia hipotezy, poszukiwania obok po-
dejscia algorytmicznego rozwigzania pojeciowego, prownywania rozwiazan oraz
préby zastosowania wypracowanej idei w innej sytuacji. Droga do nabywania
tych ogdlnych strategii heurystycznych moze prowadzi¢ przez system czynnosci
wstepnych i wlasciwych. Te pierwsze sa przede wszystkim prowokowane pole-
ceniami i pytaniami prowadzacego zajecia i dotycza formulowania prostszych
zadan, oceny rozwiazan, prob krétkiego ich opisu, weryfikowania wyniku, sta-
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wiania hipotez, szukania analogii miedzy sytuacjami, metodami itp. w danej
konkretnie sytuacji zadaniowej. Czynnosci wlasciwe sg ukierunkowane wprost
na wybrane strategie. To one bedg prowadzily do wytworzenia potrzeby odru-
chu upraszczania zadania (nurtujace ucznia — studenta pytanie: jak to zadanie
uprosci¢?), modyfikowania go (co mozna, warto w tym zadaniu zmienié¢?), po-
szukiwania najprostszego rozwiazania. Mozna mieé¢ nadzieje, ze ta droga prze-
ksztalca sie one w system pozadanych odruchéw wobec zadania problemowego
z matematyki.
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