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Abstract. This paper proposes a way to adapt theories of countable pro-
babilistic spaces in order to use them to educate mathematical students
trained to be teachers. It presents many examples of how to develop
students’ mathematical activities using stochastic games called Penney
games. Introducing chance games delivers the opportunity of creating
and examining probabilistic spaces. The fairness of games is a problem
that inspires and motivates mathematicians to formulate problems and
tasks of a probabilistic and general mathematical character.

Wspblczesna dydaktyka matematyki kladzie nacisk na rozwijanie aktywno-
$ci matematycznej w procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki. Aktywnoscé,
o ktérej mowa, nie moze sprowadzacé si¢ wytacznie do rozwijania technik ra-
chunkowych, wyuczania definicji, twierdzen i technik ich stosowania oraz do
opanowywania i stosowania schematéw rozwiazywania typowych zadan. Zda-
niem Z. Krygowskiej:

wspblczesna dydaktyka eksponuje inny rodzaj aktywnosci, aktywnosé
twoércza, czynny i $wiadomy udzial uczacego sie w odkrywaniu pojec,
wzoréw, twierdzen, dowodéw, w schematyzowaniu sytuacji, w ich mate-
matyzowaniu, ogdlnie w rozwigzywaniu probleméw bardzo zrdéznicowa-
nych, obejmujacych cato$é materiatu. Chodzi zatem o aktywnosé typowo
matematycznag

(Krygowska, 1982, s. 13)

W literaturze naukowej matematyke przedstawia si¢ bardzo cze¢sto jako pro-
dukt aktywnosci matematycznej. Jest to efekt pracy wielu pokolen mate-
matykéw, obejmujacy rézne teorie zawierajace bogactwo abstrakcyjnych pojeé,
twierdzen, metod i schematow dzialania, specyficzny jezyk itp. Dydaktyka ma-
tematyki przeciwstawia temu matematyke w stadium tworzenia, mate-
matyke jako aktywnos$é obejmujaca: matematyczna heurystyke, tworzenie
pojeé i ich definiowanie, odkrywanie twierdzen, takze na drodze indukcyjnej,
sposoby weryfikacji tez, specyfikacje, uogélnianie itp. W zakres tej dziatalnosci
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wlicza si¢ historyczna geneze matematycznych struktur, analize ich rozwoju
i transformacji jezyka (por. Duda, 1982).

Matematyka jako szczegdlna aktywnosé jest rozwigzywaniem problemow,
w zakres ktérego wchodzi: formutowanie matematycznego zadania, poszuki-
wanie narzedzi jego rozwigzywania wsréd juz znanych matematycznych pojeé
i metod wzglednie odkrywanie dopiero tych narzedzi, rozwigzywanie proble-
mu, weryfikacja poprawnosci kolejnych etapéw rozwiagzywania, poszukiwanie
prostszych drég rozwiazania (np. przez przejscie do innego modelu), uogdélnia-
nie problemu, odkrywanie analogii, wnioskowania przez analogie itd. (zob. np.
Legutko, 1987).

Istota ,matematyki sytuacji” jest prowokowanie uczenia si¢ przez wyko-
rzystywanie réznych typow sytuacji problemowych. W niniejszej pracy pre-
zentujemy pewna problematyke stwarzajaca okazje do rozwijania aktywnosci
matematycznych studentéw.

Nizej wyrdézniamy pewne rodzaje aktywnosci skladajacych sie na ogdlna
aktywno$é matematyczna, wymienione w pracach Z. Krygowskiej (1982; 1985;
1986), S. Turnaua (1978), W. Nowak (1989, s. 209), a wystepujace przy roz-
wiazywaniu probleméw zaproponowanych w tej pracy:

1. Dostrzeganie i formulowanie probleméw. Odczytywanie tekstu (opisu sy-
tuacji, zadania, rozwiazania, opisu ogoélnego rodzaju sytuacji, zadania lub
metody postepowania).

2. Konstruowanie i definiowanie nowych poje¢ (takze ich odkrywanie jako
narzedzi rozwiazywania probleméw), weryfikacja poprawnosci definicji,
formutowanie kryteriéw tej poprawnosci.

3. Odkrywanie, formulowanie i dowodzenie twierdzefni (sugerowanych np.
przez wlasnosci odkryte w konkretnych przykladach).

4. Rozwigzywanie probleméw w sytuacjach nietypowych, doboér réznych
$rodkéw i metod argumentacji.

5. Schematyzacja (przedstawienie rysunkowe, opis werbalny skierowany na
matematyzacje, opis symboliczny sytuacji realnej lub fikcyjnej). Matema-
tyzacja sytuacji pozamatematycznych.

6. Dziatania prowadzace do dostrzezenia i wykorzystania analogii sytuacji
lub zadania z poznana wczeéniej sytuacja lub rozwiazanym wczesniej za-
daniem, dobér srodkéw uzasadniajacych te analogie.

7. Ogdlny opis dostrzezonej wezesniej wspélnej struktury kilku sytuacji lub
zadan, badz wspélnej metody postepowania.

W pracy podajemy przyklady rozwijania aktywnosci matematycznych stu-
dentéw z wykorzystaniem pewnych gier stochastycznych. W rozdziale 2 przy-
blizamy problematyke wspomnianych gier, w rozdziale 3 ukazujemy réznorodne
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aktywnosci inspirowane grami Penneya, a w rozdziale 4 przedstawiamy wyni-
ki badan dotyczacych mozliwosci wykorzystania tych gier do aktywizowania
matematycznego studentéw.

W akademickich ujeciach prawdopodobienstwo wraz z przestrzenia proba-
bilistyczna okreslane jest aksjomatycznie. Ta definicja pozwala natychmiast
organizowa¢ faze dedukcji, nie daje jednak narzedzi do rachunkéw. Obliczanie
prawdopodobienstwa zdarzenia odbywa sie juz nie na podstawie definicji, ale —
w zalezno$ci od zadania — za pomoca algorytméw, ktore nie bardzo wiadomo
jak sie maja do samej definicji.

Praca bazuje na pewnym dydaktycznym ujeciu teorii przeliczalnych prze-
strzeni probabilistycznych, adresowanym do studentéw matematyki sekcji na-
uczycielskich (Plocki, 1997a; 1997b; 2004; Major, Nawolska, 1999). Skoficzo-
ne przestrzenie probabilistyczne (w tym przestrzenie klasyczne) stanowia tylko
maly fragment tego ujecia rachunku prawdopodobienstwa. Proponujemy zatem
inna definicje prawdopodobienstwa. W odréznieniu od definicji aksjomatyczne;j
definicja ta podaje wzér na prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia w ziarnistej
przestrzeni probabilistycznej. W niektérych przypadkach prawdopodobienstwo
zdarzenia jest z definicji suma szeregu. Sum tych szeregdéw czesto nie potra-
fimy znajdowaé na gruncie analizy matematycznej. W tej pracy proponujemy
pewne narzedzia pozwalajace znajdowaé sumy szeregéw na gruncie rachunku
prawdopodobienstwa.

Problematyka zadan dobrana jest tak, aby pojecie prawdopodobienstwa
zdarzenia moglo by¢ prezentowane jako narzedzie rozwiazywania konkretnych
probleméw i to narzedzie mozliwe do odkrywania na zajeciach ze studentami
oraz z uczniami na lekcji w szkole. W tym sensie rozwiazywanie wielu zadan,
ktére proponujemy w tej pracy, staje sie ilustracja procesu stosowania mate-
matyki.

Silne motywacje do intelektualnego wysitku inspirowane sg przez liczne pa-
radoksy, ktére ujawniajg sie w trakcie rozwigzywania zadan.

1. Czekanie na serie ortdw i reszek — gry Penneya

Niech Q = {w1,ws,...}. Rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze () na-
zywamy kazda funkcje p okreslona na zbiorze €2, nieujemna i taka, ze

Zp(wj) =1

Pare (2, p) nazywamy ziarnistq (dyskretng) przestrzeniq probabilistyczng.
Niech (€,p) bedzie przestrzenia probabilistyczna ziarnista. Jezeli Q jest
zbiorem mozliwych wynikow pewnego do$wiadczenia losowego, a funkcja p
przypisuje kazdemu wynikowi prawdopodobienstwo, z jakim doswiadczenie mo-
ze zakonhczy¢ si¢ tym wynikiem, to te przestrzen nazywamy modelem proba-
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bilistycznym wspomnianego do$wiadczenia. Taka przestrzen opisuje wowczas
(modeluje) to do$wiadczenie losowe. Méwimy, ze jest ona zgodna z tym do-
$wiadczeniem losowym.

Niech (2, p) bedzie ziarnista przestrzenia probabilistyczng. Niech Z = 2.
Prawdopodobieristwem w przestrzeni (€2, p) nazywamy kazda funkcje P: Z — R
okreslong nastepujaco:

0, gdy A =10,

dy A =
Z p(w), gdy A jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
weA

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A. Przestrzenig
probabilistyczng nazywamy takze trojke (Q, Z, P), gdzie Z = 2%, P za$ jest
prawdopodobienstwem na Z w sensie powyzszej definicji.

Rzut moneta (symetryczna) moze zakonczyé sie wypadnieciem reszki lub
orta. Wypadniecie reszki bedziemy kodowac litera r, zaé wypadniecie orta litera
o. Przy tej umowie {o,r} jest zbiorem jednakowo mozliwych wynikéw rzutu
monety.

Wynik k-krotnego rzutu moneta kodujemy k-wyrazowa wariacja zbioru
{o,r}. Jej j-ty wyraz jest kodem wyniku j-tego rzutu.

Kazdy wynik k-krotnego rzutu moneta nazywamy serig or{éw i reszek. Licz-
be k nazywamy diugosciq serii. Ciag rorr przedstawia serie ortéw i reszek o dtu-
gosci 4, ciag or jest serig ortow i reszek o dtugosci 2. Do serii ortéow i reszek za-
liczamy takze wyniki o 1 r pojedynczego rzutu monetg jako serie o dtugosci 1.

Niech a bedzie serig orléw i reszek o dtugosci k. Jesli w serii a zamienimy
jednoczesénie kazda litere o na r i kazda litere r na o, to uzyskamy nowa serie
b o dlugosci k. Takie serie a i b nazywamy dualnymi. Serie oorrr i rrooo sa
dualne. Dualne sg takze serie ooo i rrr.

Niech a i b beda ustalonymi seriami ortéw i reszek o dtugosci k. Powtarzanie
rzutu moneta tak dlugo, az wyniki k ostatnich rzutéw utworza albo serie a, albo
serie b, nazywamy czekaniem na jedng z serii a, b orlow i reszek i oznaczamy
Oa—b-

Ciag w, ktérego wyrazami sa elementy zbioru {o,r} jest wynikiem czekania
da—p wtedy 1 tylko wtedy, gdy: w jest ciagiem co najmniej k-wyrazowym i takim,
ze:

1° podciag k jego ostatnich wyrazéw tworzy serie a albo serie b,
2° zaden podciag k kolejnych wczesniejszych wyrazow nie jest seria a, ani
nie jest seria b.

Oznaczmy zbior tak okreélonych wynikéw doswiadczenia 6, symbolem €, .
Jedli w € Q44 1 w jest ciagiem n-wyrazowym, to w jest szczegbélnym wynikiem
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n-krotnego rzutu moneta, a wiec jego prawdopodobienstwo jest rowne 2%, czyli
(%)” Wynika stad, Zze modelem® czekania 6,_; jest para (Qa—p,pa_s), gdzie
Pa—p jest funkcja okreslona wzorem:

1

|w]
Pa—b(w) = (5) dla w € Qq_p

i gdzie |w| oznacza liczbe wyrazéw ciagu w, czyli jego dlugosé.
7 doswiadczeniem losowym d,_p zwiazmy dwa zdarzenia przeciwne:

A = {czekanie 0,y zakoniczy sie uzyskaniem serii a},

B = {czekanie ., zakonczy si¢ uzyskaniem serii b},

ktére oznaczamy A = {...a} i B = {...b}, a ich prawdopodobienistwa odpo-
wiednio przez P(...a) i P(...b).

Jedli P(...a) = P(...b), to serie a i b nazywamy jednakowo dobrymi i ozna-
czamy a =~ b.

Jedli P(...a) > P(...b), to serie a nazywamy lepszq od serii b i oznaczamy
a>b.

W zbiorze serii ortéw i reszek o dhugoséci k okreslone zostaly zatem dwie
relacje: & i >, ktére nie sa przechodnie (zob. Major, Nawolska, 1999, §4.7.4,
s. 136-150).

Niech a, b i ¢ beda ustalonymi seriami orléw i reszek o dtugosci k. Powta-
rzanie rzutu moneta tak dlugo, az wyniki k ostatnich rzutéw utworza albo serig
a, albo serig b, albo seri¢ ¢ nazywamy czekaniem na jedng z serii a, b, ¢ ortow
1 reszek i oznaczamy 0q—_p—c.

Ciag w, ktérego wyrazami sa elementy zbioru {o,r} jest wynikiem czekania
Oa—b—c wtedy i tylko wtedy, gdy: w jest ciggiem co najmniej k-wyrazowym
i takim, ze:

1° podciag k jego ostatnich wyrazéw tworzy jedna z serii a albo b, albo ¢,

2° zaden podciag k kolejnych wczesniejszych wyrazow nie jest ani seria a,
ani serig b, ani seria c.

Zbiér tak okredlonych wynikéow doswiadczenia §,_p—_. 0znaczamy symbolem

Qa—p—e- Jesli w € Qu_p_c 1 w jest ciagiem n-wyrazowym, to jego prawdo-
podobienstwo jest rowne 2%, czyli (%)” Modelem czekania §,_p—. jest para

(Qa—b—cy Pa—b—c), gdzie pa—p—. jest funkcja okreslona nastepujaco:

1

|w]
pa—b—c(w) = <§) dlaw € Qq_p_c -

1Zob. (Plocki, 2004, rozdzial 2).
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7 doswiadczeniem d0,_p_ . zwigzmy uklad zupely trzech zdarzen:

A = {czekanie 6,y zakoriczy sie uzyskaniem serii a},
B = {czekanie §,_p_. zakoliczy sie uzyskaniem serii b},

C = {czekanie 6,_p_. zakoriczy sie uzyskaniem serii c}.

WprowadZzmy oznaczenia A = {...a}, B={...b} oraz C ={...c}. Niech
P(...a), P(...b) 1 P(...c) oznacza dalej prawdopodobienstwo zdarzen, odpo-
wiednio A, Bi C .

Jesli w przestrzeni probabilistycznej, bedacej modelem doswiadczenia
Oa—b—c, jest P(...a) = P(...b), to serie a i b nazywamy jednakowo dobry-
mi 1 oznaczamy a & b, jesli zas P(...a) > P(...b), to serie a nazywamy lepszq
od serii b i oznaczamy a > b.

W zbiorze serii orléw i reszek {a,b, c} okreslone zostaly zatem dwie nowe
relacje: &~ i > (oznaczamy je tymi samymi symbolami jak w przypadku relacji
zwiazanej z czekaniem 6,_p).

Niech a i b beda seriami ortéw i reszek o dtugosci k. W grze z udzialem dwu
graczy G, 1 Gy przeprowadza sie doswiadczenie §,_p . Jesli zakonczy sie ono
uzyskaniem serii a, to zwycieza gracz G,; jesli zakonczy sie uzyskaniem serii
b, to zwycieza gracz Gy . Tego typu gre losowa zaproponowal Walter Penney
(1974). Nazywamy ja grg Penneya i oznaczamy gg—p -

W grze Penneya g, zwyciezy gracz G, wtedy i tylko wtedy, gdy zajdzie
zdarzenie A = {...a}. Zwyciestwo gracza G jest réwnoznaczne z zajéciem
zdarzenie B = {...b}.

Jesli P(...a) = P(...b), to gra jest sprawiedliwa, serie a i b daja graczom
réwne szanse na zwyciestwo. Ten fakt tltumaczy nazwe serie jednakowo dobre.
Mamy wtedy P(...a) =11 P(...b) = 3.

Jedli P(...a) > P(...b), toseria a daje graczowi G, w grze Penneya wieksze
szanse na zwyciestwo, niz seria b daje jego przeciwnikowi. Ten fakt ttumaczy
zwrot seria a jest lepsza od serii b. Mamy wowezas P(...a) > 21 P(...b) < 1.
Gra Penneya nie jest wowczas sprawiedliwa.

Rozstrzyganie sprawiedliwosci gry Penneya, sprowadza si¢ do obliczania
prawdopodobienstwa zdarzen A i B w nieskonczonej przestrzeni probabilistycz-
nej (Qa—b,pa—b). W dalszej czesci pracy pokazemy, jak w przypadku pewnych
serii ortéw i reszek mozna te rachunki upraszczad.

W analogiczny sposéb okreslamy gre Penneya gq,—p—. z udzialem trzech
graczy Ggo, Gy, G, w ktorej przeprowadza sie doswiadczenie dq_p— -

Czekanie 6,—p albo 04—p—. jest jednorodnym lancuchem Markowa (por.
Plocki, 1997a, s. 318-339). Wystarczy uwzgledniaé¢ w analizie i opisie kazdego
z tych doswiadczen tylko mozliwe stany czekania. W kazdym przypadku wérdéd



Aktywnosci matematyczne studentow inspirowane grami Penneya 143

stanéw znajduje sie tzw. stan poczgtkowy, ktoéry oznaczamy przez s. W przy-
padku do$wiadczenia dypp—prpr stany tworza zbiér W = {s, o, or, orr, r,rr,rrr}.
Stany orr oraz rrr sa tzw. stanami pochlianiajgcymi. Czekanie konczy sie wraz
z osiggnieciem jednego ze stanéw orr lub rrr.

Okreslmy macierz Q = [p(j — k)] dla j, k € W, gdzie p(j — k) jest praw-
dopodobienstwem przejScia ze stanu j do stanu k po jednym rzucie moneta
(a wiec w jednym kroku). Para (W, Q) prezentuje graf stochastyczny (por.
Plocki, 1997a, s. 281-282).

Elementy zbioru W, tj. stany, przedstawiamy jako punkty plaszczyzny i na-
zywamy wezlami. Wezel reprezentujacy stan j oznaczamy przez |j |, j jest ety-

kieta tego wezla?. Stan s nazywamy poczgtkowym. Wezel reprezentujacy stan
poczatkowy oznaczamy przez (8) i nazywamy startem. Jesli p(j — k) > 0, to
pare j — k nazywamy krawedzig grafu i przedstawiamy na plaszczyznie jako zo-
rientowany odcinek (prostej lub krzywej) o poczatku w wezle | 5 |i koficu w wezle
, a liczbe p(j — k), wpisujemy obok krawedzi j — k. Jesli p(j — j) > 0, to
krawedZ j — j nazywamy petlg. Jesli p(j — j) = 1, to wezel nazywamy
brzegowym, albo metq. Wezel brzegowy reprezentuje stan pochianiajgcy. Petle
j — j, dla ktérych p(j — j) = 1 pomijamy. Zbiér wezléw brzegowych nazy-
wamy brzegiem grafu i oznaczamy przez B. Ciag krawedzi prowadzacych od
wezla startowego do pewnego wezta brzegowego nazywamy trasg. Symbo-
lem {s ~» wp} oznaczamy zbidr wszystkich tras prowadzacych z wezla (8) do
wezla brzegowego .

Macierz @ jest kwadratowa, jej wyrazy sa liczbami nieujemnymi i suma
wyrazéw w kazdym jej wierszu jest réwna 1. Macierz @) jest wiec macierzq sto-
chastyczng. Grafy, o ktérych méwimy, sa szczegdlnymi digrafami (tj. grafami
zorientowanymi), spéjnymi (por. Deo, 1980, s. 548) i takimi, ze kazdej kra-
wedzi przypisana jest liczba dodatnia i suma liczb przypisanych krawedziom
o wspélnym poczatku jest rowna 1.

W przypadku czekania na serie orléw i reszek jest p(j — k) = 0 lub
p(j — k) = % Prawdopodobienstwo przypisane krawedzi grafu jest prawdo-
podobienstwem jednego z wynikéw rzutu moneta. W niniejszej pracy, obok
krawedzi grafu wpisujemy ten wynik zamiast jego prawdopodobienstwa.

Rysunek 1 prezentuje graf stochastyczny do$wiadczenia §opp—rrr - Graf ten
mozna traktowac jako plansze dla gry Penneya gorp—ppr -

Niech Q* oznacza zbiér wszystkich tras na grafie stochastycznym (W, Q).
Przypiszmy kazdej trasie na grafie stochastycznym iloczyn liczb przyporzadko-
wanych kolejnym jej krawedziom. Ten iloczyn nazywamy wagq trasy. Niech p*
bedzie funkcja, ktéra kazdej trasie na grafie przypisuje jej wage. Para (Q*, p*)
jest przestrzenia probabilistyczna. Nazywamy ja przestrzeniq probabilistyczng

2Czasami wezel bedziemy utozsamiaé z jego etykieta.
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indukowang przez graf stochastyczny. Regule, za pomoca ktérej zostaje tu okre-
$lona funkcja p* na zbiorze tras, nazywamy regulg mnozenia dla grafu stocha-
stycznego.

Zbiér {s ~ wp} jest zdarzeniem w przestrzeni (Q*, p*). Prawdopodobien-
stwo tego zdarzenia oznaczamy P*(s ~> wyp).

]
or

N

O ——[r——lrr]——[rr]

Rysunek 1

2. Aktywnosci matematyczne inspirowane czekaniem na serie ortow i reszek

Formulowanie i rozwigzywanie zadan powstalych na tle gier Penneya, jest
dziatalnoscia matematyczna obejmujaca takie aktywnosci matematyczne, jak:

przektad na jezyk matematyki pozamatematycznych probleméw powsta-
lych na tle gry;

konstruowanie przestrzeni probabilistycznej jako modelu pewnej sytuacji,
chodzi tu o tworzenie przeliczalnych przestrzeni probabilistycznych, ale
takze o ich redukcje do przestrzeni skonczonych;

dobdr $rodkéw matematyzacji (chodzi o organizacje fazy matematyzacji);

stawianie hipotez i ich weryfikacja, w tym weryfikacja intuicyjnych ocen
(takze $rodkami statystycznymi);

dobér érodkéw argumentacji, w tym elementarnych narzedzi rachunkéw
w nieskonczonych przestrzeniach probabilistycznych;

wyjasnianie na gruncie matematyki btedéw i odkrywanych paradokséw;

formulowanie wnioskéw, jakie dla praktyki wynikaja z wielkoSci wyliczo-
nych prawdopodobienstw.

Przeanalizujmy aktywnosci, jakie pojawiaja sie w trakcie rozwiazywania
jednego problemu zwigzanego z gra Penneya g¢opp—prr. Seria orléw i reszek
o dlugosci m jest wynikiem m-krotnego rzutu moneta, a wszystkie wyniki ta-
kiego do$wiadczenia losowego sa jednakowo prawdopodobne. Z tego powodu,
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w przypadku gdy gracze czekaja na serie tej samej dlugosci, gra wydaje sie
sprawiedliwa. Mozna tu méwié¢ o pewnej, sugerowanej przez intuicje, hipotezie
H: gra gorr—rrr jest sprawiedliwa. Poddajmy ja najpierw weryfikacji metodami
statystycznymi.

Zalézmy, ze gracz G, zwycieza, ilekro¢ czekanie zakonczy si¢ seria rrr,
gracz Gy — gdy czekanie zakonczy sie serig orr. Rozwazmy zdarzenia: A =
{...rrr} oraz B = {...orr}. Hipoteza H orzeka, ze P(A) = ; = P(B).

Powtarzajmy teraz gre dostatecznie wiele razy. Zebrane i opracowane da-
ne statystyczne ukazuja zaskakujacy fakt: czestoéci zdarzen A i B réznig sie
w sposéb istotny (zdarzenie B zachodzi prawie 7 razy czesciej niz A), co daje
podstawy do kwestionowania hipotezy H. Odwolujemy sie tym samym do rze-
czywistosci, ale te dziatalnos¢ mozna takze zaliczy¢ do aktywnosci o charakterze
matematycznym. Dane empiryczne kreuja w opisanej sytuacji matematyczne
my$lenie. Chodzi o wyjasnienie na gruncie rachunku prawdopodobienstwa tego
sprzecznego z intuicja faktu (zob. Penney, 1974). W pracy A. Plockiego (1998)
omawiana sytuacja ilustruje organizacje refleksji a posteriori jako specyficzng
dla stochastyki forme matematycznej aktywnosci.

W trakcie powtarzania rzutu moneta mozna dostrzec istotny fakt: wypad-
niecie orla przesadza o rezultacie gry (dalsze rzucanie monety jest juz zbedne,
bo gracz G, zostal w istocie wyeliminowany z gry). Dane statystyczne inspiruja
tym samym matematyczne odkrycie.

W trakcie powtarzania rzutu moneta w grze Penneya trzeba stale kontro-
lowaé¢ wyniki ostatnich rzutéw, aby moc rozstrzygnaé, czy gra juz sie konczy
i czyim zwycigstwem. Te procedure mozna racjonalizowaé interpretujac prze-
bieg czekania na jedna z ustalonych serii ortéw i reszek jako bladzenie losowe
po grafie stochastycznym. Graf pelni tu role planszy do gry. Motywacja do
konstrukcji tego grafu jest racjonalizacja zbierania danych statystycznych jako
podstawy do pewnych wnioskowan stochastycznych. Wspomniana racjonaliza-
cja gromadzenia danych jest jedna z form matematycznej aktywnosci w rachun-
ku prawdopodobienstwa.

Graf stochastyczny z rys. 1 jest plansza do gry gorr—rrr - Konstrukcja tego
grafu jest specyficznym zadaniem matematycznym kreujacym specyficzne for-
my matematycznej aktywnosci (chodzi o wylanianie mozliwych stanéw, czyli
weztéw grafu oraz okreslanie prawdopodobienstw przej$é z jednego stanu do in-
nego). Graf stochastyczny jest wiec érodkiem matematyzacji, a takze argumen-
tacji, pozwala bowiem znalezé dla kazdego z graczy prawdopodobienstwo jego
zwycigstwa. Dotarcie do wezla [ o]eliminuje z gry gracza G, . Z grafu wynika za-
tem, ze P(...orr) jest suma prawdopodobiefistw przej$¢ z wezla (8) do wezla @
Chodzi o przejécia: s—o, s—r—o0is—r—rr—o. Prawdopodobienistwa tych
przejs$é sa odpowiednio réwne 1, (3)%1(3)3, azatem P(...orr) = 34+ 3+4 = L.
Powyzsza argumentacja opiera sie na idei redukeji grafu (z petlami i cyklami)
do grafu skoficzonego (por. Major, Nawolska, 1999, s. 291-293). Odkrywanie
takiej idei redukcji opartej na przejsciu do innej, skonczonej przestrzeni pro-
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babilistycznej, jej weryfikacja na gruncie rachunku prawdopodobiefstwa (zob.
takze tekst nizej), stanowia kolejny przyklad szczegdlnych aktywnosci matema-
tycznych, nieznanych w innych dziedzinach matematyki.

Mamy zatem P(...orr) = % + i + % = %, co wynika ze wspomnianych
redukcji grafu, badZ — co na jedno wychodzi — z faktu, ze ilekro¢ orzel wypadnie
nie péZniej niz w trzecim rzucie, gra gorr—rrr W istocie sie konczy (zajscie
zdarzenia {...rrr} nie jest w tej sytuacji mozliwe).

Obliczmy P(...orr) w modelu probabilistycznym do$wiadczenia losowe-
20 dorr—rrr, Klasyfikujac wyniki doswiadczenia dopr—rrr pod katem zdarzen
{...rrr}i{...orr}.

Ciag rrr jest wynikiem czekania o —rrr - Jest to jedyny wynik sprzyjajacy
zdarzeniu {...rrr}. Sklasyfikujmy pozostate wyniki pod katem ich poczatko-
wych wyrazéw. Niech {o...orr} oznacza klase wynikéw rozpoczynajacych sie
od orla, {ro...orr} oznacza klase wynikéw rozpoczynajacych sie od ro... (tj.
od orla wyrzuconego po raz pierwszy za drugim razem), {rro...orr} oznacza
klase wynikéw rozpoczynajacych sie od rro... (orzel po raz pierwszy za trze-
cim razem). Zbiér {{rrr},{o...orr},{ro...orr},{rro...orr}} jest ukladem
zupelnym zdarzen. Jesli rachunki odnie$é do przestrzeni (2%, p*) indukowanej
przez graf, to mamy

2 3
1 1 1 1 1 1 7
P(...orr)P*(swo)§+<§> +<§> :§+Z+§:§'

Z drugiej strony, jesli rachunki prowadzi¢ w przestrzeni probabilistycznej
(Q,p), to prawdopodobienstwo zdarzenia {...orr} jest suma prawdopodo-
bienstw wszystkich wynikéw do$wiadczenia dyyy—rrr Oprocz rrr. Jest wiec P(A)
suma pewnego szeregu, ktéra mozna przedstawié jako sume trzech skladnikéw
%, i i %. Utamek % jest tu suma prawdopodobienstw wynikéw tworzacych klase
{o...orr}, utamek i jest suma prawdopodobienstw wynikéw tworzacych kla-
se {ro...orr}, ulamek % jest sumg prawdopodobienstw wynikow tworzacych
klase {rro...orr}.

Graf jest tu jednym z narzedzi rozumowania. Chodzi tu o argumentacje
dotyczace konfrontacji dwu réznych metod rozwiazania tego samego problemu.

Wystarczy teraz wykazaé, ze prawdopodobienstwo dotarcia z wezta [o] do
mety na grafie z rys. 1 (s. 144) jest réwne 1. Graf stochastyczny jest
w omawianej sytuacji wygodnym srodkiem argumentacji.

Wielkosci wyliczonych prawdopodobienstw ttumacza, dlaczego w duzej licz-
bie powtérzen gry, tak istotnie réznia sie czestosci zwyciestw poszczegdlnych
graczy.
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3. Umiejetnosci dostrzegania i wykorzystywania symetrii i analogii
w rozumowaniach stochastycznych na przyktadzie zadan
dotyczqgcych gier Penneya

W poprzednim rozdziale oméwione zostaly réznorodne aktywnos$ci mate-
matyczne inspirowane gra gorr—rrr - Badania, ktore prowadziliSmy wéréd stu-
dentéw II1 i IV roku matematyki, mialy pokazaé¢, ze odpowiednio dobrana pro-
blematyka ¢wiczen (np. wykorzystujaca gry Penneya) moze wywolywaé wspo-
mniane aktywnoéci rowniez wérod studentéow, ze tak dobrana problematyka
jest zrédlem ciekawych zadan, ktére ksztaltuja pewne pojecia probabilistycz-
ne, rozwijaja intuicje prawdopodobienstwa, sa $rodkiem kontroli wiedzy stu-
dentéw oraz dobrym surowcem do ksztalcenia nie tylko stochastycznego, ale
tez ogélnomatematycznego.

31, Ocena szans graczy w grze Penneya g, _;, przez studentéw IIl roku
matematyki na ¢wiczeniach z rachunku prawdopodobienstwa

Badania przeprowadzono na ¢éwiczeniach z rachunku prawdopodobienstwa
na ITI roku matematyki Akademii Pedagogicznej w Krakowie, w trakcie realiza-
cji na wykladzie tematu Graf stochastyczny jako Srodek matematyzacji i argu-
mentacji. Na wezesniejszych zajeciach studenci poznali graf stochastyczny jako
prezentacje przestrzeni probabilistycznej bedacej modelem czekania na reszke
oraz jako plansze do gry, w ktérej dwaj (trzej) gracze rzucaja na przemian
moneta, a zwycieza ten, kto pierwszy wyrzuci reszke. Na wyktadzie bezpo-
$rednio poprzedzajacym badania studenci poznali gre Penneya gorr—rrr, graf
stochastyczny jako plansze do tej gry oraz jako pewne narzedzie obliczania
prawdopodobienstwa zwycigstwa kazdego z graczy.

Na ¢wiczeniach studenci otrzymali do rozwiazania seri¢ czterech zadan, za
pomoca ktorych chcieliSmy sprawdzi¢, czy studenci potrafia zastosowaé¢ w nowej
sytuacji wiedze poznana na ostatnim wyktadzie.

ZADANIE 1
W grze gooo—roo uczestniczy dwéch graczy G, i Gy . Gracz G, czeka na serie
000, gracz Gy za$ na serie roo. Czy taka gra jest sprawiedliwa?

ZADANIE 2
Rozwaz analogiczny problem jak w zadaniu 1 w sytuacji, gdy gracz G, czeka
na serie ror, gracz Gy zas na serie oro.

ZADANIE 3
Czy sprawiedliwa jest gra opisana w zadaniu 1 w sytuacji, gdy G, czeka na
serie oor, gracz Gy, zas na serie roo?
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ZADANIE 4
Poréwnaj ze soba wszystkie pary serii ortéw i reszek dlugosci 3 pod katem
szans, jakie kazda z nich daje graczowi w grze Penneya z udziatem dwu graczy.

Zadania rozwigzywane byly kolejno (po rozwiazaniu danego zadania stu-
denci otrzymywali do rozwiazania kolejne). W przypadku pierwszych trzech
zadan chodzilo o sprawdzenie umiejetnosci organizacji fazy matematyzacji (in-
terpretacja przebiegu procesu stochastycznego jako bladzenia losowego po gra-
fie stochastycznym, konstrukcja tego grafu i przestrzeni probabilistycznej prze-
zen indukowanej) oraz organizacji fazy rachunkéw i dedukeji (argumentacje do-
tyczace prawdopodobienstw zdarzen). Szczegélnym obiektem obserwacji byly
sposoby rozwiazywania ostatniego zadania. Pierwsze trzy zadania mialy do-
starczy¢ studentom srodkéw argumentacji do rozwiazywania tego ostatniego
zadania. Chodzi tu o umiejetnosci organizacji fazy dedukcji, w tym o umie-
jetnosci dostrzegania i wykorzystywania symetrii i analogii we wnioskowaniach
stochastycznych.

Zadanie 1. dotyczy gry Penneya gooo—roo (zob. Major, Nawolska, 1999,
s.125).

Na pytanie, czy gra jest sprawiedliwa, studenci zgodnie odparli, ze nie jest
i ze rozstrzygnieto to na wykladzie. Studentka (oznaczana dalej przez S2) od-
powiedziala, ze na wyktadzie rozwazano analogiczna gre. Poproszona o uzasad-
nienie odpowiedzi, studentka zaprezentowala graf z rys. 2. i okreslita zdarzenie
A = {wygra gracz G,} = {...000}.

A

@o@oo

Rysunek 2

Ponizej przedstawiamy fragment protokotu z nagranego na tasmie wideo
zapisu ¢wiczen, na ktérych rozwigzywano wspomniane zadanie. W cytowanych
fragmentach protokohu zachowana jest oryginalna numeracja wersow. Caly pro-
tokot oraz nagranie wideo jest w posiadaniu autorow pracy.

12 S2: P(...000) [zapisuje P(...000) =] obliczymy sumujac tutaj... [wskazuje na
pozioma cze$é grafu]
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13 MM: Co sumujac?

14 S2: Mnozac. Czyli to bedzie prawdopodobienstwo, kazdej krawedzi jest. . .
15 MM: przypisane

16 S2: ...przypisane, kazdej krawedzi przypisane jest prawdopodobiefistwo %
17  MM: Krawedz nie ma prawdopodobienstwa, mozna je tylko jej przypisac.
18 S2: Czyli P(...000) to bedzie jedna ésma [zapisuje P(...o000) = %].

19 MM: Jedna ésma, zgadzatoby sie.

Nastepnie studentka okreslita zdarzenie B = {wygra gracz Gy} = {...roo}.

22 S2: Czyli tak, moze dotrzeé¢ od razu [wskazuje krawedz s — 7], czyli 2.
23 MM: Od razu.

24 S2: Teraz bedzie dodaé [zapisuje 1-+].

25 MM: Uhm.

26 S2: Teraz moze dotrzeé tutaj [wskazuje przejscie s—o — 1], % razy %
27 MM: Zgoda.
28 S2: Czyli jest dodaé jedna czwarta [uzupelnia rozpoczety zapis|, dodaé. . . Moze

dotrzeé ta droga [wskazuje przejécie s — 0 — oo — 7] czyli dodaé & [koficzy
zapis uzyskujac P(...roo) = 3 + 1 + |

29 MM: No i tyle, tak?

30 S2: Uhm.

31  MM: Jak to sie jeszcze pododaje, to...

32 S2: Czyli to bedzie 4 plus 2 plus 1 czyli %.

Powyzsza argumentacja oparta byta na idei zaprezentowanej na wyktadzie
w przypadku gry gorp—rrr. Student S1 zauwazyl ponadto, ze pomiedzy gra-
mi Gorr—rrr (gra z wykladu) i groo—ooo (gra z zad. 1) nie ma zadnej réznicy
jesli chodzi o prawdopodobienstwa zwyciestwa poszczegdlnych graczy, gdyz se-
rie rozwazane w jednej z tych gier mozna uzyskaé z serii z drugiej gry przez
jednoczesne zamienienie ortow z reszkami. Student w rozumowaniu swoim wy-
korzystal dostrzezone analogie migdzy omawianymi grami.

Po tej dyskusji studenci otrzymali do rozwiazania zadanie 2. Odpowiedz
studenta S1 na pytanie o sprawiedliwo$¢ gry brzmiala: chyba bedzie. Zadanie
rozwiazywala na tablicy studentka S4, ktora poprawnie skonstruowalta graf sto-
chastyczny jako plansze dla rozwazanej gry. W tym czasie student S1 zauwazyt
pewna prawidlowosé. Ponizej przedstawiono fragment protokolu z rozwigzywa-
nia tego zadania.

46 S1: Tu jest taka symetria. ..
47 S3: Ale jaka?
48 MM: Jaka symetria?

49 S1: Symetria na grafie. ..z mozliwoscia dojscia do obydwu wynikéw, to sie da
zrobié. . .

50 MM: Tak mozna, ale trzeba to uzasadnié. ..
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Studentka S4 nie styszy tych uwag i kontynuuje rysowanie grafu i uzyskuje
graf z rys. 3. Nastepnie okresla zdarzenia A i B:

A = {wygra gracz Go} = {...ror},

B = {wygra gracz Gy} = {...oro}.
51  MM: Tutaj nie bedzie tak tatwo obliczyé prawdopodobienistwa, bo nie mamy ta-
kiego wezta, jak przedtem, ze dodarcie do niego juz determinuje zwyciestwo

jednego z graczy. Tylko mety sa takimi weztami. (...)
Ale tutaj pan [S1] co$ sugerowal przed chwilg, jak pani rysowala. Co$

istotnego.

52 S1: Pewnego rodzaju symetria tu bedzie. Znaczy mozliwosé. . . Aaa, jak sobie
narysujecie prosta przechodzaca przez punkt s pod katem czterdziestu pie-
ciu stopni. ..

53 S4: [rysuje prosta]

54 MM: No dobrze. To jest oczywiscie symetria ,,w sensie rysunku”. Rysunek jest
symetryczny. A co z tego wynika? Da sie z tego jaki$§ wniosek wyciagnac?

55 S5: Drég bedzie tyle samo.

56 MM: (...) Kazdej trasie, ktéra prowadzi do tej mety [pokazuje ror], odpowiada
jedna trasa tej samej dlugosci prowadzaca do tej mety [pokazuje oro] i na
odwrét. (...) To wynika z tej symetrii. (...)

57 S5: Gra jest sprawiedliwa.

r

[ro]

o

r

(-

@o@\ro

Rysunek 3

<

W czasie kiedy studentka S4 konstruowala graf, student S1 zauwazyl, ze
jest on symetryczny (46-50). Po narysowaniu grafu, studentka S4 zastanawiala
sie, jak obliczyé prawdopodobienstwa zdarzen {...ror} i {...oro}. Student S1
zasugerowal, aby narysowaé prostq przechodzgcqg przez punkt s pod kgtem 45°
(52-56). Studentka narysowala te prosta i stwierdzita, ze gra jest sprawiedliwa,
bo graf ma ,,08 symetrii”. Nie chodzi tu o symetrie geometryczne, lecz o fakt,
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ze kazdej trasie prowadzacej do mety odpowiada dokladnie jedna trasa
tej samej dlugosci prowadzaca do mety i na odwrét.

Nastepnie studenci otrzymali do rozwiazania zadanie 3.

Studentka S4 odpowiedziala, ze chyba bedzie sprawiedliwa, za$ student S1,
ze nie, poniewaz ,lepsza” jest seria roo, gdyz wyrzucenie w dowolnym momencie
reszki, ale nie po dwdch ortach, zaczyna cykl reszka-orzet-orzel.

74 S1: Bo wyrzucenie w dowolnym momencie reszki, ale nie po dwéch ortach,
zaczyna cykl reszka, orzel, orzet.

75 S2: Ale i tak samo jest na odwrdt.

76 S1: Tak samo jest na odwrét? To sie okaze na grafie.

7 ta teza nie zgodzila sie studentka S2, stwierdzajac, zZe tak samo jest na
odwrot. Wypowiedz studenta S1, cho¢ nie jest w pelni precyzyjna, ujawnia, ze
student 6w dostrzegt wazny fakt, iz po wyrzuceniu reszki zwycigstwo gracza
G, nie jest juz mozliwe.

Zadanie 3. rozwiazywala przy tablicy studentka S5. Poprawnie narysowala
graf stochastyczny (rys. 4) oraz okredlita zdarzenia {...oor} i {...roo}, a na-
stepnie, wykorzystujac metode stosowana na wyktadzie i przy rozwiazywaniu
zadania 1, uzyskala poprawne rozwiazanie. Studenci zauwazyli, ze wezty
oraz sa osobliwe, w tym sensie, ze dotarcie do jednego z nich przesadza
o zwycigstwie jednego z graczy.

Rysunek 4

81 S3: Jak jesteSmy w wezle . ..

82 MM: Gdzie jesteSmy?

83 S3: W[r].

84 MM: W stanie r, czyli tutaj [pokazuje wezel ], to nie mamy szans przejs¢ na
te druga czesé grafu. Czyli dotarcie. ..

85 S5: dor...
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86 S3: ...juz przesadza o zwyciestwie. A tutaj, [wskazuje druga cze$é grafu] do-
tarcie do jakiego wezta przesadza o zwyciestwie jednego z graczy?

87 S5: Dopiero przy orzet, orzet [chodzi o wezel [oo]].

88 MM: Dobrze. To sprébujmy policzy¢ te prawdopodobienstwa, skoro dotarcie do
tego wezla [wskazuje wezel ] przesadza sprawe. A jak do tego wezla
mozemy dotrzec¢?

89 S5: 1, tj. [zapisuje P(...roo) = 1], albo orzel, reszka, [chodzi o przejécie s —
o — 7] to jest 1 [kontynuuje zapis P(...ro0) = & + 1].

90 MM: Chyba wszystko. A to jest ile?

1

91 S5: [dopisuje = 2, nastepnie oblicza P(...oor) jako iloczyn 1 - 1].

Po rozwigzaniu trzech zadan na tablicy wypisano, jeden pod drugim, wszyst-
kie wyniki trzykrotnego rzutu moneta i polecono rozwiazaé zadanie 4.

Zaproponowano, aby uzyskiwane informacje o tych seriach zbiera¢ w odpo-
wiedniej tabeli. Zadanie rozwiazywal przy tablicy student S1. Propozycja, by
wiersz tabeli odpowiadal serii gracza G, , kolumna za$ serii gracza Gy, wyszla
od studenta S1. W przecigciu si¢ wiersza odpowiadajacego serii a i kolumny
odpowiadajacej serii b zaproponowano wpisywaé liczbe P(...a) (por. tabela
z rys. 5). Na przekatnej tabeli student umiescit znaki x. Na poczatku student
wpisal do tabeli juz znalezione prawdopodobienstwa obliczone w trakcie anali-
zy gier Jooo—roo s Yror—oro s Joor—roo i Grrr—orr - Nast@pnie rozwazana byla para
serii rro — orr, jako powstala z pary oor — roo przez zamiang ortéw na reszki
i reszek na orty. W dalszym ciggu rozpatrywane byty pary oro—ror, orr —rrr,
orr —rro, roo — oor, roo — ooo. Po chwili zastanowienia rozwazono jeszcze pary
rrr—o000 i ooo—rrr. W przypadku dwu ostatnich par serii student wpisal w ta-
beli liczbe % (argumentujac to tym, ze grafy sa symetryczne). Pod wplywem
sugestii studenta S3 rozwazono nastepnie pary serii oor — ooo oraz ooo — oor.
Student S1 zauwazyl, ze w przypadku tych par serii gra jest sprawiedliwa, gdyz
obydwie serie majg ten sam poczgtek oo, a o zwyciestwie decyduje tylko ostatni
rzut monetqg. Student uzasadnil swéj sad nastepujaco: Jezeli mamy wyrzucone
dwa orty, to decyduje ostatni rzut, czyli czy wypadt orzel czy reszka, czyli po %
Natomiast, jezeli nie mamy dwoch ortow, a gdzie$ sie pojawi reszka wracamy na
start. Caly czas czekamy na dwa orly. Po tym spostrzezeniu student rozpatrzyl
pozostale pary serii o wspélnym poczatku dlugodci 2 rézniace si¢ tylko ostatnim
wyrazem), tj. nastepujace pary serii: rrr — rro, rro — rrr, oro — orr, orr — oro,
ror—roo, roo—ror. Jako ostatnie rozpatrzy! pary rro—oor, oor —rro, roo—orr,
orr — roo. Srodkiem argumentacji byly tu symetrie grafu stochastycznego.

Liczby w nawiasach w tabeli z rys. 5 oznaczaja kolejnos¢ wypelniania po-
szczegollnych kratek tabeli. Student nie wpisywal tych liczb.

Gléwnym celem badan bylo sprawdzenie, jak w zalezno$ci od pary serii
orléw 1 reszek studenci dobieraja srodki argumentacji przy rozstrzyganiu, w ja-
kiej relacji pozostaja serie tej pary. Badani studenci nie znali jeszcze algorytmu
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pochtaniania®, a wiec nie dysponowali efektywnym narzedziem obliczania praw-
dopodobienstw zdarzen {...a} i {...b} jako prawdopodobienistw dotarcia do
pewnych weztéw brzegowych grafu stochastycznego. Zadania 1, 2 i 3 petnity tu
pomocnicza role w odkrywaniu niektérych srodkéw (redukcje grafu, wniosko-
wania przez symetrie, dualizm serii itp.).

| | o0o | oor | oro | roo | orr | ror | rro | rrr |

000 X 1(14) (1) 1(12)

oor || 1(13) X 1(3) 1(22)

oro X 1(17) | 4(6)

roo || £(10) | 2(9) X 1(23) | 3(20)

orr $(18) | 3(24) | X 38) | LM

ror 2(2) | 3(19) X

L21) 165) < | a0

rer || £1) L) La5) | x
Rysunek 5

Przeglad wszystkich, ujawnionych na naszych zajeciach $rodkéw argumen-
tacji, przedstawiliémy w monografii (Major, Nawolska, 1999). Rozwiazywanie
trzech pierwszych wymienionych wyzej zadan pozwala (dzigki symetriom i ana-
logiom) poréwnywaé ze soba serie az w przypadku dwudziestu czterech sposréd
56 par serii. Nalezy tu podkresli¢, ze studenci na ogél dostrzegali symetrie
i analogie, ktore sa podstawa wnioskowan. Fakt, ze dwie serie rézniace si¢ tylko
ostatnim wyrazem, a takze kazde dwie serie dualne sa w grze Penneya seriami
jednakowo dobrymi, zostal na zajeciach odkryty przez studentéw, co zastuguje
na podkreslenie.

3.2. Ocena szans graczy w grze Penneya g oo rrr—roo Przez studentow IV roku
matematyki na éwiczeniach z rachunku prawdopodabieristwa

Nizej prezentowana jest analiza przebiegu ¢wiczen przeprowadzonych w in-
nej grupie studentéw IV roku matematyki AP w Krakowie pod koniec dru-

3 Algorytm pochtaniania pozwala na efektywne wyznaczanie prawdopodobiefistw dotar-
cia do weztéw brzegowych grafu. Ten algorytm, jako narzedzia rachunkéw, ma zastosowanie
w sytuacji, gdy przebieg doswiadczenia jest interpretowany jako bladzenie losowe po grafie
stochastycznym. Obliczanie prawdopodobienstwa pewnych zdarzen sprowadza sie do rozwia-
zywania ukladu réwnan liniowych. Algorytm ten przedstawiono w (Engel, 1980) oraz — wraz
z dowodem — w (Plocki, 1997a, s. 303).
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giego semestru kursu rachunku prawdopodobienstwa. Badani studenci poznali
gry Penneya dopiero na czwartym roku podczas realizacji tematu Faricuchy
Markowa, a wiec pdzniej niz studenci stanowiacy grupe badana, ktérej wyniki
opisano wczesniej. Na jednym z wykladéw porzedzajacych ¢wiczenia studenci
zostali zapoznani z grafem stochastycznym, przestrzenia generowana przez graf
oraz z metodami redukcji graféw pozwalajacymi przechodzié z przeliczalnych
do skonczonych przestrzeni probabilistycznych. Studenci posiadali tez narzedzia
obliczania prawdopodobienstw dotarcia do weztéw brzegowych grafu (algorytm
pochtaniania). Nie mieli jednak zbyt wiele okazji do wykorzystania poznanych
narzedzi. Opisywane ¢wiczenia (rejestrowane kamera wideo) mialy sprawdzié,
czy studenci potrafia wykorzysta¢ wiadomosci zdobyte na wykladzie do roz-
wigzywania nowych zadan.

Zadaniem studentéw byla ocena szans graczy G,, Gy i G, w grze Penneya
Jooo—rrr—roo, W ktérej gracz G, zwycieza, ilekro¢ czekanie §pp0—rrr—roo zakon-
czy sie seria ooo, gracz Gy zwycieza, gdy czekanie dpp0—rrr—roo Zakonczy sie serig
rrr, a gracz G, gdy czekanie d,p0—rrr—roo zakonczy sie seria roo. W pierwszej
ocenie szans graczy w grze Penneya gooo—rrr—roo (jeszcze bez odwolywania sie
do grafu i bez zadnych obliczen) studenci odkryli, ze wypadniecie reszki elimi-
nuje z gry gracza Gg.

19 A: Wystarczy, ze raz wypadnie reszka, wtedy gracz (G, nie moze wygraé
[Ga — 000], po prostu jedna reszka go eliminuje. Po reszce nie moga by¢
trzy orly, bo po dwéch ortach gra sie koniczy. Natomiast gracz Gy [rrr]
przy jednej reszce ciagle jeszcze moze wygraé.

20  BN: Co zatem pan sugeruje?

21 A: To jest taka sytuacja, jakby tego gracza G, nie bylo. ..

22 S-gr: [kilka gloséw] Gq!

23 A: Niel, G, gdyby nie byto, bo wtedy wlasnie... byla taka sytuacja, ze ry-
sowaliémy graf dla takiej sytuacji ...[on mysli o grafie dla gry gooo—roo,
w ktorej seria roo jest siedem razy lepsza niz seria ooo].

24 S-2: Przeciez Gy moze zwyciezy¢!

25 A: Dobrze, ale jakby go nie bylo, dlaczego G, nie ma szans.

26  S-2: No wtasnie, G, nie ma szans, bo jak r» wypadnie, to albo ci wypadna dwa
orly, albo. .. [$miech grupy]

27 A: Ja bym pominal tego G na razie i uzasadniam, dlaczego G, nie ma szans,
bo mys$my co$ takiego robili [zapewne znowu mysli 0 grze gooo—roo] 1 to
bylo uzasadniane, ze wypadniecie. . . tam chyba 7 razy wigksze bylo praw-
dopodobienstwo, wtasnie tylko jedna droga prowadzi do G,. Natomiast
wypadniecie reszki eliminuje go [gracza G,], natomiast G, [wypadniecie
reszki] nie eliminuje.

28  BN: Jest to pewne uzasadnienie. Wypadniegcie reszki eliminuje gracza G , wigc
szanse gracza G sa wieksze. Jak inaczej mozna to uzasadnié?

29 P: Jak wypadnie reszka, to gracz G,. ..
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30 A: Dla gracza G, gra si¢ konczy. Mozna rozwazaé tylko dla dwu graczy G
iGe.

31 P: Na poczatku jak mamy pierwszy rzut, to wypadnie orzel lub reszka. Jak
wypadnie reszka, to ten gracz G, juz nie moze wygraé. Jak wypadnie orzet,
to gracz Gy jeszcze moze wygrac.

32 A: Tak.

33 P: Wylosowanie orta zamyka szanse graczowi G ...

34 A: Reszki!

35 P: Reszki, zamyka szanse graczowi (G, , natomiast wylosowanie orta nie za-
myka szansy graczowi G, . Dlatego. . .

36 A: Reszka eliminuje gracza G .

37 BN: Z tego, co panstwo moéwicie, mozna wnioskowad, ze seria ooo daje graczowi

G, najmniejsze szanse na zwyciestwo. Sprébujmy zobaczy¢, jak rozktada
sie prawdopodobienstwo pomiedzy graczy. Jak to zrobié, co mozemy do
tego wykorzystac?

38 G: Jak wypadnie reszka, to wiemy, ze zwyciezy G albo G..

Odkrycie faktu, ze wypadnigcie reszki eliminuje z gry gracza G, , byto moz-
liwe dzieki wczesniejszej analizie gry gooo—roo - Student A w swojej argumentacji
wykorzystal uzyskane tam rozwiazanie (por. wersy 21-27). Swiadczy to o umie-
jetnodci dostrzegania pewnych analogii. Po uzyskaniu reszki w grze pozostaja
tylko gracze Gy, 1 G. (wers 38). Aby ocenié¢ ich szanse, studenci pomineli osia-
gniety juz pierwszy wyraz (r) seril roo i serii rrr (bo pierwsza reszka juz jest
uzyskana) i analizowali szanse graczy Gy, i G, jakby odtad uczestniczyli w grze

gOO*"’T .

40 G: No! Potem mamy dwie reszki albo dwa orly. Zacznijmy od reszki i rozwa-
zajmy dwukrotny rzut. .. Serie rr i oo ...One sa dualne.

41 A: Chodzi o Gy 1 G.?

42 G: Tak, ze sa rowne.

45 A: Jedli policzymy sobie G, , to prawdopodobienstwa Gy, i G beda po potowie.

46 G: Reszty.

47 A: Po polowie reszty.

Jak ukazuje powyzszy fragment ¢wiczen, studenci stwierdzili, ze po uzyska-
niu reszki chodzi o czekanie na jedng z dwu serii: oo albo rr i rozwazali moz-
liwe wyniki dwukrotnego rzutu moneta. Serie oo i rr sg dualne, a te — o czym
studenci juz styszeli — sa jednakowo dobre, wnioskuja wiec dalej, ze réznica
1—P(...000) rozdziela sie pomiedzy graczy Gy i G. (jako miara ich sznas) ,po
polowie” (prawdopodobieristwa Gy i G. bedg po polowie reszty). Wnioskowali
tym samym, ze W grze Gooo—rrr—roo S€rie 777 i roo sa jednakowo dobre.

Aby zweryfikowaé swoje sady i znalez¢ liczbowe wartosci ocenianych wcze-
$niej prawdopodobienstw, studenci narysowali graf stochastyczny (zob. rys. 6),
z ktérego odczytali, ze P(...o000) — jako prawdopodobienistwo dotarcia do mety

— jest réwne %.
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58  S-2: To jest tylko, jezeli p6jdziemy ta trasa [wskazuje na grafie trase s — o —
00 — oo0]. Gdybys$my sie wrécili [wskazuje wezet [r]], to juz jestesmy
w strone G lub G, czyli tylko é.
59  BN: Zgadzacie si¢ panstwo? Do mety ooo prowadzi tylko jedna trasa i ma ona
dtugosé trzy.
1

60  S-2: [zapisuje na tablicy] A = {zwyciezy G.} = {... 000}, P(A) = 5.

Studenci zauwazyli tez, ze prawdopodobienstwo dotarcia do wezla jest

rowne %. Korzystajac z grafu, analizowali liczby tras prowadzacych do met

i [rrr], ich dlugodci i na tej podstawie wykazali, ze W grze gooo—rrr—roo s
seria rrr jest lepsza niz seria ooo. Jest to ocena raczej jakosciowa, bo w tym
momencie nie potrafili jeszcze podaé wartosci liczbowych prawdopodobienstwa
dotarcia do mety [rrr ] Do oceny ilociowej prawdopodobienstwa wykorzystali
inna metode.

T

X\
= I3l 3 |3
= 3

]
[roo]——[ro]Z_—[r]
r
T r r
[ 5
Rysunek 6

95 G: Jak policzymy prawdopodobienstwo z do , to juz bedziemy mieli
wszystko! Oznaczmy sobie przez z [prawdopodobiefistwo] dotarcie z do
mety [rrr ] Mozemy i8¢ [wskazuje najkrotsza trase i zapisuje:] z = 1.1
mozemy iS¢ tedy [pokazuje cykl r — rr — ro — r], wtedy bedzie [dopisuje]

+1.1. 1.2 mozemy i§¢ tedy [chodzi o cykl r — ro — 7], to bedzie
i dopisuje] +3 -1 -z. [na tablicy widnieje zapisz = -2 4+2-1.2.24+1.1.4]

Jak ukazuje powyzszy fragment ¢wiczen student G przez z oznaczyl praw-
dopodobiefistwo dotarcia z wezla do mety i ulozyt réwnanie: z =
i + i cx+ % -z, (wers 95), z ktérego wynika, ze x = %

Powyzsze rozwiazanie jest poprawne, niemniej jeden ze studentéw poddatl
jednak w watpliwo$¢ jego poprawnosé. Do tej pory studenci tylko raz stosowali
podobna metode obliczania prawdopodobienistwa za pomoca réwnania liniowe-
go?. Aby zweryfikowaé kwestionowana poprawno$é, studenci rozwiazali zadanie

4Bylo tak w kontekscie gry, w ktérej dwaj gracze rzucaja na przemian moneta i zwycieza
ten, kto pierwszy wyrzuci reszke (zob. Plocki, 1997a, s. 247-248).
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jeszcze raz, tym razem z wykorzystaniem algorytmu pochtaniania. Zmodyfiko-
wali jednak jego zastosowanie, przyjmujac wezet jako wezel poczatkowy.

111 A: Przyjmijmy za wezel startowy i z algorytmu pochtaniania liczmy te
dwa prawdopodobienistwa, a potem przemnézmy przez prawdopodobien-
stwo dojscia do wezta [ ]

112 G: A moze tak zrobié¢ [chce od poczatku].

113 A: Mozesz zrobié, ale bedzie duzo wigcej réwnan.

114  G: [zastanawia sig].

115 A: Przy musi by¢ %. Gdyby przyjaé, ze gra si¢ kohczy przy , to jest

wtedy g i stad policzyé¢ do kazdej mety i przemnozy¢ przez %. [Grzegorz
korzystajac z algorytmu i ,startujac z wezla [r [’ oblicza, ze P*(r ~ rrr) =
Pr—rrr = %]

116 G: ZastanawialiSmy sie, czy te szanse sg réwne [pokazuje mety rrr i roo]. No,
nie sg réwne. Tu jest %, to tam jest %

117 BN: Czy z tych rachunkéw potrafimy juz powiedzieé, jakie sa prawdopodo-
biefistwa zwycigstwa poszczegdlnych graczy? [studenci dokonuja obliczen:

% . % = % i % . % = % i wpisuja otrzymane wyniki przy odpowiednich
metach]

Pomysl racjanalizacji rozwiazania pochodzi od studentéw (por. wers 111).
Ten zabieg w znacznym stopniu skraca i upraszcza rachunki. Uzyskany wynik
byl zgodny z poprzednim rozwigzaniem, nie byto wigc podstaw do kwestiono-
wania poprawno$ci wspomnianej metody. Ostatecznie pojawil sie wniosek, ze
serie roo 1 rrr nie sa jednakowo dobre (wers 116), jest roo>>rrr.

Odnoszac opisane argumentacje do przestrzeni probabilistycznej indukowa-
nej przez graf stochastyczny czekania 0,00—rrr—roo mamy: P*(s ~ 000) = %,

P*(s ~ 1) = % oraz P*(r ~ rrr) = 2, a zatem P*(s ~ rrr) = £ - 2 = 1 oraz
P*(s~ro0) = L3 =21

Rozpatrujac argumentacje i bledy studentéw w omawianej sytuacji z punk-
tu widzenia strategii heurystycznych Kahnemana-Tversky’ego® mozna uznadé,
ze zostala tu zastosowana strategia C, ktérej istota jest wiazanie informacji wy-
stepujacych bezposrednio po sobie i wykorzystywanie ich we wnioskowaniach,
chociaz nie maja one zadnego zwiazku z rozwigzywanym problemem, lub tez

5Cztowiek nie posiadajacy wystarczajacej wiedzy probabilistycznej lub kombinatorycznej
wykorzystuje pewne strategie heurystyczne przy ocenach prawdopodobienstwa w sytuacjach
losowych, a wiec zwigzanych z niepewnoécia i ryzykiem oraz podejmowaniem w tych okolicz-
nosciach decyzji. Niektére z tych strategii wyodrebnili i opisali Kahneman i Tversky (1971),
(poréwnaj tez Shaughenessy, 1977; Walter, 1983; Ptocki, 1997b). Strategie te pozwalaja wyja-
$niaé (i to raczej na gruncie psychologii) pewne decyzje i postepowania ludzi, ktérzy redukuja
zlozony problem stochastyczny do prostszego. Kahneman i Tversky wyodrebnili trzy zasad-
nicze strategie heurystyczne:

— A Awailiability (strategia dostepnosci, mozliwosci wskazania przykltadu),

— B Representativeness (strategia reprezentatywnosci),

— C Anchoring (regula powiazania, zakotwiczenia).
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zwigzek ten jest pozorny®. Studenci wiedzieli, ze dualne serie oo i 7 sa jednako-
wo dobre w grze goo—r 1 wykorzystali te informacje, ktora w opisanej sytuacji
nie ma zastosowania. Doprowadzilo to do blednych wnioskéw.

Swdj btad studenci odkryli dopiero po stosownych obliczeniach. Mozna jed-
nak byto ten blad zauwazyé¢ znacznie wcze$niej, bo juz po narysowaniu grafu
jako planszy do gry gooo—rrr—roo ; pOniewaz podgraf tego grafu zaczynajacy sie
w wezle nie jest grafem dla gry goo—rr (jak to sie studentom wydawalo).
Wynika to z faktu, ze z wezla [ro] po wyrzuceniu reszki, czekanie przechodzi
w stan [7], a nie w stan [rr | KrawedZ ro—r burzy symetrie sugerowane przez
intuicje. W grze gooo—rrr—roo Nie ma takiej symetrii, jaka jest w grze goo—rr -
W swych wnioskowaniach studenci wykorzystywali analogie (skoro wypadniecie
reszki W grze gooo—roo Uniemozliwia uzyskanie serii 0oo, to w grze gooo—rrr—roo
jest analogicznie). Badani stawiali hipotezy (W grze gooo—rrr—roo S€Ii€ 000 i 71
nie sa jednakowo dobre, za$ serie rrr i roo sa w tej grze jednakowo dobre),
ktére nastepnie poddawali weryfikacji. Dokonywali ocen szans graczy w grze
w sposéb jako$ciowy, a nastepnie ilosciowy. Przy wyznaczaniu wartosci liczbo-
wych prawdopodobienstw zdarzen korzystali z definicji prawdopodobienstwa
(P*(s ~» 000) = &) oraz (przy obliczaniu P*(r ~» rrr) = 2) z malo znanej me-
tody réwnan liniowych (zob. Plocki, 2004, s. 138-139) a nastepnie z algorytmu
pochtaniania. Studenci zastosowali algorytm, aby zweryfikowaé¢ wczesniej zasto-
sowana metode réwnan liniowych. Nie zastosowali algorytmu automatycznie,
tylko samodzielnie dokonali jego modyfikacji, aby uproéci¢ rachunki, co jest
kolejnym przyktadem ich aktywnosci matematycznej. Zauwazmy, ze rozwiazy-
wanie zadan wieloma sposobami jest kolejna aktywnosciag matematyczng.

Opisane zajecia ujawniaja szereg aktywnosci matematycznych specyficz-
nych dla stochastyki oraz role bltednych wnioskowan w matematycznej aktywi-
zacji studentéw, w tym takze w matematycznym odkryciu (chodzi o specyficzne
argumentacje w nieskoniczonych przestrzeniach probabilistycznych).

L. Zakonczenie

Praca jest propozycja adaptacji teorii przeliczalnych przestrzeni probabili-
stycznych dla potrzeb ksztalcenia studentéw matematyki sekcji nauczycielskie;j.
Wprowadzenie gry losowej (gra Penneya) dostarcza procesowi tworzenia i ba-
dania wspomnianych przestrzeni probabilistycznych pewnych motywacji. Pro-
blem sprawiedliwo$ci gry inspiruje i motywuje formutowanie probleméw i zadan
o charakterze zaréwno probabilistycznym, jak i ogdlnomatematycznym.

61stota strategii C, jest wiazanie informacji wystepujacych kolejno po sobie i wykorzysty-
wanie ich we wnioskowaniach, chociaz nie maja one zadnego wplywu na rozwigzanie proble-
mu.



Aktywnos$ci matematyczne studentdw inspirowane grami Penneya 159

W pracy:

— Zaproponowano szczegélny ,surowiec” do tworzenia matematycznych za-
dan.

— Ukazano wykorzystanie elementarnych $rodkéw badania nieskonczonych
przestrzeni probabilistycznych, takich jak graf, symetrie i analogie, dzie-
ki ktérym mozliwe byly nowe metody obliczania prawdopodobienstwa
zdarzenia w przeliczalnej przestrzeni probabilistycznej oparte na inter-
pretacji przebiegu tancucha Markowa jako btadzenia losowego po grafie
stochastycznym (redukcje grafu, wyrdznianie wezléw osobliwych, syme-
trie grafu, algorytm pochlaniania i jego modyfikacje).

— Przedstawiono szereg sytuacji problemowych jako zrédta problemoéw i za-
dan, ktorych formulowanie i rozwiazywanie przedstawiono zarazem ja-
ko szeroko rozumiana dzialalno$¢ matematyczna. Proponowane w pracy
(a takze prezentowane w monografii Major, Nawolska, 1999) zadania
i problemy zwiazane z grami Penneya, zostaly tak sformulowane, aby
ich rozwigzywanie nie tylko sprawdzalo rozumienie pojeé stochastycz-
nych, ale takze wyzwalalo aktywnosci matematyczne, rozwijato intuicje
stochastyczne i ujawnialo bledy sugerowane przez intuicje oraz by ujaw-
nione w ten sposéb bledy motywowaly do matematycznej aktywizacji.

— Wyrézniono kilka typéw argumentacji specyficznych dla rachunku praw-
dopodobienstwa, ukazujacych, jak rozmaite formy matematycznej aktyw-
noéci moze kreowaé problematyka stochastyczna i jak wazny udzial moze
mieé¢ ona w ksztalceniu stochastycznym i ogélnomatematycznym studen-
ta matematyki sekcji nauczycielskie;j.

Omowione wyzej zajecia stanowia ilustracje szczegélnego w formie oraz
tredci sposobu ksztaltwania takich pojeé¢ rachunku prawdopodobienstwa, jak:
przestrzen probabilistyczna, zdarzenie i jego prawdopodobienstwo. Te elemen-
tarne pojecia stochastyczne pojawiaja sie w kontekscie nieskonczonych prze-
strzeni probabilistycznych, dzigki czemu mozliwe jest analizowanie osobliwych
aspektéw tych pojeé (prawdopodobienstwo zdarzenia jako sumy pewnych sze-
regdéw, ujawnianie wlasnosci poje¢ wynikajacych z faktu, ze je rozpatrujemy
w przestrzeniach przeliczalnych, wlasnosci uwarunkowane wlasnoéciami sze-
regdw itd.). Dzigki zaproponowaniu elementarnych narzedzi organizacji fazy
matematyzacji oraz fazy dedukeji i rachunkéw (pozwalajacych np. pomijaé
w rachunkach szeregi) badanie nieskoficzonych przestrzeni probabilistycznych
stalo si¢ mozliwe na gruncie matematyki elementarnej (tj. szkolnej matematyki,
a tym samym propedeutyki rachunku prawdopodobienstwa na sekcji nauczy-
cielskiej).
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