KAROL BARON, PETER VOLKMANN

Unicité pour une équation fonctionnelle

A Monsieur Zenon Moszner, a l’occasion de son soixantiéme
anniversaire

1 Soit I’équation fonctionnelle
f(gx) = [f(x-1) + f(x+]) + 2f(x)] x €R @

(0 <g <1, ouf :R —» R Cette équation a été considérée en
physique par R. Schilling, qui s’est intéressé a des solutions
satisfaisant a f(x)=0  pour  |x|>qg/(l-q) (voir [1]). Ici nous
donnerons un théoreme d’unicité pour les solutions de ce probleme,
intégrables au sens de Lebesgue. D’autres résultats d’unicité sont
déja connus: Diaprés [1], si O<qg s V2-1, alors f(x)=0 est la
seule solution bornée dans un voisinage de zéro. W Forg-Rob [2]
considere les cas 0 <q £ 1/3 et g =122 Si 0 <q < 1/3, chaque
solution s’annule presque partout (p.p.); si g = 1/3, chaque solu-
tion mesurable s’annule p.p.; si q = 1/2 et f est mesurable dans un
sous-ensemble de mesure positive de I’intervalle (-1,1), alors f(x)
= const.(I-|x] ) p.p. dans (-1,1).
THEOREME. Soient 0<qg<l, -«<a<b <®et

L, =< ]f:R—»Rintegrable, f(x) =0 (x t [ab])}.
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Identifions deux fonctions de I ayant les mémes valeurs p.p , et
désignons par L I’espace vectoriel des solutions de (1) dans Iab.
On a alors

dmLE£ 1 (2)

DEMONSTRATION. 1 Soit f € L telle que

b
f(x)dx = 0. (3)

Montrons que
f=0. (4)

Pour cela, introduisons

X X

fit) =J f(Q)dC, fz(x) =J fACidC x e IR,
o 0

Il découle de (1) que

fi(gx) = ™ [fjix-D +#"x+1) + 2MX)] (x 6 R),

F2(qx) = 4 tf2(X_1) +f2(x+1) + ZF2(x)1 (x € R)- (%)

Grace a (3) on a fl e L donc f ,7 R—» Rest une fonction con-
tinue telle que
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f0=0 (xsa, fK=f0 (D)

Il existe alors
M = max|f (x)].
xelR 2

(5) entraine Ms gM d’ou M= 0 (parce que O<qg <1, donc f =0,
f ®0, f =0, et (4) est établie.

2. Pour établir (2), supposons que

L » <.

D’aprés ce qui précéde, il existe un €lément f de L tel que (3) n’a
pas lieu, et en particulier il existe f e L tel que

b
J| fQAx)dx = 1.

a

Soit maintenant g e L. Si I’on pose
c = Jyg(x)dx,

alors f=g-cfQ est un élément de L vérifiant (3), donc =0, c.-a-d.
g=cfQ Il en résulte que dim L=l

REMARQUE. La méthode  utilisée ici s’applique aussi a des
équations fonctionnelles un peu plus générales que (1). La théorie
générale de telles équations (qui cependant n’est pas utilisable
dans notre probléme) peut étre trouvée dans [3] et [4].
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