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Bozena Rozek

O trudnosciach
Zwigzanych z rozumieniem pojecia pola prostoka;a
przez dzieci wwieku od 6 do 9 lat

Wstep

W szkolnym nauczaniu ksztattowanie pojecia pola prostokata rozpo-
czyna sie od liczenia jednostkowych kwadratéw wypetniajgcych jego po-
wierzchnie. Nastepnie przechodzi sie od liczenia kratek do pojecia pola
prostokata. W przejsciu tym nauczyciele dostrzegajg jedynie proble-
my zwigzane z pojeciem iloczynu, reszta wydaje sie by¢ oczywista. Okazu-
je sie, ze kolosalne problemy pojeciowe tkwig w etapie wczesniejszym, od
momentu, gdzy dziecko ,nie wie nic” do czasu, gdy liczy kratki. O etapie
tym wiadomo dzi$ bardzo mato, gdyz niewiele badan dotyczyto tych kwestii.

Duzo Swiatlta na te sprawe rzucajg badania Lynne Outhred z Macquarie
University w Australiil Niniejsza praca zawiera wyniki badan wzorowanych
na cytowanych badaniach australijskich przeprowadzonych w Polsce
w roku szkolnym 1992/93 z dzie¢mi w wieku od 6 do 9 lat. Dotyczyly one
sposobu postrzegania przez dzieci w prostokacie wytozonym jednost-
kowymi kwadratami uktadu szeregédw i kolumn oraz wplywu widzenia ta-
kich struktur na obliczanie liczby kratek w prostokacie.

Poniewaz podstawowg role w tym artykule odgrywajg terminy: ,pokrat-
kowany prostokat”, ,kratka", ,szereg” i ,kolumna”, konieczne jest wyjas-
nienie, w jakim sensie one wystepuja. Przez ,pokratkowany prostokat"
rozumiemy prostokgt pokryty jednostkowymi kwadratami, ktére powstaty
w wyniku rysowania ciggtych linii, zas pojedynczy kwadrat nazwiemy ,krat-
ka”. W pokratkowanym prostokacie mozemy wyr6zni¢ rzedy poziome
i rzedy pionowe. Te pierwsze to ,szeregi”, a drugie - ,kolumny”.

1L Outhred, M. Mitchelmore, Representation of area: a pictorial perspective. Proce-
dings of the Sixteenth International Conference for the Psychology of Mathematics Educa-
tion. Durham, New Hampshire 1992; L Outhred, The array: convention or confusion, refe-
rat wygtoszony na ICME-7 (VII Miedzynarodowy Kongres Nauczania Matematyki). Quebec
1992, (tekst rozdany uczestnikom)
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Oczekuje sie, ze wyznaczenie liczby kratek w pokratkowanym prostokacie
za pomocg iloczynu wymaga od dziecka nastepujacych czynnosci umysto-
wych:

- rozpoznania w pokratkowanym prostokgcie struktury szeregéw i ko-
lumn jako dwéch prostopadtych uktadéw réwnolegtych linii;

- dostrzezenia relacji pomiedzy liczbg szeregéw i kolumn a diugoscia
bokéw prostokata;

- stwierdzenia, ze liczba pojedynczych kwadratow réwna sie iloczynowi
dtugosci bokéw prostokata.

Rozpoznanie w pokratkowanym prostokgcie dwoéch struktur wymaga:

- zauwazenia struktury rozbicia prostokgta na pionowe kolumny
i przedstawienia tego za pomoca linii;

- zauwazenia struktury rozbicia prostokata na poziome szeregi i przed-
stawienia tego za pomoca linii;

- jednoczesnego widzenia tych struktur oraz wzajemnych zwigzkéw
miedzy nimi.

Jest dos¢ oczywiste, ze widzenie tego wymaga operacyjnosd w sensie Piageta.

Polecenie rysowania pokratkowanego prostokata wykazuje, jakie ce-
chy omawianych struktur sg istotne dla dzieci oraz pomaga w coraz lep-
szym rozumieniu uktadu szeregow i kolumn.

Analiza dzieciecych rysunkéw pozwolita wyrézni¢ kilka aspektéw trud-
nosci zwigzanych z rozumieniem pojecia pola prostokata:

- aspekt geometryczny,

- aspekt pomiaru,

- aspekt liczbowy.

Na przyktadzie prac dzieci oméwiono rézne strategie rysowania. Inte-
resujgce jest, jak uczniowie osiggaja postep od rysowania nie uszerego-
wanych pojedynczych kwadratéw do powierzchni, w ktérych linie reprezen-
tujg szeregi i kolumny.

Organizacja badan

Badania przeprowadzono w roku szkolnym 1992/93, obejmujgc nimi
szesciolatki krakowskiego przedszkola oraz dzieci w wieku od 7 do 9 lat ze
Szkoty Podstawowej nr 82 w Krakowie. Uczniowie w obecnosci obser-
watora indywidualnie rozwigzywali zadania dotyczgce liczenia, rysowania
oraz mierzenia powierzchni prostokatnych.

W zadaniu pierwszym dzieci pokrywaty powierzchnie prostokata o wymia-
rach 3x4 kartonowymi kwadracikami o boku 4 cm (rys. 1) i liczyly, ile ich zuzyty.
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Rys. 1

Nastepnie obserwator prosit: ,,Narysuj teraz to, co utozyte$” oraz pytat
o liczbe narysowanych kwadratéw.
Pozniej dzieci otrzymywaly plansze z rysunkami (rys. 2).

Rys 2
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Dwa zadania dotyczyly samego liczenia. Dzieci obliczaty liczbe kropek
w uktadzie 5 rzedow po 6 (rys. 2a) oraz liczbe kafelkbw potrzebnych do
zapetnienia prostokgtéw o wymiarach 3x6 i 4x6 umieszczonych na kwa-
dratowej sieci (rys. 2b).

W nastepnych zadaniach dzieci pytano o liczbe kwadratow potrzeb-
nych do pokrycia catego prostokata, ale rowniez proszono o uzupetnienie
rozpoczetego rysunku (rys. 2c, 2d).

W zadaniu ostatnim nalezato obliczy¢, ile potrzeba kwadracikoéw o bo-
ku 1 cm do pokrycia prostokgta o wymiarach 5 cm x 4 cm (dzieciom poka-
zujemy narysowany z boku kwadracik - rys. 2e), a nastepnie pokratkowac
prostokat. Tym razem nie bylo zadnych wskazowek dotyczacych ukiadu
szeregow i kolumn. Przed przystgpieniem do tego zadania dzieci otrzyma-
ty zadanie pomocnicze: zmierzy¢ narysowang obok linie (o dtugosci 10 cm).
Miato to na celu zachecenie ich do uzywania linijki rowniez w 2e.

Aspekty dzieciecych trudnosci

Analiza rysunkéw pozwolita wyréznic¢ istotne elementy, ktére niewatpliwie
majg zasadnicze znaczenie dla rozumienia przez dzieci pojecia pola prostoka-
ta. Najwiekszy problem sprawiata badanym nieumiejetnos¢ uchwycenia
wszystkich cech jednoczesnie. Dzieci napotkaty trudnosci trojakiego rodzaju:
w aspekcie geometrycznym, w aspekcie pomiaru oraz w aspekcie liczbowym.

Aspekt geometryczny zostaje przez dziecko uchwycony, gdy postrze-
gajac uktad jednostkowych kwadratéw, uswiadamia sobie intuicyjnie, ale
wyraznie, ze sa utozone one w regularny wzOor w postaci szeregéw i ko-
lumn, réwnolegle do bokéw prostokgta. Aby obserwator maogt stwierdzié,
ze ta geometryczna struktura zostata dostrzezona przez dziecko, nie jest
konieczne odtworzenie jej w postaci pokratkowanego prostokata, czasem
wystarcza analiza sposobu, w jaki dziecko uktada pojedyncze kwadraciki.

Z aspektem tym tgcza sie trzy charakterystyczne poziomy zachowan
dzieci, ktore zilustrujemy przyktadami dzieciecych prac:

- catkowite pomijanie uktadu szeregéw ikolumn (rys. 3a),

- zachowanie tylko szeregow (rys. 3b) albo tylko kolumn;

-zachowanie wyraznego zaréwno ukitadu szeregbéw, jak i kolumn
(przez rysowanie pokratkowanego prostokgta badz rysowanie pojedyn-
czych kwadratéw majgcych niektdre boki wspélne), (rys. 3c).
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Rys. 3a Rys. 3b Rys. 3c

W aspekcie pomiaru dzieci musza sobie uzmystowi¢, ze konieczne jest
pokrycie catej powierzchni prostokagta i to kwadratami tej samej wielkosci.
Prace na rys. 4a, 4b, 4c ukazujg typowe dla tego aspektu zachowania
uczniéw:

- Niepokrywanie catej powierzchni, gdyz wazniejsza jest zaleznos$é
liczbowa (rys. 4a). Robert, mimo iz zauwazyt mozliwo$¢ narysowania po-
ziomej linii ciggtej, nie dokonuje dalszego dzielenia na pojedyncze kwadra-
ty, gdyz ma ich juz 12.

- Nierysowanie jednakowych kwadratow, w wyniku czego powstaja
odstepy lub luki czesto wypetniane dodatkowymi kwadratami (rys. 4b, 4c).

- Pokrywanie catej powierzchni jednakowymi kwadratami.

Rys. 4a Rys. 4b Rys. 4c
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Rozumienie aspektu liczbowego polega na uzmystowieniu sobie, ze
liczba rzeddéw i kolumn w geometrycznej strukturze prostokgta odpowiada
liczbie jednostek diugosci zawartych w bokach prostokata (tg jednostka
dtugosci jest bok kwadratu jednostkowego).

Prace z rys. 5a, 5b, 5c, 5d ukazujg nastepujgce postawy uczniéw:

- Zachowanie liczby kwadratéw, ale nieuktadanie ich w strukture szeregéw
i kolumn (rys. 5a). Marek po narysowaniu liczy kwadraty, w liczeniu popetnia
blad, jest przekonany, ze jest ich 12, wiec rezygnuje z dalszego rysowania).

- Rysowanie szeregow i kolumn réwnej dtugosci bez powigzania ich
z zadang dtugoscig bokéw (rys. 5b, 5c).

- Ograniczanie zwigzkéw liczbowych do jednego wymiaru prostokata,
np. rysowanie struktury tak, ze liczba szeregdéw réwna jest dtugosci jedne-
go boku, ale liczba kolumn rézni sie od dtugosci drugiego boku prostokata
(rys. 5c¢). Ela rysujgc utozong przed chwilg strukture, mierzy bok kwadratu
i rysuje trzy pojedyncze kwadraty wzdtuz krétszego boku. Nastepnie rezygnu-
jac z mierzenia, dorysowuje kolejne, nie dbajgc o dtugos¢ drugiego boku.

- Uwzglednianie liczby szeregéw i kolumn odpowiadajgcej dtugosciom
bokéw prostokata.

Rys. 5a Rys. 5b Rys 5¢ Rys 5d
Sposoby rysowania

W wyniku obserwacji poczynionych w trakcie samodzielnej pracy dzieci
oraz analizy ich wytworoéw mozna wyroznic kilka sposobéw rysowania.
11 Sposoby zwigzane z pojedynczymi kwadratami:
a) pomijanie szeregowania w pionie iw poziomie;
b) szeregowanie w jednym kierunku (pionowo albo poziomo);
c) rysowanie szeregow i kolumn, ale ze stopniowym gubieniem
uszeregowanej struktury;
d) prawidtowe uktadanie szeregéw i kolumn.
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2) Sposoby dotyczace struktury szeregow i kolumn:
a) przejscie od pojedynczych kwadratéw do czesciowego liniowania;
b) rysowanie linii w jednym wymiarze idzielenie na pojedyncze kwadraty;
c) rysowanie kilku kwadratow (np. wzdtuz bokéw) jako linie prze-
wodnie, a nastepnie liniowanie;
d) rysowanie prawidtowego uktadu szeregow i kolumn metodg liniowania.
Aby zilustrowaé¢ wymienione sposoby rysowania stosowane przez dzie-
ci, oméwimy kilka przyktadéw ich prac (rys. 6a-i).

Rys. 6
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Sposob 1la (rys. 6a). Na poczatku (dwa pierwsze szeregi) Witkowi uda-
je sie rysowac regularny wzér. W efekcie koncowym otrzymuje jednak
strukture nie uszeregowang ani w pionie, ani w poziomie.

Sposob 1b (rys. 6b, 6¢). Ula nie uchwycita jeszcze istoty uktadania
kwadracikéw jako pokrywania obszaru przez powtarzanie tej samej jed-
nostki. Przy postrzeganiu struktury prostokgata koncentruje sie na szere-
gach. Magdzie nie udaje sie odtworzy¢é geometrycznej struktury modelu,
wyraznie widag, iz skupia sie jedynie na kolumnach.

Sposdb 1c (rys. 6d). Rysunek Lukasza swiadczy o tym, ze nie do korca
rozumie on strukture szeregéw i kolumn. Szeregowanie poziome jest po-
prawne, a nawet liczba tych rzedow jest zgodna z diugoscig boku, jednak
stopniowo gubi pionowy ukiad kwadratéw.

Spos6b 1d (rys. 6e). Zapetnianie prostokgta Justyna rozpoczyna od ry-
sowania pojedynczych kwadratéw dookota wzdiuz bokéw. Mimo to udaje
jej sie zachowac prawidtowg strukture geometryczna.

Spos6b 2a (rys. 6f). W pierwszym i w drugim szeregu Justyna rysuje
pojedyncze kwadraty. Nastepnie zauwaza mozliwos¢ wykonania linii cig-
gtej, wiec pewne odcinki liniuje.

Sposob 2b (rys. 6g). Swdj rysunek Kasia rozpoczyna od dwéch poje-
dynczych kwadratéw, a nastepnie rysuje linie poziomg i dokonuje podziatu
na kwadraty. W trakcie pracy sama komentuje swojg decyzje moéwiac: ,to
ja sobie taka jedng linie zrobie, pozniej takie kreski i bedzie mi tatwiej,
poézniej takg kreske nastepna” (rysuje druga pozioma linie).

Spos6b 2c (rys. 6h). Marcin dostrzega wage bocznych oznaczen.
Wzdtuz kroétszego boku przyklada kartonowe kwadraty i obrysowuje je,
a nastepnie rysuje poziome linie. Teraz kartonik przykiada do diuzszego
boku, wykonuje oznaczenia i rysuje linie pionowe. Chtopiec ten nie tylko
uswiadamia sobie strukture szeregéw i kolumn, ale takze zauwaza zalez-
nos$¢ miedzy ich liczbg a dtugoscig bokow.

Spos6b 2d (rys. 6i). Ania swojg prace rozpoczyna od zmierzenia boku
matego kwadratu i narysowania go w rogu prostokata oraz pociggniecia
pierwszej poziomej linii. Nastepnie odmierza na krotszym boku 1 cm odcin-
ki i rysuje pozostate linie poziome. Dalej odmierza na dtuzszym boku i rysuje
linie pionowe. Liczac kwadraty mowi: ,5 kwadratow w 4 rzedach to5 47,
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Omaowienie wynikow

Rezultaty badan wykazujg, ze przedstawianie powierzchni zbudowanej
z kwadratow za pomocg dwodch rodzajow réwnolegltych linii jest znacznie
trudniejsze dla dzieci niz mozna by przypuszczaé¢. Niepowodzenia uczniow
sg duzo wieksze w zadaniach ,,na rysowanie” niz w zadaniach ,,na uktadanie”.

Przyjrzyjmy sie blizej, jakie czynnosci musi wykonac¢ dziecko, wypetnia-
jac prostokat gotowymi ptytkami:

1) utozy¢ kwadraciki tak, by sie stykaty, by nie byto odstepow;

2) zwroci¢ uwage, aby pokry¢ catg powierzchnie i ,,nie wyjs¢" poza
prostokat;

3) zdecydowag, ze wiecej ptytek juz nie potrzeba.

Natomiast dziecko nie musi przy tym uswiadamia¢ sobie struktury sze-
regow i kolumn, gdyz podczas ukiadania ptytek ,,to samo wychodzi”.

Rysowanie wymaga od dziecka przetozenia na rysunek tego, co zako-
dowane bylo poprzednio w czynnosciach. Jest to przejscie z poziomu en-
aktywnego na bardziej zaawansowany poziom ikoniczny, w ktorym wyma-
ga sie od niego odzwierciedlenia cech danych na nizszym poziomie oraz
jednoczesnego uwzglednienia trzech aspektéw: geometrycznego, pomia-
rowego i liczbowego.

W czasie tej pracy dziecko musi:

1) zachowac liczbe i pokry¢ catg powierzchnieg;

2) przej$¢ z powierzchni kwadratu na jego brzeg w przedstawianiu na
rysunku;

3) zachowac uktad szeregow i kolumn;

4) zauwazy¢, ze struktura powstaje przez rysowanie linii poziomych i pio-
nowych.

Dodatkowych trudnosci dostarczaja dzieciom wymagania pomiarowe,
wiekszo$¢ bowiem dzieci w zadaniu 1 narysowata najpierw granice struk-
tury (ramke), a nastepnie musiata opracowaé¢ metode dzielenia kazdej
dtugosci na wymaganag liczbe czesci.

Gtéwnym celem badan byto ujawnienie trudnosci i zwrécenie uwagi na
konieczno$¢ ksztattowania u dzieci geometrycznej struktury prostokata.

Bez dostrzezenia ukladu szeregow i kolumn w prostokacie o wzorze
szachownicy nie zostanie zrozumiane ani znaczenie dtugosci bokéw pro-
stokata, ani obliczanie pola przy pomocy mnozenia. Warto przy tym zwroé6-
ci¢ uwage na wniosek optymistyczny: mimo ze struktura szeregdéw i ko-
lumn nie jest oczywista dla dzieci, to w trakcie badan wyraznie mozna byto
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zauwazy¢ postep, jaki one osiggajg. Czesto dziecko poczatkowo rysuje
pojedyncze kwadraty, potem czesciowo liniuje prostokat, by w koricu dojsé
do pokratkowanego prostokata, w ktérym linie reprezentuja szeregi i kolumny.
Wiekszos$¢ dzieci nabywa tych umiejetnosci w trakcie czynnosci poza-
szkolnej, bez specjalnego uczenia ich tego. Nalezy jednak pamieta¢ o tych,
ktore nawet na koncu badania nie uswiadamiajg sobie omawianej struktury.
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