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Elzbieta Urbanska

Prawa dziatan w matematycznym ksztatceniu
przysztych nauczycieli klas poczatkowych

Jednym z celéw matematycznego ksztatcenia dzieci w klasach I-11l jest
ksztattowanie pojecia liczby naturalnej, a takze rozumienia czterech dzia-
tan arytmetycznych wraz z ich podstawowymi wiasnosciami. Osiggniecie
tych celéw zalezne jest, miedzy innymi, od matematycznego przygotowa-
nia nauczyciela, od jego rozumienia wymienionych zagadnien oraz od ich
wiasciwego opracowania na lekcjach matematyki.

W swoim opracowaniu podziele sie refleksjami z obserwowanych prze-
ze mnie lekcji matematyki w klasach poczatkowych, na ktérych dzieci zaj-
mowaty sie wiasnosSciami dziatan arytmetycznych. Zasygnalizuje tez pro-
blemy zwigzane z rozumieniem praw dziatan przez studentéw - przy-
sztych nauczycieli klas I-111.

Przedstawiony materiat stanowi wynik wstepnego etapu badan, beda-
cych przyczynkiem do opracowania efektywnego sposobu matematyczne-
go ksztatcenia studentéw kierunku nauczanie poczagtkowe.

W programie matematyki dla klas I-1ll czytamy:

»Pozadane jest, aby wszelkie wypowiedziane na lekcji reguly i prawa arytme-
tyczne stanowily podsumowanie swiadomej dziatalnosci uczniéw, ktorzy powinni
by¢ wewnetrznie przekonani o stusznosci tych regut i powinni stara¢ sie formuto-
wac je wlasnymi stowami. Nie nalezy podawac¢ gotowych schematéw postepowa-
nia, ktére uczenn miatby opanowac przez wielkorotne powtarzanie i ¢wiczenie, ani
tym bardziej wymagac¢ uczenia sie na pamiec jakichkolwiek praw.

Mozna uzna¢, ze dziecko zna wtasnosci dziatan, gdy umie poprawnie uzy¢ ich
w zadaniach, gdy korzysta z nich Swiadomie, a nie mechanicznie”.

Z uczniami klas I-1ll trzeba tak organizowac¢ prace na lekcji, by nie
przyzwyczaja¢ ich do niepoprawnej metody: uogélniania zaobserwowa-
nych pojedynczych faktéw bez zadnego uzasadnienia, czy do uzasadnia-
nia prawdziwosci twierdzen przez wykazanie, iz zachodzg w jednym lub
kilku przypadkach.
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Dobrym zabiegiem dydaktycznym bytoby na przykiad organizowanie
z dzie¢mi takich éwiczen na materiale konkretnym, w wyniku ktérych na-
stepowatoby uogélnienie zastosowanej metody (a nie pojedynczego faktu)
i odkrycie przez dzieci ogélnego prawa. Liczne przykitady takiego podejscia
do omawianych zagadnien znajdujemy w Ill tomie Nauczania poczgtkowe-
go matematyki pod redakcjg Z. Semadeniegol

Chcac w taki sposéb realizowa¢ material zwigzany z wprowadzeniem
praw dziatan, nauczyciel sam musi dobrze zna¢ omawiane wilasnosci,
umiec je uzasadnic¢, wiedzie¢ kiedy ijak mozna je stosowac.

Okazuje sie jednak, ze przygotowanie nauczycieli do wprowadzania
praw dziatan nie zawsze jest zadowalajace.

Przypatrzmy sie fragmentom obserwowanych przeze mnie lekcji, ktére
byly przeprowadzone przez nauczycielki z kilkuletnim stazem pracy (5-8
lat), absolwentki studiéw magisterskich kierunku nauczanie poczgtkowe.

(W opisie lekcji N: poprzedza cytowang wypowiedz nauczycielki,

U: wypowiedz réznych uczniow)

1. Klasa Il
(Nauczycielka oblicza z dzie¢mi iloczyny: 2 «9, 9 «2, 3 +9, 9 m3, a na-
stepnie zapisuje: 2 «+9 =92 3¢9 =9 ¢3):
N: Czy takjest dla wybranych liczb, czy dla wszystkich?
U: Dla wszystkich.
N: A kto$ by pomyslat, ze tylko dla tych. Napiszemy to literkami. Kto spré-
buje do pierwszego dziatania. Pamietajcie tylko, ze trzeba pierwszymi lite-
rami alfabetu.
(Uczen podpisuje): 2 <9 =9 m2
a*b=bea
N: Kto napisze pod drugim?
(Uczen podpisuje): 3-9 =9 3
c *b = (nauczycielka przerywa)
N: Po co piszesz c, napisz a, takjak poprzednio.
(Uczen poprawia): 3 9=9 3
a*b=>bma
N: GdybySmy podstawili pod inny zapis, to tez wyszedtby nam ten sam
wzor. Czyli mamy udowodniony wzG4r na prawo przemiennosci mnozenia
(wskazuje na zapis a *b = b +a). Jakie liczby mozna tu podstawi¢?

1 Nauczanie poczatkowe matematyki.praca zbiorowa pod red. Z. Semadeniego, War-
szawa 1985, t. lll, s. 51, 285, 294
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U: Wszystkie
N. A teraz przypomnimy sobie takie obliczenia:
(Nauczycielka pisze na tablicy)
6mM3+4)=6+3+6¢°4=18+24=42
Robilismy wiele takich zadan i zawsze tak mnozyliSmy, a potem doda-
walisSmy. Czy kto$ datby rade utozy¢ wzér literowy do tego prawa?
(Uczen podchodzi do tablicy i podpisuje pod obliczeniem):
6¢(3+4)=6¢3+6¢4=18+24+ 42
a-(b +c)=a- b+ ac =de (nauczycielka przerywa)
N: Dalejjuz nie trzeba. Zmaz to de ... tyle wystarczy. Mamy teraz prawo
rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania. Jakie liczby mozna pod-
stawia¢ pod te litery?
U: Wszystkie.

2. Klasa Il
(Nauczycielka przyczepia na tablicy magnetycznej kota i kwadraty. Za-
znacza petla dwa zbiory: jeden dwunastoelementowy zbiér koét, drugi
oSmioelementowy zbiér kwadratow).
N: Podzielcie te zbiory na podzbiory czteroelementowe.
(Uczniowie wykonuja polecenie. Powstajg trzy czteroelementowe zbio-
ry két oraz dwa czteroelementowe zbiory kwadratéw).
N: Napiszcie dziatania do tych obrazow.
(Uczniowie nie wiedza co pisac).

N: No, w pierwszym byto 12 kot i podzieliliScie na zbiory czteroelemento-
we, wiec co trzeba?
U: Podzieli¢ (zapisuje):

12 :14 =3
N: A co do drugiego zbioru?

(Uczen zapisuje):

8:4 =2

N: A gdybySmy to chcieli wjednym zapisie?
(Uczniowie znowu nie wiedzg co majg zapisac).

N: No, przeciez tojest takijeden duzy zbior, wiec (zapisuje sama):

(8: 4)+ (12 :4)=2+3=5
Wyszto, ze mamy pie¢ podzbioréw. Czy mozna jeszcze inaczejto zapisa¢?

(Uczniowie znowu nie wiedzg)
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N: W pierwszym zbiorze bylo ile elementéw -8,... nie 12, a w drugim - 8
Podzielilismy wszystko razem na zbiory czteroelementowe. Czylijak zapi-
szemy?

U: (8+ 12) 4=20:4=5

N: Jakie zastosowali$my tu prawo?

U: Prawo dzielenia.

N: Nie tak sie nazywa, ale prawo rozdzielnosci dzielenia wzgledem doda-
wania. Dzisiaj bedziemy to prawo stosowac.

3. Klasa Il

(Uczniowie dostajg karteczki z nastepujacym zapisem):

6-4 =
5¢(3+4)=

(Nauczycielka poleca):
N: Zastosujcie prawo, a potem utdzcie wzér do tych przyktadow.
U: To znaczy mamy wyliczy¢?
N: Nie, tylko zastosowac prawo.
U: To znaczy nie oblicza¢?
N: Przeciez méwitam, ze zastosowac prawo.

(Uczniowie pracujg samodzielnie. Nauczycielka podchodzi do niekto-
rych. Karci jedng z uczennic: nie miatas oblicza¢, tylko zastosowac prawo).

Jeden z uczniéw ma na swojej kartce:

5¢(B3+4) =5 3+5+4=15+20=35
aeb+c)=a b+aec=da+ef=gh

Nauczycielka zwraca sie do tego ucznia: masz Zle i prosi innego ucznia
0 poprawny zapis na tablicy. Na tablicy pojawiajg sie réwnosci:

6+4=4m6 5 (3+4)=5-3+5-4

a*b=bea ac<(b+c)=acb+acc
N: Kto ma inaczej, niech sobie poprawi i wpisze do zeszytu. Dzieci beda
juz pamietaly. No, ajak do pierwszego wzoru podstawimy 2 i 3 to co, jaka
rownosc¢?
U: (chérem): 2 m3
N: Ajak 742
U: (chorem): 7 ¢4 =4 «7
N: / tak, jak w drugim wzorze bedziemy mielijakie$ liczby, to sobie je pod-
stawimy do wzoru i mozemy wyliczy€. Wiecie juz, tak.
uU: Tak.

1
w
N
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4. Klasa Il
(Lekcja poswiecona jest mnozeniu liczb jednocyfrowych przez petne
dziesigtki. Nauczycielka zapisuje na tablicy dziatanie):

(30 5+ 4 «70 + 50 *5) - (50 5+ 530 + 70 «4) =

N: Kto obliczy?
u: Zero.
N: Skad wiesz, ze zero, trzeba policzy¢ (wskazuje na innego ucznia). Po-
dejdz ty do tablicy i zapisz swoje obliczenia.
U: (30 *5+4 «70 + 50 «5)-50 5 +5 30 + 70 m4) =
(150 + 280 + 250) - (250 + 150 + 280) = 680 - 680 =0
N: Dobrze policzyt? Tak, dobrze. Teraz zapisze wam nowe dziatania:
(280 +6 60 + 80 «6)- (60 6 +8 60 + 2 +80) =
U: (kilku) Tu tez bedzie zero.
N: A skad wiecie, matematycy sie znalezli, trzeba policzyc!

(Uczniowie postusznie liczg poszczegélne iloczyny. Tylko jeden chio-
piec napisat w swoim zeszycie wynik: 0 i nie liczy. Nauczycielka karci go:
A gdzie obliczenia?. Uczen odpowiada: Ja nie lubie liczy¢. Nauczycielka
nie reaguje, a innemu uczniowi poleca zapisa¢ na tablicy ,prawidtowe"
rozwiazanie).

Opisane sytuacje sg typowe dla wielu obserwowanych przeze mnie na
lekcjach w klasach I-l1ll. Nie bede ich doktadnie analizowa¢ z punktu wi-
dzenia ich dydaktycznej poprawnosci. Ogranicze sie tylko do problemow
zwigzanych z opracowywaniem wiasnosci dziatan arytmetycznych.

Przytoczone lekcje nie sg pierwszymi, na ktérych dzieci poznajg prawa
dziatan. Dostrzegamy juz pewne wytrenowanie. Wida¢, ze niektorzy u-
czniowie rozumiejag co w intencji ich nauczycielki oznacza ,utozy¢ wzér
literowy do prawa” (fragment 1.), ,napisac¢ dziatanie do zbioréw (fragment
2), ,zastosowac¢ prawo” (fragment 3.). Trudno tu jednak moéwi¢, iz na-
uczyciel, a w efekcie i uczen, zdajg sobie sprawe z istoty omawianych
wiasnosci, z potrzeby ich wprowadzania.

Uwaga nauczycielki w pierwszym cytowanym tu fragmencie lekcji sku-
piona jest na dojsciu uczniéw do ogdlnego, literowego zapisu praw: prze-
miennosci mnozenia i rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania. Za-
pis ten pojawia sie w wyniku mechanicznego podpisywania (koniecznie
pierwszych z alfabetu) liter pod liczbami w stwierdzonych roéwnosciach
arytmetycznych. ,Mozliwos¢” takiego podpisywania, spostrzezenie, ze
»gdybysSmy podstawiali pod inny zapis, to tez wyszediby nam ten sam
wzOr”, utozsamiane jest z dowodem prawa.
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Troska o rozumienie ogolnosci zapisu literowego to trening odpowiedzi:
»wszystkie” na pytanie: ,Jakie liczby mozna podstawi¢ do wzoru?”. Zna-
mienne jest jednak, ze nie ma tu ani préby tego podstawienia, ani wyjas-
nienia, dlaczego wszystkie liczby mozna podstawia¢ do wzoru.

Na lekcji w klasie Il (fragment 2.) nauczycielka stara sie pogladowo zilu-
strowa¢ znane dzieciom wczes$niej prawo rozdzielnosci dzielenia wzgledem
dodawania. Mysle, ze chodzito o to, by pokazaé, iz liczbe podzbioréw otrzy-
manych w wyniku podziatlu dwu zbioréw na podzbiory czteroelementowe,
mozna obliczy¢ na dwa sposoby, co w przyktadzie na lekcji doprowadzito-
by do réwnosci: (12 + 8) = 12 : 4 + 8 : 4 i mogtoby stanowi¢ dobrg ilustra-
cje omawianego prawa.

Na lekcji jednak idea rozmywa sie. Nauczycielka prowadzi uczniow
przez niezbyt dla nich zrozumiate pytania, by wreszcie stwierdzi¢, ze za-
stosowata prawo rozdzielnosci dzielenia wzgledem dodawania.

W efekcie dzieci nie rozumiejg co robi nauczycielka, co chce liczyc.
Majag rozdzieli¢ zbiory, zapisa¢ na rézne sposoby ,dziatania do zbioréow”,
potem stwierdzi¢, jakie prawo zastosowali, w koncu dowiadujg sie, ze be-
dgje jeszcze stosowac. Na lekcji nie pojawia sie ani sformutowanie prawa,
ani zadna proba sprawdzenia, co uczniowie zrozumieli z prezentowanego
przez nauczycielke rozumowania.

Programy nauczania akcentujg zaréowno koniecznos$¢ praktycznego ro-
zumienia praw dziatan przez dzieci, jak tez umiejetnos¢ stosowania tych
praw wszedzie tam, gdzie mogg one ufatwi¢ rachunki czy rozwigzanie za-
dania. W cytowanych fragmentach lekcji widaé, jak opacznie niektorzy
nauczyciele rozumiejg te zalecenia.

W klasie Il (fragment 3) nauczycielka myli stosowanie prawa z jego
zapisem dla konkretnych wartosci liczbowych. Takiej interpretacji ,,stoso-
wania praw” uczy swoich ucznidw.

W klasie Il (fragment 4) nauczycielka kaze wykonywaé¢ zbedne obli-
czenia, a proby intuicyjnego (bo nic sie tu nie méwi o zadnych prawach)
stosowania przez uczniéw witasnosci dziatan dla ufatwienia obliczen wys-
miewa i uwaza za niedobre.

Sadze, ze efekt takiego, jak w prezentowanych przyktadach, ksztatce-
nia dzieci nie moze by¢ dobry. By¢ moze wiele z tych dzieci bedzie miato
w przysztosci trudnosci z rozumieniem praw dziatan, a z duzym prawdo-
podobienstwem mozna sadzi¢, ze i matematyki w ogdle. Trudno tez miec
nadzieje, iz kto$ kiedy$ w dalszym nauczaniu szkolnym naprawi to, co juz
nieprawidtowo uksztattowano w umysle dziecka w trakcie nauki w klasach
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poczatkowych. Czesto bowiem pierwsze wrazenia sg bardzo trwate i rzutu-
ja na dalsze ksztatcenie.

Doswiadczenia z Kilkuletniej pracy na zajeciach matematycznych prze-
konujg, ze studenci kierunkéw przygotowujacych przysztych nauczycieli
klas poczatkowych rekrutuja sie w wiekszosci z tych absolwentéw szkoty
Sredniej, ktorzy z matematyka w szkole mieli ktopoty, bali sie jej i opano-
wali niemal wytacznie pamieciowo.

Wypowiedzi studentow na ¢wiczeniach i egzaminie pokazujag, ze wias-
nosci dziatan, ich uzasadnianie i Swiadome stosowanie nalezg do zadan
sprawiajgcych im duze trudnosci. Nie mozna, bazujac na wiadomosciach
szkolnych, omawia¢ tych zagadnien tylko pod katem przysztego przeka-
zywania ich dzieciom. Okazuje sie, iz trzeba wczes$niej jakby na nowo uczy¢
tych studentow podstawowych wiadomosci i umiejetnosci.

Stan wiedzy niektérych absolwentow szkoty $redniej na temat praw
dziatan moga zilustrowac wyniki krotkiej sondazowej ankiety.

Studenci nauczania poczatkowego, ktérzy nie mieli jeszcze kontaktu
z matematyka na studiach, realizowali pisemnie nastepujace polecenie:

.Przekonaj dziecko z klasy I-1ll, ze zachodzi prawo przemiennosci do-
dawania w zbiorze liczb naturalnych”.

Wazne byto, by ankietowani nie prezentowali prawa, czy jego formal-
nego dowodu, ale bedac w sytuacji osoby, ktéra musi kogo$ o czyms$
przekona¢, odstonili wlasne rozumienie omawianego prawa.

Sondaz przeprowadzono wsrdod 31 studentéw nauczania poczgtkowe-
go. Widac¢ z niego, ze wszyscy w jaki$ sposOb znaja prawo przemiennosci
dodawania. Wielu, mimo iz nie proszono o to, podaje zapamietany ze
szkoty zapis prawa. Niektorzy piszg poprawnie, z uzyciem kwantyfikatora:

a,beNa+b=b+a

inni zapisujg tylko rownosé: a+ b= b + a.
Tylko dwie osoby prdébujg formutowa¢ omawiane prawo stownie. Jedna
robi to ogélnie:

»-Mamy dwie liczby: liczbe a i liczbe b. Jezeli dodamy je, otrzymamy wynik x.
Jezeli zas zmieniamy kolejnosc¢ i do liczby b dodamy liczbe a, wynik otrzymujemy
taki sam".

druga ,,podpiera sie" konkretnymi liczbami:
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»Prawo przemiennosci dodawania méwi nam, ze jezeli wezmiemy dwie liczby
nalezace do N, to jest obojetne czy dodamy, np. 1 + 2 = 3, czy tez 2 + 1 = 3 zaw-
sze wynik bedzie taki sam”.

Znajomos$¢ prawa nie idzie jednak najczesciej w parze z jego wiasci-
wym rozumieniem. Az 10 studentdéw kojarzy omawiane prawo z jaka$ nie-
zmiennoscig ale bez zwigzku z liczbami, czy dziataniem dodawania. Oto
przyktadowe wypowiedzi:

»Popatrz! Mamy laleczke, ktéra ma jasne wiosy i laleczke z ciemnymi wtosami.
Wyobraz sobie, ze laleczki idg spa¢. Jedna $pi (ta pierwsza) w metalowym t6zecz-
ku, druga w drewnianym. Laleczki $pig w dwu t6zeczkach w jednym pokoju. Jest
dwie laleczki i dwa t6zeczka. Na drugi dzien laleczki poszty nie do swoich t6ze-
czek, tzn. lalka z jasnymi wtoskami do drewnianego, a z ciemnymi do metalowego.
| czy liczba lalek sie zmienita? Nie, mimo iz Spig z innych stron. | znowu mamy
dwie lalki i dwa t6zeczka”.

»Jezeli Kasia ma urodziny, a jej kolezanki chcg dac jej prezenty to niezaleznie
od tego, ktora jaki da prezent, Kasia bedzie mie¢ obydwa. Kolezankami Kasi sg
Ola i Ala. Ola chce kolezance podarowac ksigzke, a Ala maskotke. Kiedy to zro-
big, Kasia bedzie mie¢ i ksigzke i maskotke. Jezeli Ola podaruje maskotke, a Ala
ksigzke, Kasia tez bedzie miec ksigzke i maskotke”.

Ankietowani studenci ilustrujg prawo przemiennosci dodawania naj-
czesciej dla liczb 1,2,3. W tych ilustracjach mozna sie dopatrzeé¢ aspektu
mnogosciowego liczby:

»Bierzemy np. 2 zielone otéwki i 3 z6ke. Méwimy, ze jak dodamy 2 zielone do
3 z6itych, to w sumie bedzie 5 olbwkéw 2 + 3 = 5 i na odwrét, tzn. jezeli zmienimy
kolejnos¢: 3 zoétte + 2 zielone = 5 otdwkoéw, 3 + 2 = 57,

Dla ilustracji prawa ankietowani studenci dobierali rézne konkretne zbiory
(chociaz stowa ,,zbior" nie uzywali). Kolejnos¢ sktadnikéw przy obliczaniu sumy
wigzali w swojej interpretacji np. z miejscem rozmieszczenia elementdéw (jedne
z lewej, drugie z prawej), z czasem pojawiania sie elementéw (wczes$niegj,
pozniej), z réznymi sposobami przeliczania (np. najpierw licze zielone, potem
z6kte). Znamienne jednak, iz nikt w swojej interpretacji nie zauwaza, ze obli-
czana suma musi by¢ taka sama, bo za kazdym razem liczymy elementy tego
samego zbioru. Dla wszystkich ankietowanych bardzo wazne jest natomiast
wyliczenie kazdej z sum typu: 2 + 3=5i3 + 2 = 5, a dopiero z réwnosci wyni-
kéw wnioskowanie o réwnosci sum:

»Kuba! Popatrz: masz dwa jabluszka, a obok trzy jabtuszka. lle ich jest razem?
- Pie¢. Teraz utdz na stole inaczej: najpierw trzy, a potem dwa jabtuszka. lle masz
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teraz? - Znowu pie¢. Wiec widzisz. Czy najpierw sg dwa, a potem trzy, czy tez na
odwrdt, jezeli je dodasz, bedziesz miat 5. Zapiszemy to: 3 +2 =2 + 3”.

Wypowiedzi ankietowanych mialy przekona¢ dziecko, ze prawo prze-
miennosci zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych. Wszyscy studenci to
przekonanie utozsamiali z pokazaniem, iz prawo zachodzi w jednym, cza-
sem w dwu przypadkach:

»Dam ci teraz 2 cukierki do lewej raczki, a za chwile 3 do drugiej. Masz wiec 5
cukierkéw. Potem robimy odwrotnie - najpierw 3, a potem 2. Znowu 5 cukierkow.
Po konkretnym przyktadzie (moze by¢ ich wiecej) zapisujemy: a + b=b + a".

Wida¢ wiec, ze ankietowani studenci nie czujg dobrze istoty prawa
przemiennosci dodawania. Poza tym wyniesli ze szkoty btedne przekona-
nie 0 mozliwosci uzasadniania wilasnosci przez sprawdzenie jej prawdzi-
wosci w pojedynczym przypadku. Moze byli kiedy$ ksztatceni tak, jak to
obserwowatam na lekcjach matematyki w klasach I-Ill, a zilustrowatam
fragmentami przytoczonymi w pierwszej czesci artykutu...

Ankietowani studenci to przyszli nauczyciele klas poczatkowych. Moz-
na sie zastanowic¢, jaka wiedze przekazg oni swoim uczniom. Jaki efekt
przyniesie krotkie, matematyczne ksztatcenie ich na studiach?

Mysle, ze bardzo wazne jest znalezienie takiego sposobu przygotowania
nauczycieli do uczenia matematyki, by przerwac ,btedne koto”: uczen nie ro-
zumie, pozniej Gako student) ma trudnosci, gdy sam zostaje nauczycielem, w
dalszym ciggu nie rozumie, wiec z kolei jego uczen nie rozumie itd. itd.
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