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Z e n o n  M o s z n e r

Fonctions homothétiques et l’équation 
de translation

Résumé. On montre que les deux définitions de la fonction homothé
tique sont équivalentes. Une liaison entre cette fonction et la solution de 
l’équation de translation permet recevoir les propriétés de cette fonction 
formulées dans [2] d’une autre façon. De plus on donne une construc
tion des fonctions homogènes et des fonctions homothétiques, définies des 
manières diverses, par les résultats de la théorie générale de l’équation 
de translation.

J . C . Candeal et E. Indurain dans [2], en considérant les définitions différen
tes des fonctions homogènes en économie, ont donnés comme une généralisation 
de cette notion entre autres les deux définitions de la fonction homothétique: 
une d’après J .  K . Whitaker et B. T . McCallum [12] et la deuxième d’après 
R. Fare [3]. Ces définitions sont suivantes.

Soit IR+ — {x G IR : X >  0}, 1R+ =  (!R+ )n, X  C  IR" un cône et /  : X  —> IR.

D e f i n i t i o n  1 (J. K. Whitaker et McCallum). La fonction /  et dite ho
mothétiques si

Ух, y G X  Vf € 1R+ : f {x)  =  f ( y )  => f ( t x )  =  f{ty)  (1)

DEFINITION 2 (R. Fare). La fonction /  est dite homothétique s’il existe 
une fonction F  : f ( X ) x  1R+ —» IR telle que

Ух <E A  VA G 1R+ : f{Xx)  =  F{ f {x) ,  A) (2)

Nous montrerons que ces deux définitions sont équivalents et que la fonc
tion F  dans la définition 2 ne peut pas être arbitraire, elle doit remplir 
l’équation suivante

F { F { a , \ ) , » ) = F { a ,  A/i), (3)

AMS (1991) subject classification: 39B12, 39B22.
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nommée l’équation de translation, et la condition

F(a,  1) -  a, (4)

nommée la propriété d ’identité.
Cette deuxième remarque et les résultats de la théorie générale de l’équa

tion de translation (voir p. ex. [9]) nous permettent recevoir les propriétés 
de la fonction homothétique au sens de la définition 1 données dans [2] et 
généraliser ces propriétés. Quelques propriétés des fonctions homothétiques 
(généralement homogènes) sont données aussi dans [1] et généralisées dans [7] 
et [8]. En remplaçant dans (2) l’homothétie Ax par un groupe des transfor
mations G  d ’un espace X  nous recevons l’équation par rapport à /  nommée 
l’équation du comitant (généralisée) et résous dans [11] sous les suppositions 
complémentaires au sujet du groupe G  et dans [6] sans ces restrictions par la 
forme de la solution générale de l’équation de translation sur un groupe [5].

Dans [2] sont données aussi les définitions de l’homogénéité et de l’homo- 
théticité moins générales que les définitions 1 et 2. Ces sont les définitions:

Definition 3. La fonction /  est dite homogène de degré m si 

Vx € X  VA € 1R+ : /(A x ) =  Am/(x ) .

Definition 4 (K. Lancaster [4]). La fonction /  est dite homothétique s’il 
existe une fonction Ф : 1R+ —> IR telle que

Vx G X  VA G H + : / ( Ax) =  Ф (А )/(х ).

Definition 5 (p. ex. [2]). La fonction /  est dite homothétique s’ils exis
tent une fonction g : IR —» IR croissante et une fonction h : X  —»• IR homogène 
au sens de la définition 3 telles que

Vx € X  : f ( x )  — g(h(x)).

On donne en fin de la note la construction des fonctions de cette sorte par 
la théorie générale de l’équation de translation.

1. On voit facilement que la fonction /  : X  —> IR remplissante (2) satisfait 
aussi à (1). Inversement si la fonction /  rempli (1), on peut considérer une 
fonction F  : f { X )  x 1R+ —> f ( X )  défine comme il suit: (a, A) =  ( / (x ) ,  A) —>• 
/(A x ). Cette fonction est bien définie (F (a , A) =  /(A a) ne dépend pas du 
choix de x) d’après (1) et de plus (2) a lieu. Les définitions 1 et 2 sont donc 
équivalentes.
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2. Nous avons pour la fonction F  remplissante (2) pour а =  f ( x )  :

F { F ( a ,  A), /i) =  F ( F ( f ( x ) ,  A ),M) =  F ( f ( Ax),p) =  f (pXx)

=  F { f ( x ) , X p )  =  F(a,Xp) ,

donc F  remplit (3) pour а 6 f ( X ) ;  A ,m € JR+. De plus F(a,  1) =  F ( f ( x ) ,  1) =  
a, alors F  remplit (4).

Inversement si nous considérons une fonction F  : E  x 1R+ ->  E,  pour 
E  C  IR, remplissante (3) et (4) pour a e  E] X,p  G IR+, si nous prenons une 
fonction /  : S  —> E  arbitraire, où S  est un sélecteur de la famille des classes 
d’équivalence de la relation

xpy <=> ЗА G 1R+ : x =  Xy (5)

pour x , y  G X  (un cône dans 1R+ ) et si nous posons

f ( x )  =  f (Xs)  =  F ( f ( s ) , X )  (6)

pour x =  As, s E S,  A 6 IR+, nous recevons une fonction /  : X  —> IR bien 
définie et qui remplit (2) avec la fonction F  comme plus haut. En effet /  est 
bien définie puisque d’après (4) F ( / ( s ) ,  1) =  f ( s )  =  / (1  • s). De plus si x  G X  
ils existent un s € S  et un p  G 1R+ tels que x =  ps, d’où pour Xx =  Aps  et de 
là

/(A s )  =  f (Xps)  =  F ( f ( s ) ,  A/x) -  F ( F ( / ( s ) ,  m), A) =  F ( f ( p s ) ,  A)

=  F ( f ( x ) ,  A).

Il résulte de nos considérations qu’on peut recevoir toutes les fonctions 
homothétiques sur un cône X  par la procédure suivante: prendre un ensemble 
E  C  IR. arbitraire, construire une solution F  : E  x 1R+ —> E  de l’équation de 
translation (3) remplissante (4) et définir /  comme plus haut.

Puisque on peut prolonger chaque solution F  : E  x IR —>■ E  de (3) et (4) 
à la solution F * : R x  IR+ —> IR remplissante (4) de la manière suivante:

{
F(a,  A) si ß G E , A G IR.-4-, 

a si û G 1 R \^ ,  A g R + ,

on peut considérer dans cette procédure les solutions F  de (3) et (4) sur 
IR x 1R+ .

3. On sait [5] qu’on peut construire chaque fonction F  : Г  x G  —X Г , où Г 
est un ensemble arbitraire et (G ,-) forme un groupe, remplissante (3) et (4), 
où 1 dans (4) désigne l’élément neutre de G,  de la manière suivante:
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(a) décomposons r =  U r * , où Tfc 7^0 et Г*;П Г/ =  0 pour к Ф l, de la
кек

manière qu’il existe pour chaque k G K  un sousgroupe G k du groupe G  
tel que card Г*, =  card G / G k , où G / G k  =  { G kX : Л G G},

(b) soit gk : Tfc —> G / G k  une bijection,

(c) posons
F{a,X)  =  ^ 1(ÿfc(a)A) p o u r a G ^  . (7)

Nous avons Г =  R  et (G, - )  =  (1R+ ,-) dans nos considérations précédentes. 
Nous allons montrer que ces considérations avec la construction plus haut nous 
permettent recevoir les propriétés de la fonction homothétique données dans
[2] dans les théorèmes 1, 2 et 3.

4. On constate dans le théorème 1 dans [2] qu’il existe pour une fonction 
homothétique f  : X  —> JR une décomposition X  — |̂ J X j , où Xj  sont des

j e J
cônes, telle que la restriction / .  de la fonction /  à X j  est une fonction radiale 
ou une fonction d’une période logarithmique, c. à d.

(i) il existe un nombre r G IR tel que X f ~ l (r) П =  0 pour A ф g;

X, g G 1R+ et ff~l {r) est un générateur de Xj

ou

(ii) il existe un nombre T  >  1 tel que f j ( T x )  =  f j {x)  pour chaque x G Xj .

Si nous prenons pour Xj  les cônes disjoints {Aa; : A G 1R+} pour x G X  (les 
rayons dans X)  nous voyons d ’après les considérations dans 2 que f j (Xs)  =  
F ( f ( s ) , X )  pour s fixé dans Xj  et A variant sur H + . Nous avons d’après la 
construction dans 3 que F ( / ( s ) ,  A) =  1(gk{f{s))X)  pour / ( s )  G Г*;.

Si Gk =  {1}, gk est une bijection de Г*, sur G =  1R+ (nous identifions ici et 
dans la suite G / {  1} avec G)  et de là F ( / ( s ) ,  A) est comme la fonction de A une 
injection sur 1R+ , d’où f j{Xs)  est une injection par rapport à A. Il en résulte 
que f j  est une injection sur Xj  , alors pour r — f ( s )  on a: Х / ~ 1( г ) П д / ~ 1(г) =  

{As} П {/us} =  0 pour A Ф g et puisque f f l {r) =  s, f ~ l {r) est un générateur 
de Xj . Par conséquent nous avons (i).

Si Gk ф {1}, il existe T  >  1 tel que T  G Gk,  d ’où pour x G Xj  , x =  As 
pour un A G 1R+, pour / ( s )  G et gk{f(s))  =  G k/i :

f j ( T x )  =  f j (TXs)  =  F ( f ( s ) , T X )  =  д ? Ы № ) Т Х )  =  g]fl ( Gkg,TX)

=  g ? ( G kT n X) =  g~k \ G kg A) =  g ^ { g k{ f ( s ) )A) =  /.(A s) -  f j (x) ,  

alors (ii) a lieu dans ce cas.
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Les raisonnements plus haut restent valable si nous prenons au lieu de 
]Rn l’espace vectoriel V  sur un corps commutatif et ordonné K  et si nous 
considérons la fonction /  : X  ->  Z, où X  forme un ensemble radial (c. à 
d. {Ax : À € K + } C  X  pour chaque x € X )  dans V  et Z  est un ensemble 
arbitraire. Dans ce cas (G,  •) =  (K+,  ■), où K + =  { A e K : A > 0 } .

5. Passons au théorème 2 dans [2]. Il dit que si /  : 1R+ —> I l  (n =  1) est 
une fonction homothétique et g(x) =  / ( e x), dans ce cas

(a) g est une injection sur IR, 

ou

(ß) il existe T  >  0 tel que T  est une période de g et g est injective sur [0, T ) 

ou

(7 ) 9 — où J  C  IR, r j , r  sont différents, (E,  + )  est un sous-
j e J

groupe de groupe (IR, + ) , E j  — { j \  +  E  (j  0  E ) , E \ J { E j  : j  G J )  est une 
décomposition de IR et x 4 est la fonction caractéristique de l’ensemble 
A.

Dans le cas n =  1 on a seulement une classe d’équivalence de la relation 
(5), d’où il suffit prendre s =  1 et / ( s )  =  a (arbitraire, fixé, réel) dans (6), 
alors /(A ) =  F(a,  A) pour A € 1R+, où la fonction F  remplit (3) et (4). Par 
conséquent g(x) — f ( e x) =  F ( a , e x) et la fonction H(z , x )  =  F (z , ex) remplit 
les conditions suivantes:

H ( H ( z , x ) , y )  =  H ( z , x  +  y) pour x, y, z E IR et H(z,  0) =  z pour гг € IR. 

Elle doit donc être de la forme (7) avec Г =  IR et (G,  •) =  (IR, + ) . Puisque 

g{x) =  H  (a, x) =  g^i gki a)  +  z) pour a € Г * ,

alors si

1) Gk — {0} la fonction g(x)  doit être injective, donc nous avons (a),

2) G к =  {cT : c entier arbitraire} pour un T  >  0 et réel, dans ce cas puisque 
H  (а, T)  =  a on a

g(x +  T)  =  H( a , x  +  T)  — H ( H ( a , T ) , x )  =  H(a , x )  =  g(x),
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donc la fonction g a T  comme période. Si g{x) =  g (y) pour x , y  €  [0, T ) 
et gk (a) =  G k +  b, alors 1 {gk (a) +  x) =  y * 1 {gk (a) +  y ), d ’où gk (a) +  x =  
gk(a) +  y, d ’ici x — y G G k , donc x =  y. La fonction g est donc injective 
sur [0,T ) ,  alors (ß ) a lieu,

3) G k est dense dans IR, dans ce cas nous avons (7) par la construction (a), 
(b), (c) dans le point 3 ( E  =  G k\ { E j } j e J  =  lR /G fc\ { G fc}; r =  gk 1{Gk); 
rj  =  gk 1(Ej )).

6 . Considérons le théorème 3 dans [2]: si /  : X  —> IR est une fonction 
homothétique et continue, dans ce cas il existe une décomposition X  =  X j ,

j e  J
où X j  forment aussi des cônes, telle que la restriction f j  de la fonction /  à X j

(A) est une fonction stable 

ou

(B) il existent les deux fonctions m, h continues telles que h : X j  —> IR est 
homogène de degré 1, m : IR —> IR est injective et /  =  m(g).

Remarquons au commencement qu’il y a une lacune dans la démonstration 
dans [2] de ce théorème. On reçoit la thèse (A) par le corollaire 1, affirmant 
que ce corollaire est une conclusion simple du théorème 2. Cela n’est pas vrai 
puisque la fonction /  : 1R+ -*  IR homothétique qui n’est pas injective peut 
être da la forme f ( x )  =  y(lnæ), où g remplit la thèse (ß ) ou la thèse (7 ) 
du théorème 2. Dans le cas (7 ) l’ensemble des périodes de g doit être dense 
dans IR, alors g, d’où / ,  doivent être stables comme continues. Dans le cas (ß) 
l’ensemble des périodes de g peut avoir “a priori” la forme {cTo : c entier} 
pour un To >  0 et il faut montrer que cette forme est impossible pour g 
continue. Nous allons ça montrer par “reductio ad absurdum” . Remarquons 
que si /  : IR+ —> IR est homothétique, g(x) =  f ( e x) remplit la condition

g{x) =  g{y) ^  g(x +  z) =  g(y +  z) (8)

pour chaque x , y , z  G IR. Nous avons d’après (ß ) que g(0) =  g(T)  pour un 
T  >  0, donc g , comme continue, doit avoir maximum ou minimum dans l ’in
tervalle ouvert (0, T ). Il en résulte qu’il existent x et y dans (0, T ) pour lesquels 
0 <  x — y <  T) et g(x) =  g{y).  Nous avons par (8): g(x +  u) =  g(y +  u) pour 
u arbitraire dans IR, d’où g{u +  x — y) =  g{u). Par conséquent x -  y est une 
période de g , contrairement à l ’inégalité 0 <  x — y <  To .

Revenons au théorème 3 dans [2]. En considérant comme dans le point 4 
pour le théorème 1 nous avons les deux possibilités: G k ф {1} et G k =  1.
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Dans le cas premier nous avons constaté dans le point 4 que (ii) a lieu, alors 
la fonction gj(a)  =  f j ( e as) a In T  comme une période. Puisque g3 est continue 
nous avons vu plus haut qu’elle doit avoir l’ensemble des périodes dense dans 
IR,, alors elle est stable. Par conséquent f j  est stable dans ce cas, alors (A) a 
lieu.

Dans le cas Gk =  {1} nous avons par (c):

/j(A-s) =  F ( f ( s ) , \ )  =  fffc 1(fffc(/(s))A) pour f {s)  € Г * , (9)

où gk est une bijection de Г*, C  IR sur G / G k  ■ Désignons а =  gk{f{s))  et 
constatons que а € 1R+. Puisque Л —> fj (Xs)  est continue, g f 1 : 1R+ —> Г / 
est continue. Soit m : IR —> IR un prolongement continue de la fonction g^1 
et définissons pour x 6 X j  : h(x)  =  h(Xs) =  a \ .  La fonction h : X j  -»  IR 
est évidemment continue et homogène de degré 1 et d’après (9) nous avons 
f j  =  m(h ), d’où (B) a lieu.
Remarquons qu’il suffit seulement supposer que la fonction Л —> / ( Xx) est 
continue sur IR+ (la continuité de /  pas sur X  mais sur les rayons de X )  pour 
nôtres considérations présédentes.

7. Puisque la fonction /  remplissante les conditions de la définition 3 ou 
de la définition 4 ou de la définition 5 est aussi homothétique au sens de la 
définition 1 (ou 2), alors elle doit être de la forme (6), où F  a la forme (7). 
Puisque F  dans (7) est déterminée par les bijections gk il suffit donc indiquer 
ces bijections gk pour avoir la forme de /  par (6). Nous allons montrer ces 
bijections. Si /  =  0 dans n’importe quelle des ces définitions il suffit prendre 
Gk =  1R+ et gk =  0. Nous supposons dans la suite que f  ф 0. Dans le cas 
de la fonction /  remplissante les conditions de la définition 5 il suffit prendre 
9k(a) =  b _ 1(a)] m pour a € l R e t ( 7 : I R —>1R croissante. En particulier pour la 
fonction /  remplissante les conditions de la défninition 3 nous avons pour gk 
la même formule avec g(a) =  a. Pour la fonction /  remplissante les conditions 
dans la définition 4 la situation est en peu plus compliqée, puisque la fonction 
Ф dans cette définition ne doit pas être injective. Si Ф : 1R_|_ —> IR avec une 
fonction /  Ф 0 remplissent / ( Xx) =  Ф(Л)/(ж), dans ce cas Ф doit remplir 
la condition Ф(Ар) =  Ф(А)Ф(р), c. à d. Ф est un homomorphisme, d’où Ф 
est constant sur les éléments de la famille Ш,+ /Ф _ 1({1}) et pour les éléments 
différentes a les valeurs diverses. En prenant Gk =  Ф- 1 ({1}) nous pouvons 
définir д ^ { С )  =  Ф(А) pour A € C  € 1R+ /G k  , pour avoir (6) avec F  définie 
par (7). En effet si gk{f{s)) =  Gkh pour un g e 1R+ , alors f ( s )  =  g~1(Gkh)  =  
Ф(р), d’où

/(A s) =  д ^ Ы П з ) )  A) =  9 k \ Gk h X)  =  Ф(/хА) =  Ф(А)Ф(р) =  Ф (А)/(в).
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