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Sur un développement de la valeur moyenne

Résumé. Dans la présente note on démontre la formule:

— ¥rL~?j?.r-d = Ec,(r.X)b'p

t=0
'P\J Lpu(t)<pp-i(\t - x\,r,\)dt

ou Lu —u" —A2u, L'u —L(LI~lu), r > 0, Ae H+. Les coefficients
Ci ainsi que les fonctions ipt sont bien déterminées. On utilise la for-
mule ci-dessus pour caractériser des solutions de I'’équation Lpu = 0 et
pour caractériser des solutions de certaines équations fonctionnelles. On
considéere aussi les mémes probémes pour l'operateur L\u = u" + A2u.

Dans cette note on démontre la formule

ux + £ =22 Cign x)LIu) + \ f Lpu(®) qp-i(\t -x\,r, X)dt
£ JX-r

ou u est une fonction de classe C 2p dans un intervalle ouvert I, x, X + r,
X—r€/,r>0 L°U=u, Lu=u"—A2u, Llu= L(LI~lu) (i= 2,3,...), Aest
un nombre non-négatif quelconque. Les coefficients cr ainsi que les fonctions
tpi sont déterminés (§1-3).

La formule ci-dessus nous permet de caractériser des solutions de I’équation
Lpu = 0. Cette caractéristique est donnée dans le §4.

Le cas ou p = 1 nous conduit aux certaines équations fonctionnelles. Ces
équations sont considérées dans le §5. Nous y donnons une généralisation de
la notion de la convexité.

AMS (1991) subject classification: Primary 26A24, Secondary 26A51, 39B20.
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A la fin on considére les mémes problémes pour lI'opérateur L\ défini par
L\u = u" + X2u.

Les problémes examinés dans cet article sont liés directement avec ceux de
la valeur moyenne sphérique pour des fonctions de plusieur variables considéré-
es en nombreux travaux ([1], [3], [4], [5], [6]). Cependant les résultats obtenus
ici ne font pas des cas particuliers de ces notes.

8 1. Nous allons démontrer le lemme suivant

Lemme 1. Siu est une fonction de classe C 2 dans |, alors pour tout x € |
et pour toutr > 0 tel que [x —r,x+ r]C | on a

u(x + r) + u(x —r) —2u(x)ch\r + Q, ()
ou 1 rx+r
—/ (n" —A2u)(f) sh(X(r — Jt—x\))dt si A> 0,
Al XxX—
Q=\" #
/ u"(t) (r —\t —x\)dt si A= 0.

JX—

Démonstration. Si r = 0, la formule est évidente. Supposons r > 0 et
considérons d’abord le cas ou A> 0. On a
rx+r rxX+r

/ u"(t)sh(X(r — |t —x\))dt — / u"(t)sh(X(r + x —t))dt
Ix-r JIX

+ ( u"{t)sh{X{r — x + t))dt.
JIX—F

En intégrant ces deux dernieres intégrales deux fois par parties on obtient la
formule (1).
Si A= 0 nous faisons le méme raisonnement.

Soient g, r > 0. Posons

, I \sh{X{r - si A> 0,
<P0(C|,r,)u() = < A X{ 9)

[r-p siA =0
et r

<Pk(B,r,X)= / (Pl 1(s,r,X)(po(g,s,X)ds, K=1,2,...
Je

Notons que rA)>0si0<g<retA>0.
De plus on a

nu (. B2t Mel’,O):(ZC"' 1)’ )

Posons co(r, A) = chXr et
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Ck{r,\)= [0 4>k-\(s,r,X)c0{s,X)ds, A= 1,2...
J
2k

Remarquons que c(r,0) = wy et que la fonction

AL >Ck{r,A), A>0

ainsi que la fonction
Ni—» (pk{g,r,X), A>0

sont continues dans [0, -boc) pour tous g, r > 0.

THEOREVE 1. Si u est une fonction de classe C 2p dans I, alors pour tout
X £ 1 et pour toutr > 0 tel que [g—r,x-fr] C | on a

u{x + r) + u(x-r) , ., rt .,
—  Lz-A— - = c*r’AL «(¥)
k=0 2
2 rx+r
+-/ Lpu{t) (Ee-i{\t-x\,r \)dt,

quelque soit A> 0.

Démonstration. De la définition de Ck résulte que co(0, /T) = 1let c*(0, A) =
Osik= 1,2,... . Celaentraine que (2) est vrai si r = 0. Supposons doncr > 0.
Dans ce cas nous utilisons la récurrence. Du lemme 1 et des définitions de co
et qo résulte que le théoreme 1 est vrai sip — 1L

Supposons maintenant que pour certain p G IN* le théoréme 1 est vrai.
Considérons une fonction n de classe C 2p+I1~dans un intervalle I. Soient x £ 1|
etr > 0tel que [x —r,x + r] C I. L’hypothése de récurrence nous donne

n@a + r) +u(x—r) _ ~ Ckfr, X)Lku{x) + | f L pu{t)<pp-i (\t - x\, rX)dt

z k=o ZIX~r
p-i
= 5ZcAr, X)Lku{x)
k—0
frLpu(x + s) + Lpu(x - s)
+ Yo 2 tpp-i{s,r.X)ds.
Du lemme 1o0n a
I LPu{x + s) + IPu”x —s) . .
Jo J ¥p-i(s)riX)ds

=J |.Lpu(:r)c/iAs

J s

+- |/ Lp+1lu{t)ipO(\t-x\,s,X)dtq (pp-i{s,r,X)ds
£ Jx—s \]
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= Lpu(x)‘i) ipp-i(s,r,\)co(s,\)ds
+\fo (/ Lp+lu{t)ipp-i(s,r,\)ipo{\t - x\,3,\)c1” ds

= Cp{r,\)L pu(x)

+\Jo (/ Lp+lu(t)*p™(s,r,\)"Q(t - x,s, X)dtp ds

+\fQ (/ 1 f+1u{t)(pp-i(s,r,\)<po(x-t,s,\)dtj ds.

En changeant I'ordre d’intégration on obtient

a r Lp+lu(®)ipp-i(s, r, \)ipo(t —X, s,\)dt” ds

]
C B Lp+tlu(t)(™p_i(5r, —X,s, A)ds” dt

1
[

ALp+lu(t) gri(s,r, A)v3o(]t-x],s, A)ds” dt

rx+r
/ Lp+lu{®ipp(\t - x\,r,\)dt.
JX

m_LpHu(t)ipp-i(s,r, A)<po(™ —t,s,X)dtp ds

= J[ Lp+lu{t)ipp(\t - x\,r, \)dt.
X—F

De méme

Par conséquent

frLpu(x + s) + Lpu(x - s)
Jo 2

<Pp-i(s,r,A)ds
1 fx+r .
= cp(r, A)lLpu(x) + - Lp+lu(t)ifp(\t - x|, r, A)dt
L Ix—r
et
"(I+r);" (X~r) = t%(r,

ce qui termine la démonstration du théoréme 1.
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Remarque 1. Pour | = 0 on pourra obtenir la formule (2) en partant du
resultat de Walter ([6]).

Remarque 2. En appliquant la formule de la moyenne pour les intégrales
la formule (2) s’écrit
ux+r+ux-r 2 ok
—2"7ck\ri® u\x)
fc=0 (3)

+\A I pu((,)J I_r -x|,r,A)df,

ou£€ (X—r,X+ ).

§ 2. Nous allons donner quelques propriétés des coefficients Ket ipk . Tout
d’abord remarquons que

<Pk{r,r\) =0, ke N et r=1 ()
pour tout r > Oet J1> 0.
De la définition de 4K et de (4) on a
A0, 1> D) =(pk_X(r,r\)ipo(g, r,A) + J diPk-2 ' "~ <Po(B s, A)ds
Tdvk-\{s,r,X : ' ©
_ JTdvk-\s,rX) (pofR,s,\)ds
et donc
17 (e'rM)je=r =0 ©®
pour tout K € IN* et pour tousr > O et A> 0.
Posons

K:r i—>ipk(B,r, A), r > 0et Ac INY, A> 0.
Nous allons démontrer
Lemme 2. Pour tout g > 0, la fonction vk est une solution de |équation
v'(r) - Ad(r) —Ufci(r), r > 0. @)

Démonstration. De (5) on a

vk(r)=J dm~I{s,r\)g>o0(g,s,\)ds

et donc
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A s rD A
(N = arw_1(S,r,A) No(evr, ) + )  —"~-{s,rX)(B0{e,s,X)ds.
En utilisant (4) et (6) on obtient

¢y q2”

o(e,r,\)+I -7j-{s,rX)<p0{g,s,X)ds si k= 1,

()
/ AT™Y rX*o(B,Mds si = 2i3>--
Raisonnons dans la suite par récurrence.
Sik= 1ona
G2
v'(r) - A20i(r) = t0(g,r, A) + J ~~-{s,rX)<g0(g, s, X)ds
-A 2/ ip¥s,rX)ip0(R, s,X)ds
Je

= uo(r) + J - A2a>" («, rX)<p0{g,s, X)ds

= vo{r)
car la fonction r i— > tp0(s,r,X) est une solution de I’'équation homogéne de

().
Supposons que pour certain kK > 1 la fonction vk-\ est une solution de
I’équation
v'(r) - X2v(r) = vk-2(r), r > 0.

Alors, d’aprés (8) et de I'hypothése de récurrence on a

4'(r) - A2v*(r)

- A2<efein {s,rX)(p0(g,s,X)ds
= [ («fc-i - X2vk-i)(r)<p0(B3,s,X)ds
JB

= Jg vk- 2{r)(p0(R,s,X)ds = Jg <pk-2(s,r,X)ip0(g,s,X)ds

= 4>k-\(B,r, X)
La démonstration d=u | r(':npare) 2 est donc terminée.

Lemme 3. Soit KG N* et X> 0. Lafonction ck : r = >ck(r, A), r > 0, est
une solution du probleme
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(v"(r)-\2v{r)=ck_i(r),

0.

jv(0) = v'(0)
Démonstration. |l est évident que Cfc(0) = 0 pour kK G N*. Par définition

de ck et (4) on a

c'Ir) —ch\r(pk-i(r.,r, Ay + f chXt (t,r, X)dt
Jo or

= Jpehxt Ltr ot

o
Alors c™(0) = 0 et

chXr + [ chXt™"-(t, r, X)dt si kK —1,
M- r « o%
chXt”Z 1(t,r,X)dt. si k= 2,3......
J[O orl ( )

En raisonnant dans la suite par récurrence et en utilisant le lemme 2 on
démontre que ck vérifie I’équation du probléme (9) pour tout K G N*,

§3. Soient r > 0, A> 0, K G N. Posons
«o(r, ) = chXr

et
r 2k

A SIA=0"
at(r,X)~. <@ 2

)

S A>0

pour r > 0 et Qifc(O, A) = 0 pour tout A > 0. La fonction I, est la fonction
modifiée de Bessel de premiere espéce d’indice n ([2]). De la formule asymp-
totique

lu{x) ~ y f7p+T7) six 0+>v>0 (10)
il résulte que la fonction
ri—»ak(r,A), r>0
est continue dans I'intervalle [0, -foo) pour tout A > 0. De méme, la fonction
Ai—>ak(r,A), A>0

est continue dans l’intervalle [0, -foo) pour tout r > 0.
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La formule de dérivation des fonction /,,

ég(*-% (*)) = X -4 v+i{x)

et la formule (10) nous disent que la fonction r i—> ak(r,X) est de bonne
régularité en r = 0 pour tout A> 0.

En utilisant (10) et la formule

N fi/(x) — lii—(x)  fi/+1(x)
on démontre par récurrence le lemme suivant
Lemme 4. Soit k £ 1S*. La fonction
ok -r —>a*(r,A), r> 0
est une solution du probleme
v'{r) - X2v(r) = Ofc-i(r), r> 0
tt'(0) = u(0) = 0.

Théoréme 2. Pour tout K € IS

(*k{r,X) = Ck(r,\), r>0, A> 0. (11)
Démonstration.

Par définition aO(r, /) = co(r, A). L’unicité du probléme
de Cauchy (9), les lemmes 3 et 4 entraine I’égalité (11).

Dans le cas ot A >*0, les coefficients Ck s’expriment a l'aide des fonctions
sh et ch. En effet, la formule

nous donne
rzx (1d\k
crm=2iwuU&) (chx) w=Xr
pour k= 0,1,... .

84. Du théoréme 1 découle directement

Théoréme 3. Si une fonction u de classe C 2p dans | vérifie 1’équation
Lpu(t) = 0 pour t € / alors

(,+1);, U ]:sz )N M

pour tout X £ 1 etr > 0 tel que [x —r,x+ r] C I.

ve)
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REMARQUE 3. On pourra obtenir la formule (12) comme un cas particulier
da la formule de Schot ([5]) si I'on prend I’espace de dimension 1. Cependant
I'auteur de la note [5] a supposé I'espace de dimension n > 2.

Nous allons démontrer le théoréme réciproque au théoréme 3.

THEOREME 4. Si une fonction u est de classe C2(_1) dans un intervalle
ouvert | et I'égalité (12) a lieu pour tout x € | et pour r assez petit, alors
Lpu(x) = 0 pour x £ I.

Démonstration. Avant tout nous démontrerons que la fonction n est de
class C 2p dans |I. De plus nous démontrerons qu’elle est de classe C°° dans I.

Soit xo G | et r > O tel que pro—2r,xo + 2r] C I. En appliquant (12) pour
certain x G pro—r, 0+ rjona

MK+ &) + - g) + Vr pk{e)n?Kkx) = Cp-rte, A )™ - ") (13)
* k=0
pour tout g, 0 < g < r, ol Rk sont des nombres bien définis.
En intégrant I'égalité (13) par rapport a g dans intervalle [0, r] on obtient

F u(x+g)+ux—e)dg+ "~ 7TRU@)(x) = 7p_Lr)unAp-D)0x
Jo 2 =0
ou 7*(r) = /0RKk(g)dg, k= 0,1,... ,p- let 7p-i(r) = fo cp-i{g,\)dg.
Il est évident que 7p_i (r) > 0.
Il en résulte que

rx+r p-~
[ u@dt+ ~2 fe(r)ude (k) = 7p_1(na2p- 17N (x).

IX~r k=0

La fonction

] A p~2
Vi b>/ u(t)dt + 22 yk(r)u~kix)
IX~T k=0

est bien définie dans (o —r, »0+ r). Par hypothése, elle est dérivable dans cet
intervalle et
p-2
ip'(x) = u(x + r) —u(x —r) + ~2 Tk[r)u@k+IHx)
k=0
et donc la fonction
=>u@p-D)(r)

est aussi dérivable dans (k0o —r, %0 + r) et
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P-2
Tp_i(r)?/P~D(x) = <p'(x) —u(x + r) —u(x —r) + ~ Tk(r)u"2k+1\x ).
k=0
Cette derniére égalité nous permet de conclure que la fonction n est de classe
C2p dans (xqg —r,x0 + r) et
p-2
Tp_i(n)i/2p)(x) = u{x+r) —u(x —r) + ~ 7k{nNU2k+2’(x).
k=0
En continuant ce raisonnement on constate que la fonction n est de classe C°°
dans (xo —r,x0 + r). Puisque xg est un point quelconque de | alors n est de
classe C°° dans I.
Soit de nouveau xo € | et a > 0 tel que [xo—a, xo+ a] C |I. En appliquant
pour la fonction u le théoréme 1 et la remarque 2 et en utilisant I’hypothése
du théoréme 4 on obtient I'existence du point ¢ 6 (xo —a, xo + a) tel que

rxo+a
Lpu(c) ~ xol,a,\)dt —0.
Jxo—a
Par conséquent
Lpufc) =0
Passant a la limite quand a —» 0+ on a Lpu(xO) = 0, ce qui termine la

démonstration du théoréme 4.

Remarque 4. Notons qu’en partant des résultats de Schot, c’est a dire
uniqguement de la formule (12) il n’est pas claire comment on pourra démontrer
le théoréme 4. Ce qui est essentiel dans la démonstration ci-dessus est que nous
connaissons la formule (2).

85. En posant x + r = f, x —r = s la formule (2) s’écrit

N, e™- P

pour tout tet sdel ous< t
Dans lecas oup —1on a

*e‘t\u_m&’ﬂw“

M
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(dans le cas ou /1= 0 au lieu de \shXa on prend valeur limite a).
Des théoréme 3 et 4 résulte

Théoréme 5. L équation fonctionnelle

u(t) + u(s) fres\ ,/ t—s\ |, n r
....... 2= —2—Jch\X~2~) "J1- °" t,s €7 (15)

dans la famille de fonctions continues dans | ne posséde que des solutions de
la forme

u(t) = ciFshXt+ C2chXt, ci,C2G IR

L’équation (15) est une généralisation de celle de Jensen.
Considérons encore I'équation intégro-fonctionnelle de la forme

UMY

ou/Zl1 >0, ts GIl, s < t obtenue de (14) si la fonction n vérfie I'équation
u"(t) —o, t G/.
En raisonnant de la méme facon qu’a la démonstration du théoréme 4 on a

Théoréme 6. L équation (16) dans la famille des fonctions continues
dans | ne possede que des solutions de la forme

u() = o\t + €2 Ci,c2G IR
De la formule (14) résulte aussi

THEOREME 7. Si lafonction n est définie, convexe et de la classe C 2 dans
I'intervalle /, alors

“e-i'-8 Ll t") u(Tti)
17)
-\ forue)sh [N(IME-|s-txi])]d«

pour toutt,s G I, s < t et pour tout X > 0.

Cette formule nous permet de donner une définition de la convexité de
fonctions

Définition 1. On dit que la fonction u définie et continue dans un inter-
valle | est if-convexe s’il existe un nombre A > 0 tel que (17) a lieu pour tout
t,sGi, s< t
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Il est évident que pour /1= 0 on obtient la convexité usuelle.

§ 6. Considérons maintenant I’opérateur L\ définie par L\u = u"+X2u, X >
0. En répétant le raisonnement fait aux paragraphes 1-5 on pourra démontrer

Théoréme 8. Si n est une fonction de classe C 2p dans un intervalle ou-
vert |, alors pour tout x G| et pour toutr >0 tel que [x —r,x+ ] C | on a

U-X + n U4 = A2dMr'MLiu(x)+ \ [ Lpu(t) ipp-i(\t —x\,r, X)dt
1 k=0 z JX~r

pour tout X > 0 ou .
. [Fr2fcdb-iM
dkir, /) * y 2 2krk (Ar)k~h °

J,, est une fonction de Bessel de premiere espéece d’indice v (L, ) et

‘ %sin(A(r —g)) sik=0,

Dr(e,r, A) =

! ipk-i(s,r,X)x1jo(Q,s,X)ds sik= 1,2,... .

<Jg

Il en résulte que les théorémes 3 et 4 restent valables si I'on y remplace cit
par dk et I'opérateur L par L\. Par conséquent on a les théorémes suivants

Théoréeme 9. L ’équation fonctionnelle

u(t) + u(s) ft + s\ . T\ n
--------- 2= U\2~) cosva~2~/ ' 1,sG T X>0

dans la famille de fonctions continues dans | ne posede que des solutions de
la forme

u(t) = CiﬁSin Xt -f c2cos Xt, C\,C2 E x.

Théoréme 10. L ‘équation

t,s EIl, s< t, A> 0 dans lafamille de fonctions continues dans | ne possede
gue des solutions de la forme

u(t) = c\t + c2, ci,c2 G IR.
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Théoreme 11. Siu est une fonction définie, convexe et de classe C 2 dans
un intervalle |, alors

N ASKIT -T-t T

pour toutt,s GI1 et0< X(t—s) < n, X> 0.

De toute facon on pourra poser aussi une autre définiton de la convexité
généralisée a savoir
DEFINITION 2. On dit gu’une fonction n définie et continue dans un in-

tervalle ouvert est T-convexe s’il existe un nombre /1 > 0 tel que (18) a lieu
pour tout t,s £ 1, 0 < X(t —s) < ™.

La question bien liée avec les définition 1 et 2 est suivante:
Quelle sont les relation entre //-convexité, T-convexité et la convexité usuelle?
Les théoréme 7 et 11 ne nous donnent qu’une réponse partielle.
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