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Sur un développement de la valeur moyenne

Résumé. Dans la présente note on démontre la formule:

—  *• rL~-?j?.r-rJ =  ’£ с , ( г ,Х ) Ь ‘ф
t=0

+ \ J Lpu(t)<pp-i(\t -  x\,r,\)dt

où Lu — u" — A2u, L'u — L(Ll~lu), r >  0, A e H + . Les coefficients 
Ci ainsi que les fonctions ipt sont bien déterminées. On utilise la for­
mule ci-dessus pour caractériser des solutions de l’équation Lpu =  0 et 
pour caractériser des solutions de certaines équations fonctionnelles. On 
considère aussi les mêmes probèmes pour l’operateur L\u  =  u" +  A2u.

Dans cette note on démontre la formule

u (x +, rl ±^(x—li = ^ 2  Ci(r, X)Llu(x) +  \  f  Lpu(t) <pp- i ( \ t  - x \ , r ,  X)dt 
£ , = 0  Ł Jx-r

où u est une fonction de classe C 2p dans un intervalle ouvert I , x, x +  r, 
X — r € / ,  r >  0, L°u  =  u, Lu =  u" — A2u, L lu =  L (L l~ lu ) (i =  2 ,3 , . . . ) ,  A est 
un nombre non-négatif quelconque. Les coefficients сг ainsi que les fonctions 
tpi sont déterminés (§1-3).

La formule ci-dessus nous permet de caractériser des solutions de l’équation 
L pu =  0. Cette caractéristique est donnée dans le § 4.

Le cas où p  =  1 nous conduit aux certaines équations fonctionnelles. Ces 
équations sont considérées dans le § 5. Nous y donnons une généralisation de 
la notion de la convexité.

AMS (1991) subject classification: Primary 26A24, Secondary 26A51, 39B20.
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A la fin on considère les mêmes problèmes pour l’opérateur L\ défini par 
L \u  =  u" +  X2u.

Les problèmes examinés dans cet article sont liés directement avec ceux de 
la valeur moyenne sphérique pour des fonctions de plusieur variables considéré­
es en nombreux travaux ([1], [3], [4], [5], [6]). Cependant les résultats obtenus 
ici ne font pas des cas particuliers de ces notes.

§ 1. Nous allons démontrer le lemme suivant

L e m m e  1. Si и est une fonction de classe C 2 dans I , alors pour tout x €  I  
et pour tout r >  0 tel que [x — r, x +  r] С  I  on a

u(x  +  r) +  u(x — r) — 2u(x)ch\r  +  Q , (1)

où
1 rx+r
— /  (и" — A2u)(f) sh(X(r  — |t — x\))dt si A >  0,
A J  x — T

Q = \  +rx+r
/ u"(t) (r — \t — x\)dt si A =  0.

J X — Г

Démonstration. Si r =  0, la formule est évidente. Supposons r >  0 et 
considérons d’abord le cas où A >  0. On a

rx+r rx+r
/  u" (t)sh(X(r  — |t — x\))dt — /  u"(t)sh(X(r +  x — t))dt

J x - r  JX

+  (  u"{t)sh{X{r  — x +  t))dt.
J x—r

En intégrant ces deux dernières intégrales deux fois par parties on obtient la 
formule (1).
Si A =  0 nous faisons le même raisonnement.

Soient g, r >  0. Posons

, u  /  \sh{X{r -  g)) si A >  0,
<Po(û,r,X) =  < A

[ r - p  siA =  0

et r

<Рк(в,г,Х)=  / (plc- 1(s,r,X)(po(g,s,X)ds, k = 1 , 2 , . . .  .
Je

Notons que r, A) >  0 si 0 <  g <  r et A >  0.
De plus on a

,  ПЧ (r -  É»)2fc+1 Me.r,o)= (2fc + 1), .

Posons co(r, A) =  chXr et



C k { r , \ ) =  [  4>k-\(s ,r ,X )c 0{s,X)ds, A: =  1 , 2 . . .  .
J  о

2k
Remarquons que c^(r, 0) =  щ у  et que la fonction

A 1— > Ck{r, A), A >  0

ainsi que la fonction
Л i— » (pk{g ,r ,X ) , A >  0

sont continues dans [0, -boc) pour tous g, r >  0.

THÉORÈME 1. Si и est une fonction de classe C 2p dans I ,  alors pour tout 
X £ I  et pour tout r  >  0 tel que [a; — r, x -f г] С  I  on a

u{x +  r) +  u(x -  r) , . , rt , ,
—— L-z- A— -  =  c*(r ’ A)L  « (* )

k=o (2)
2 rx+r

+ -  /  L pu{t) (pp- i { \ t - x \ , r , \ ) d t ,

quelque soit A >  0.

Démonstration. De la définition de Ck résulte que co(0, Л) =  1 et с*(0, A) =  
0 si к =  1 , 2 , . . .  . Cela entraîne que (2) est vrai si r =  0. Supposons donc r >  0. 
Dans ce cas nous utilisons la récurrence. Du lemme 1 et des définitions de со 
et <po résulte que le théorème 1 est vrai si p — 1.

Supposons maintenant que pour certain p  G IN* le théorème 1 est vrai. 
Considérons une fonction и de classe C 2 p̂+l  ̂ dans un intervalle I. Soient x £ I  
et r >  0 tel que [x — r, x  +  r] С  I . L ’hypothèse de récurrence nous donne

n(a: +  r) + u ( x — r) _  ^  Ck{r, X )L ku{x) +  |  f  L pu{t)<pp- i ( \ t  -  x\, rX)dt 
z  k = о Z J x ~ r

p - i

=  5Z cÀ;(r, X)Lku{x) 
k—0

f r L pu(x  +  s) +  L pu(x -  s)
+  Уо ------------------- 2-------------------tpp-i{s,r,X)ds.

Du lemme 1 on a
Г  LPu{x +  s) +  IPu^x — s)

J o --------------- J--------------- ¥5p -i(s )ri X)ds

=  J  |.Lpu(:r)c/iAs

J rx+s
+ -  / L p+1u{t)ip0( \ t - x \ , s , X ) d t  (pp- i { s ,r ,X ) d s

£ Jx—s J
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=  Lpu(x) [  ipp- i ( s ,r , \ ) c o ( s , \ ) d s  
Jo

+ \ f o  ( /  L p+lu{t)ipp-i (s ,r ,\ ) ip o { \t  -  х \ ,з , \ )с 1 ^  ds 

=  Cp{r, \ ) L pu(x)

+  \ J o  ( /  Lp+lu(t)^p^ ( s , r , \ ) ^ Q ( t  -  x ,s ,  X)dtSj  ds

+\fQ (/ I f +1u{t)(pp- i ( s , r , \ ) < p o ( x - t , s , \ ) d t j  ds.

En changeant l’ordre d’intégration on obtient

а г  Lp+lu(t)ipp- i ( s ,  г, \)ipo(t — X,  s , \ )d t ^ ds

-roc. Lp+1u(t)(^p_i(5,r, — x,s, A)ds^ dt

=  J  ^Lp+lu(t)  ̂V3p-i(s ,r , A)v3o(|t-x|,s, A)ds^ dt

rx+r
=  /  Lp+lu{t)ipp(\t -  x \ ,r , \ )d t .

J X

De même сиг Lp+lu(t)ipp-i(s,r, A)<po(  ̂— t ,s ,X )d tSj  ds

=  [  Lp+lu{t)ipp(\t -  x\,r, \)dt.
J x — r

Par conséquent

f r Lpu(x +  s) +  Lpu(x -  s)
J o ------------------- 2------------------- <Pp-i(s,r,A)ds

1 f x+r
=  C p(r, A)Lpu(x) +  -  Lp+lu(t)ifp(\t -  x|, r, A)dt 

Ł Jx—r

et

" (l +  r ) ; " (X~ r) =  t<*(r, X)Lku(x) +  i  Г  I f  M * W I <  -  «I. г, A *

ce qui termine la démonstration du théorème 1.
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Remarque 1. Pour Л  = 0 on pourra obtenir la formule (2) en partant du 
résultat de Walter ([6]).

Remarque 2. En appliquant la formule de la moyenne pour les intégrales 
la formule (2) s’écrit

u{x +  r) +  u{x -  r) ^  k
— 2_̂  ck\ri ^ u\x )

fc=0 (3)

+ \ l pu((,) f  -x| ,r,A)df,
^ J  x—r

où £ € (x — r,x +  r).

§ 2. Nous allons donner quelques propriétés des coefficients ck et ipk . Tout 
d’abord remarquons que

<Pk{r,r,\) = 0, к e N  et r =  1 (4)

pour tout r >  0 et Л >  0.
De la définition de <pk et de (4) on a

^ г ( 0 , г > Л )  =(р к _1 (r,r,\)ipo(g, r, A )  +  J  diPk~ 1̂ ' Г' ^  <Po(ß, .s, A )ds

в Г (5)
[ T dvk-\{s,r,X) ,

=  J ------- ^ ------- (po{ß,s,\)ds

et donc

1 Г (е'гЛ)|е = г =0  (6)
pour tout к € IN* et pour tous r >  0 et A >  0.

Posons
Vk : r i— > ipk(ß,r, A), r >  0 et A: G IN*, A > 0.

Nous allons démontrer

Lemme 2. Pour tout g > 0, la fonction vk est une solution de l’équation 

v"(r) -  A2v(r) — Ufc_i(r), r > 0. (7)

Démonstration. De (5) on a

vk(r ) = J  diPß ~ l {s,r\)q>o(g,s,\)ds

et donc
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^  я  j* ^ 2  ̂

и*(Г) =  â r V>*_1(S ,r ,A ) ^ о(ё»,г , Л) +  J  —^ ^ - { s , r X ) ( ß 0{e,s,X)ds.

En utilisant (4) et (6) on obtient

I
ç y  q 2 ^

< P o ( e , r , \ ) + l  -^j -{s ,rX)<p0{g,s,X)ds  si к =  1,

(8)
/  дт^У гХ^ о ( в , ^ ds si =  2i 3> -- •

Raisonnons dans la suite par récurrence.
Si к =  1 on a

«j. q 2

v"(r)  -  A2üi(r) =  tp0(g,r,  A) +  J  ~^ -{s ,rX)< g0(g, s, X)ds

- A 2 /  ip0{s,rX)ip0(ß, s,X)ds
Je

=  u0(r) +  J  -  A2<a >̂  («, rX)<p0{g,s, X)ds

=  vo{r )

car la fonction r i— > tp0(s,r,X)  est une solution de l’équation homogène de
(7).

Supposons que pour certain к >  1 la fonction vk- \  est une solution de 
l’équation

v"(r) -  X2v(r) =  vk- 2(r), r >  0.

Alors, d ’après (8) et de l’hypothèse de récurrence on a

4 '( r ) -  A2v*(r) =  -  A2<é>fc-î  {s,rX)(p0(g,s,X)ds

=  [  («fc-i -  X2vk-i)(r)<p0(ß,s,X)ds
J  в

=  [  vk- 2{r)(p0(ß,s,X)ds  =  [  <pk-2(s,r,X)ip0(g,s,X)ds
J g J g

=  4>k-\(ß,r, X)

=  Ufc-i(r).
La démonstration du lemme 2 est donc terminée.

Lem m e  3. Soit к G N* et X >  0. La fonction ck : r ■— > ck(r, A), r >  0, est 
une solution du problème



( v " ( r ) - \ 2v { r ) = c k_i (r) ,

jv ( 0 )  =  v'(0) =  0.

Démonstration. Il est évident que Cfc(0) =  0 pour к G N*. Par définition 
de ck et (4) on a

c 'Jr )  — ch\r(pk-i(r ,r ,  A) +  f  chXt (t,r, X)dt
J  о or

=  [  chXt 1 (t , r, Л)dt.
J  0 or

Alors с^(0) =  0 et

chXr +  [  chXt^-^-(t, r, X)dt si к — 1,

4M- r k °*
[  c h X t ^ Z 1 (t,r,X)dt. si к =  2 ,3 ..........

J  0 or1
En raisonnant dans la suite par récurrence et en utilisant le lemme 2 on 

démontre que ck vérifie l’équation du problème (9) pour tout к G N*.

§ 3. Soient r >  0, A >  0, к G N. Posons

«o(r, Л) =  chXr 

et
' r 2k

(2Ïj! SiA = 0'
at(r,X)~. 2t )

S1 A > 0

pour r >  0 et Qifc(0, A) =  0 pour tout A >  0. La fonction I„ est la fonction 
modifiée de Bessel de première espèce d’indice и ([2]). De la formule asymp­
totique

Iu{x) ~ ÿ f 7p+ ï) si x 0+> v > 0 (10)
il résulte que la fonction

r i— » a k(r, A), r >  0

est continue dans l’intervalle [0, -f oo) pour tout A >  0. De même, la fonction

Ai— > a k(r, A), A >  0

est continue dans l’intervalle [0, -f oo) pour tout r >  0.
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La formule de dérivation des fonction /„

/(* -% (* ))  = x - 4 v + i{x )  
dx

et la formule (10) nous disent que la fonction r i— > а к(г,Х) est de bonne 
régularité en r =  0 pour tout A >  0.

En utilisant (10) et la formule

fi/(x) — Iii—i(x) fi/+1 (x)
X

on démontre par récurrence le lemme suivant 

Lemme 4. Soit к £ IS*. La fonction

otk - r  i— > a*(r, A), r >  0 

est une solution du problème

v"{r) -  X2v(r) =  Ofc-i(r), r >  0 

tt'(0) =  u(0) =  0.

Théorème 2. Pour tout к € IS

(*к{г,Х) =  Ск( г , \ ) ,  r >  0, А >  0. (11)

Démonstration. Par définition a 0(r, Л) =  co(r, A). L ’unicité du problème 
de Cauchy (9), les lemmes 3 et 4 entraîne l’égalité (11).

Dans le cas où À >*0, les coefficients Ck s’expriment à l’aide des fonctions 
sh et ch. En effet, la formule

nous donne
г2к (  1 d \  k

С‘ (Г' Л) =  2ï w U & )  ( c h x )  .x=X r

pour к =  0 , 1 , . . .  .

§ 4. Du théorème 1 découle directement

Théorème 3. Si une fonction и de classe C 2p dans I  vérifie l ’équation 
Lpu(t) =  0 pour t € /  alors

,(,+г);, И 1- ь м ) л м  из)
Z k=0

pour tout X  £ I  et r >  0 tel que [x — r, x +  r] С  I.



Sur un développement de la valeur moyenne 43

REM A R Q U E 3. On pourra obtenir la formule (12) comme un cas particulier 
da la formule de Schot ([5]) si l’on prend l’espace de dimension 1. Cependant 
l ’auteur de la note [5] a supposé l ’espace de dimension n >  2.

Nous allons démontrer le théorème réciproque au théorème 3.

THÉORÈME 4. Si une fonction и est de classe C2(p_1) dans un intervalle 
ouvert I  et l ’égalité (12) a lieu pour tout x € I  et pour r assez petit, alors 
Lpu(x) = 0 pour x £ I .

Démonstration. Avant tout nous démontrerons que la fonction и est de 
class C 2p dans I . De plus nous démontrerons qu’elle est de classe C °°  dans I.

Soit xo G I  et r >  0 tel que [жо — 2r, xo +  2г] С  I . En appliquant (12) pour 
certain x G [жо — r, жо +  r ]o n a

и(ж +  в )  +  -  g) +  Vj r  рк{е)и ?к\ х )  =  Cp-rte, A ) ^ - 1» ^ )  (13)
* k= 0

pour tout g, 0 <  g <  r, où ßk sont des nombres bien définis.
En intégrant l’égalité (13) par rapport à g dans intervalle [0, r] on obtient

Г u(x  +  g) +  u(x— ę ) d g +  ^ 7fe(r )u(2fc)(x) =  7р_1(г)и(2(р -1))(ж)
Jo 2 fc=0

où 7*(r) =  / 0Гßk(g)dg, к =  0, 1, . . .  , p -  1 et 7p - i (r) =  fo cp- i{ g ,\ )d g .
Il est évident que 7p_ i  (r) >  0.

Il en résulte que

rx+r P~^
/ u(t)dt +  ^ 2  7fc(r)u(2fc (ж) = 7 р_ 1(г)а^2 р̂ - 1^(ж).

Jx~r k=o

La fonction

rx+r p ~ 2
V : ж  i— > / u(t)dt +  ^ 2  yk(r)u ^k\ x )

Jx~T k=о
est bien définie dans (жо — r, жо +  r). Par hypothèse, elle est dérivable dans cet 
intervalle et

p-2

ip'(x) =  u(x +  r) — u(x — r) +  ^ 2  7k[r )u(~2k+lHx )
k=о

et donc la fonction
Ж  I----> u (2(p - 1) ) ( ж )

est aussi dérivable dans (жо — r, жо +  r) et
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P-2

7p_ i(r )? /2p~ 1)(x) =  <p'(x) — u(x +  r) — u(x — r) +  ^  7k(r)u^2k+1\ x ) .
k=0

Cette dernière égalité nous permet de conclure que la fonction и est de classe 
C 2p dans ( x q  — r, xo +  r) et

p-2

7p_ i(r ) i /2p)(x) =  u'{x + r) — u(x — r) + ^  7k{r)û 2k+2̂ (x).
k=о

En continuant ce raisonnement on constate que la fonction и est de classe C°°  
dans (xo — r,xo +  r). Puisque xq est un point quelconque de I  alors и est de 
classe C°°  dans I.

Soit de nouveau xo € I  et a >  0 tel que [xo — a, xo +  a] С  I .  En appliquant 
pour la fonction и le théorème 1 et la remarque 2 et en utilisant l’hypothèse 
du théorème 4 on obtient l’existence du point c 6 (xo — a, xo +  a) tel que

rxo+a
Lpu(c) /  —  xo|, a, \ )d t  — 0.

J xo—a

Par conséquent
Lpu{c) = 0.

Passant à la limite quand a —» 0+ on a Lpu(xo) =  0, ce qui termine la 
démonstration du théorème 4.

R e m a r q u e  4. Notons qu’en partant des résultats de Schot, c’est à dire 
uniquement de la formule (12) il n’est pas claire comment on pourra démontrer 
le théorème 4. Ce qui est essentiel dans la démonstration ci-dessus est que nous 
connaissons la formule (2).

§ 5. En posant x +  r =  f, x — r =  s la formule (2) s’écrit

+\I, (e_̂Tî_ - ,le
pour tout t et s de I  où s <  t.

Dans le cas où p — 1 on a

'  t '  (14)

+ è  / ' ( u ” _  )‘2û sh [ A  ( н г '  I e  ~  ^ 1 )]M



Sur un développement de la valeur moyenne 45

(dans le cas où Л =  0 au lieu de \sh X a  on prend valeur limite a).
Des théorème 3 et 4 résulte

Théorème 5. L ’équation fonctionnelle

u(t) +  u(s) f  t  +  s \  , / t — s \  , л r
-------2-------=  и —2—J  ch \ X~ 2 ~ )  ’ Л -  ° ’ t ,s  € 7’ (15)

dans la famille de fonctions continues dans I  ne possède que des solutions de 
la forme

u(t) =  ci —shXt +  C2chXt, ci,C2 G IR.
Л

L ’équation (15) est une généralisation de celle de Jensen.
Considérons encore l’équation intégro-fonctionnelle de la forme

=Ч^Мл̂)'
où Л >  0, t, s G I ,  s <  t, obtenue de (14) si la fonction и vérfie l’équation 
u"(t) — 0, t G / .

En raisonnant de la même façon qu’à la démonstration du théorème 4 on a

Théorème 6. L ’équation (16) dans la famille des fonctions continues 
dans I  ne possède que des solutions de la forme

u(t) =  c \ t  +  c2, Ci,c2 G IR.

De la formule (14) résulte aussi

TH ÉO R ÈM E 7. Si la fonction и est définie, convexe et de la classe C 2 dans 
l ’intervalle / ,  alors

'“é> - J i '-8 >  Ch L t ^ )  u ( î ± i )
(17)

- \ f ‘ u(e)sh [л ( i ^ £ - | s - t ± i | ) ] d «
pour tout t, s G I , s <  t et pour tout X >  0.

Cette formule nous permet de donner une définition de la convexité de 
fonctions

Définition 1. On dit que la fonction и définie et continue dans un inter­
valle I  est if-convexe s’il existe un nombre A >  0 tel que (17) a lieu pour tout 
t, s G i ,  s <  t.
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Il est évident que pour Л =  0 on obtient la convexité usuelle.

§ 6. Considérons maintenant l’opérateur L \ définie par L \u  =  u "+ X 2u, X >  
0. En répétant le raisonnement fait aux paragraphes 1-5 on pourra démontrer

Théorème 8. Si и est une fonction de classe C 2p dans un intervalle ou­
vert I ,  alors pour tout X  G I  et pour tout r > 0  tel que [x — r, x +  г] С  I  on a

U-~X +  ^  Û X- =  ^ 2  d^ r' ^)L i u (x ) +  \  [  Lpu(t) ipp- i ( \ t  — x \,r , X)dt 
1 k=о z Jx ~r

pour tout X >  0 où
„ /Fr2fc4b-iM

dkir, Л) “  y 2 2krk (Ar)k~h '

J„  est une fonction de Bessel de première espèce d ’indice v (Щ ) et

' 1
— sin(A(r — g)) si к =  0,
Л

Фк(е,г, A)  = -j
/  ipk-i(s ,r ,X )xlj0(Q,s,X)ds si к =  1 , 2 , . . .  .

< J g

Il en résulte que les théorèmes 3 et 4 restent valables si l’on y remplace c/t 
par dk et l’opérateur L  par L \ . Par conséquent on a les théorèmes suivants

Théorème 9. L ’équation fonctionnelle

u(t) +  u(s) f t  +  s \  . T \ n
--------- 2--------- =  u \ 2 ~ )  C0S VA ~ 2 ~ /  ’ t , sG T’ X > 0

dans la famille de fonctions continues dans I  ne posède que des solutions de 
la forme

u(t) =  C i — S in  Xt - f  C2 COS Xt, C\,C2 E Ж .
Л

Théorème 10. L ’équation

l)H
t ,s  E I ,  s <  t, A >  0 dans la famille de fonctions continues dans I  ne possède 
que des solutions de la forme

u ( t )  =  c \ t  +  c2, c i , c2 G IR.
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T h é o r è m e  11. S iu  est une fonction définie, convexe et de classe C 2 dans 
un intervalle I , alors

î +ïï.*t>*KîT -ï- t-T DI-
>  u ( * ± i )  cos ( a ^ )

pour tout t ,s  G I  et 0 <  X(t — s) <  n, X >  0.

De toute façon on pourra poser aussi une autre définiton de la convexité 
généralisée à savoir

DÉFINITION 2. On dit qu’une fonction и définie et continue dans un in­
tervalle ouvert est T-convexe s’il existe un nombre Л >  0 tel que (18) a lieu 
pour tout t ,s  £ I ,  0 <  X(t — s) <  7Г.

La question bien liée avec les définition 1 et 2 est suivante:
Quelle sont les relation entre //-convexité, T  -convexité et la convexité usuelle? 
Les théorème 7 et 11 ne nous donnent qu’une réponse partielle.
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