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Uber Hosszlfunktionalungleichung
und die Jensenische Integralungleichung

Abstract. In this paper we study Hosszi’s functional inequality (1) in
the class K of functions / : (0,1) — IR which are nonconstant, continuous
and integrable over (0,1). We prove that if f £ K satisfies (1) then it
is of the form (12). This formula yields inequality (2) which is a special
case of Jensen’s integral inequality.

1.  Vorbemerkungen

Professor Z. Daroczy stellte wahrend der zweiten International Conference
on Functional Equations and Inequalities in Szczawnica (Polen) im Jahre 1987
das folgende Problem vor (vgl. [5]):
Es sei / :(0,1) -t IR eine beliebige stetige Funktion, die Ungleichung

f{x +y- xy)+ f(xy) < f(x) + f{y), X,y £ (0,1), )

erfullt. Wie ist die Charakterisierung stetigen Losungen der Ungleichung (1).
Die Ungleichung (1) nennt man Hosszufunktionalungleichung. Besonders
war interessant, ob jede Jensenische-konkave Funktion die Ungleichung (1)
erfullt. Der Zusammenhang zwischen den Lésungen des Jensenischen Funk-
tionalgleichung und der Hosszlufunktionalgleichung folgt z.B. aus den Arbeiten
[4], [7] (s. 333-334) und [8].
Es wurde von Gy. Maksa und Zs. Pales [10] bewiesen, daf3:

Satz 1.
(i) Jede konkave an Intervall (0,1) Funktion erfullt die Ungleichung (1).
(i) Wenn a £ gilt, so erfullt die Funktion
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f(x) = —x4+ 2x3 —ax2, X € (0,1), (2)
die Ungleichung (1) und ist keine konkave Funktion.

Z. Kominek und K. Nikodem haben die umstetigen Jensenischen-konkaven
Punktionen gefunden, derer Losungen keine HosszUfunktionalungleichung ist

(s. [6] [9D).

In der Arbeit [11] wird folgendes vorausbestimmt.

Definition 1>

a) Die Funktion / : (0,1) —¥ IQ ist Wright-konkave Funktion, wenn fiur
y>Xund 6> 0, y+ 6X G (0,1), die Bedingung

f(x +6)-f{x)>f{y + 06)-f{y). 3)
gilt.

b) Die Funktion / : (0,1) -> IR ist Wright-konvexe Funktion, wenn die
Ungleichung in (3) entgegengesetzt ist.

J. E. Pecari¢ bewies in [11] den folgenden Satz.

Satz 2. Wenn f :(0,1) —» IR eine Wright-konkave Funktion ist, so erfullt
sie die Ungleichung (1).

In Arbeiten [1] und [2] befindet sich der folgende Satz.

Satz 3. Die Klasse der stetigen, definierten an Intervall | C IR, reellen,
Wright-konkaven Funktionen ist identisch mit der Klasse der stetigen und kon-
kaven Funktionen an I.

Daraus folgt direkt:

BEMERKUNG 1. Wenn a £ gilt, so ist die Funktion (2) keine
Wright-konkave Funktion.

Also hat die Ungleichung (1) neben konkaven und Wright-konkaven Funk-
tionen auch andere Lésungen. Weiter geben wir eine Charakterisierung der
stetigen Losungen der Ungleichung (1) (Satz 5) und schatzen das Integral
/ f(t)dt, wobei / : (0,1) -> IO eine Lésung der Ungleichung (1) bezeichnet.

Jo
Das wird in der Bemerkung 2 gezeigt, dal die Ungleichung (20) sich in die

Jensenische Integralungleichung, fir die Lésung von (1) verwandelt. Der Satz
6 gibt eine Verallgemeinerung Jensenischer Integralungleichung fur die belie-
bige, stetige und konkave Funktion bei nicht notwendig begrenzten Intervall
reeller Zahlen.
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2. Folgerungen

Es seien ein Intervall I C IR, ein Gebiet S C I x IR und eine gegebene
Funktion F : S —IR. Wir betrachten die Differentialgleichung

d\x) = F(x,4{x)), xel, 4)

wobei : I — IR die suchende differenzierbare Funktion ist. In der Theorie
Uber Differentialgleichungen benutzt man die folgende

Definition 2. Die stetige Funktion R : S — IR, mit den stetigen partia-
len Ableitungen R'x, R'y ist das erste Integral der Gleichung (4), wenn fir jede
Losung tp : I —» IR der Gleichung (4) die Funktion R(x, <p(x)), X E I, konstant
ist.

Weiter nehmen wir die folgende Voraussetzung an:

H: Das Anfangswertproblem hat fiur die Gleichung (4) im Gebiet S genau
eine Losung. Es existiert das erste Integral R : S — IR der Gleichung
(4) und R'y ist positiv fur x e 1.

D. Brydak bewies in der Arbeit [3] den folgenden

Satz 4. Es sei die Voraussetzung H zu erfillen. Eine beliebige Funktion
ip: 1 — IR, deren Graph im Gebiet S liegt, ist die Lésung der Ungleichung

¥>'(%) > F(x,<p{x)), xel, (5)
dann und nur dann, wenn die Funktion
n{x) := R(x, ip(x)),  xel, (®)
echt monoton wachsende ist.
Mit der Hilfe dieses Satzes beweisen wir
HLFSATZ 1. Die allgemeine Lésung der Ungleichung
4> (x)>f{x)tp(x)+g(x), x€l, ©)

wobei f, g : | — IR die gegebenen Funktionen sind, ip : I — IR eine suchende,
differenzierbare Funktion ist, hat Gestalt

rp(x) = n{x)ipo{x) + <Pi(x), xel, (8)
wobei ipo ul eine positive Lésung der homogenen Gleichung
') = 1) (p(x),  xel, ()

ist, \ :1 — IR eine beliebige Losung der Gleichung
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<p'(x) = f{x)ip{x) + a{x), 16/, (10)
ist, n :/ — IR eine wachsende Funktion bedeutet.

Beweis. Es seien ein Intervall / C M, ein Gebiet § C / x IR, und die
gegebenen, stetigen Funktionen /, g : 1 — IR. Legend in die Formel (4)

F(x,y) = f(x)y + 9(x), X El, yEX,

bekommen wir die Differentialgleichung (10). Das Anfangwertproblem hat fir
diese Gleichung im Gebiet S eine und nur eine Lésung. Es exiestiert auch das
erste Integral R : S — IR der Gleichung (10) in der Form

R{X, y) = —)/O_’ (va)Esv (ll)

wobei yo > 0 und y\ G IR. Die Voraussetzung H ist also erfullt. Weiter
stellt sich die Ungleichung (7) wie ein Spezialfall der Ungleichung (5) vor. Die
Gestalt (8) der Lésug o : | IR der Ungleichung (7) ist also die Konsequenz
der Formel (6), wobei yo{x) = fo(x), x G I, go eine positive Ldsung der
Gleichung (9) ist, yi{x) = y?i(x), x E I, g die Gleichung (10) erfullt.

3. Ergebnisse

Es wird folgende Definition eigefuhrt.
Definition 3. Die Funktion/ :(0,1) — IR gehort zur Klasse K , wenn sie

eine stetige, nicht konstante Funktion ist, und das Integral C/b f(x)dx existiert.

Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 5. Fir jede Lésung f : (0,1) — IR der Hosszufunktionalungleichung
aus der Klasse K , existiert die differenzierbare, echt monoton wachsende Funk-
tion n : (0,1) —¥ IR, so gilt

f(x) = n(x)(x —x2) + n(x){l —2x) + a, iG (0,1), (12)

wobei n! : (0,1) — IR die Ableitung (-jfr Funktion n : (0,1) — LW ist und
a= f(x)dx. (13)

Beweis. Weil f E K, so kbnnen wir die Ungleichung (1) beztglich y inte-
grieren (s. [3]). Dann bekommen wir

f f{x+y-xy)dy+ f f(xy)dy < [ f{x)dy+ [ f{y)dy. (14)
Jo Jo Jo Jo
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Legend in das erste Integral der Formel (14) n := x + y —xy, und in das zweite
Integral dieser Formel v := xy, bekomn:Fn wir die Ungleichung

Z"—_ij fdu+ o H{v)dv<f{x) + a, (15)

wobei a die Formel (13) erfullt. Es sei
h{x) := f f{t)dt.
Jo

Aus der Stetigkeit der Funktion / folgt die Differenzierbarkeit der Funktion h
und gilt die Gleichheit

h'(x) = f(x), XG (0,1). (16)
Weiter haben wir

a—h(x) — ( f(t)dt.
JX

Daraus und (15) bekommen wir die Differentialungleichung

h 1—2r h T 5
X) > ;(1_)0 (x) + T 0 (0,1). a7

Die allgemeine L6sung der Gleichung

1—2x . . ax .
4>{x) = it-:[-|-:-)-K{¥>(z) + {—»( G (0, 1),
wobei a durch (13) definiert ist, hat Gestalt
<MK = ax + cOK—K), XG (0,1), cG IR (18)
Bezeichnen wir
ipo(x) = >X—X2, = ax, X G (0,1).
Dann ist (po positiv in I. Wegen des Hilfsatzes 1 bekommen wir die Formel
h(x) —ii(x)(x —X2)+ ax, »G (0,1), (19)

wobei n : (0,1) — LU eine echt monoton wachsende Funktion ist. Aus (6),
(11) , und (18) folgt die Differentialbarkeit der Funktion n in (19). Die Formel
(12) bekommen wir aus (19) und (16).

Legend in (12) »k—0,5 haben wir wegen (13):

BEMERKUNG 2. Wenn f G k und f die Ungleichung (1) erfullt, so gilt

f 1f(t)dt<f(0,5). (20)
Jo
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Die Ungleichung (20) ist ein besonderer Fall der Jensenischen Integralunglei-
chung (21) (s. [1], [2]).
Beachten wir auch, daf3 in der Arbeit [2] der folgende Satz bewiesen wurde:

HILFSATZ 2. Es seien x : [ot,3) —=a IR eine wachsende Funktion, und
G : [a,B) — IR eine stetige Funktion mit G(a) = 0. Jede stetige, Wright-
konvexe Funktion erfillt die Jensenische Integralungleichung

fRE(x(1)dG(1) > f { j Bx(t)dG(t) ¢)

dann und nur dann, wenn G(b) — 1 und die Ungleicheiten

5E G(t)dx(t) > 0, firjedes [a,r) C [a,/?},

/ 1—G(t)dx(t) > 0, far jedes [r,R} C [a,R)

gelten.

Wir nehmenin (21) a = 0,8 = 1, x(t) := G(t) := t, t G [0,1], an, dann bekom-
men wir die Ungleichung (20) fur beliebige stetige Wright-konkave Funktionen
/ :[a,b) —=IR. Also (20) gilt nicht nur fur stetige, konkave Funktionen, aber
auch fur die stetigen Ldsungen von (1), die keine konkave Funktionen sind.
Daraus folgt der folgende Satz:

Satz 6. Jede stetige Losung der HosszUfunktionalungleichung erfullt Jen-
senische Integralungleichung.

Far die am Intervall 1| = (a,b) C IR definierten, konkaven Funktionen
haben wir die folgende Verallgemeinerung der Ungleichung (20).

Satz 7. Wenn f : (a,b) —» IR, a,b E IR, eine konkave, stetige Funktion
>

ist, und das Integral / f(x)dx existiert, so gilt

J f{x)dx <{b- a)f . (22)
Beweis. Wir betrachten zwei Félle:
(i) / ist die beschrankte Funktion im Intervall (a, 6),
(i) / ist unbeschrankte Funktion im Intervall (a, b).
Im Fall (i) nehmen wir die Transformation

t€ (0,1) 2~ (b —oft + a G (o, b).
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Dann ist
ja f{x)dx= i) f((b —a)t + a)(b —a)dt.

Es sei g(t) := f((b —a)t + a), t € (0,1). Wegen der Voraussetzungen ist die
Punktion g : (0,1) — IR die konkave, stetige und beschrankte Punktion, die

die Ungleichung (1) erfillt (Satz 1), und das Integral jo g{t)dt existiert. Also

gilt es wegen der Bemerkung 2

ja f(x)dx—:fb f((b —a)t + a)(b —a)dt~(b —a) jo g{t)dt.

Daraus und aus der Ungleichung (20) bekommen wir weiter
J f(xX)dx <(b- a)g(0,5) = (b- a)f .

Im Fall (ii) nehmen wir an, da3 die Funktion / in der Umgebung der Zahl
b unbeschrankt ist. Dann betrachten wir die Folge der Intervallen In = (a, 6n],

wobei Llrp bn = b. Dann ist die Funktion / in jedem Intervall In beschrankt
n 00

und es gilt
rb rbn

fo 100K —plm 09

Wegen (22) haben wir weiter
Jf f(x)dx<(bn-a)f(0,5(bn+ a)), n € IN. (23)
a

Es sei n — + 00, dann bn —¥ b und aus (23) bekommen wir die Ungleichung
(22). Wenn die Funktion / in der Ungebung der Zahl a umbeschrankt ist, so
ist der Beweis a&hnlich.
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