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Abstract. In the first part of the paper the authors, using general formulas,
determine and describe a class of infinite series of natural numbers pairs
of which are relatively prime. The second part of the paper contains
— as a proposition — a set of problems concerning prime numbers and
pairs of relatively prime numbers suggested for use during the process
of work with Mathematics students, as well as some didactic comments
concerning these problems.

W procesie ksztalcenia nauczycieli matematyki w Polsce teoria liczb wra-
ca do ltask. Ponad 30 lat temu, na nauczycielskich studiach matematycznych
przedmiot ,, Arytmetyka teoretyczna” zostal wchloniety przez przedmiot ,,Al-
gebra ogélna” (nazywany tez ,,Algebra abstrakcyjna” czy krécej — ,, Algebra”)
i w konsekwencji wiedza z teorii liczb w nim zawarta byta zmarginalizowana.
Absolwenci studiéw matematycznych dopiero w czasie pracy w szkotach pod-
stawowych i érednich starali sie uzupelnia¢ swoje wyksztalcenie z tego dzia-
lu matematyki na podstawie literatury popularnonaukowej (z lat 1950-1970,
Sierpinski, 1959a; Sierpinski, 1959b; Sierpinski, 1964). Obecnie znajdujemy
elementy teorii liczb wsréd standardéw nauczania na kierunku matematyka
oraz w programach nauczania przedmiotu ,Algebra z teorig liczb”. Pojawi-
to si¢ kilka pigknie napisanych ksiazek o tematyce zwiazanej z teorig liczb
(Ribenboim, 1997; Yan, 2006; Marzantowicz, Zarzycki, 2006; Graham, Knuth,
Patashnik, 2002).

Song Y. Yan podkreslal w 2000 roku:

Obecnie teoria liczb znajduje zastosowania w tak odlegtych dziedzi-
nach, jak fizyka, chemia, akustyka, biologia, informatyka, kryptografia,
transmisja cyfrowa, a nawet muzyka i biznes.

(Yan, 2006, s. XII)

Martin E. Hellman pisal w 2001 roku we wstepie do ksiazki Song Y. Yana
(Yan, 2006, s. IX):

To byto bardzo satysfakcjonujace obserwowaé, jak w ciggu ostatnich
dwudziestu pigciu lat kryptografia i teoria liczb wptywatly na siebie. Teo-
ria liczb stala sie zrédtem wielu blyskotliwych pomystéw stosowanych
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w systemach kryptograficznych i protokotach, a kryptografia z kolei oka-
zala si¢ pomocna w zdobywaniu funduszy na badania w teorii liczb na-
zywanej czesto  krélowa matematyki” bez zastosowan w rzeczywistosci.
Jak bardzo mato wiedzieli ci, ktorzy tak mysleli!

Wactaw Marzantowicz i Piotr Zarzycki uwazaja, ze:

Teoria liczb, jedna z dwbch (obok geometrii) najstarszych dziedzin
matematyki, to ogromny, budowany od ponad dwdch tysiecy lat dziat
matematyki, pelen pieknych rezultatéw i réznorodnych metod.

(Marzantowicz, Zarzycki, 2006)

To spojrzenie na teorie liczb jest dla dydaktykéow matematyki niemniej waz-
ne od uznawania wagi jej zastosowan. Przed dydaktykami matematyki stoi
zadanie wykorzystania zmian w standardach nauczania dla ulepszenia proce-
su ksztalcenia nauczycieli matematyki. Wyr6zni¢ nalezy te tresci (rezultaty
i metody), ktore sa nauczane lub stanowié¢ moglyby horyzont dla matematy-
ki nauczanej w szkolach nizszych szczebli, zaproponowaé ich ujecie w formie
sprzyjajacej aktywizowaniu studiujacych, jak tez utatwiajacej wyzwalanie réz-
nych aktywnosci matematycznych.

W pierwszej czeéci artykulu przedstawiamy kilka uzyskanych przez nas
twierdzen o nieskonczonych ciagach liczb naturalnych, parami wzglednie pierw-
szych. Chcemy w ten sposob pokazaé, ze klasyczny, znany od setek lat materiat
moze byé zrédltem wyzwalajacym twoérczosé matematyczna na poziomie do-
stepnym dla uzdolnionych matematycznie absolwentéw szkoét srednich. Pozna-
wanie i obserwacje znanych od lat zaleznosci, analiza réznych dowodéw znanych
twierdzen prowadzi¢ moze do poszukiwan podobnych zalezno$ci, do stawiania
hipotez, préb ich weryfikacji, do poszukiwania dowodow.

W drugiej czedci artykulu zamieszczamy propozycje serii zadan opracowa-
nych do zajeé¢ ze studentami matematyki na temat liczb pierwszych i liczb
parami wzglednie pierwszych. Wykorzystujemy pomysty zadan problemowych,
ktore ukladaliSmy, piszac skrypt Arytmetyka i algebra na poczatku lat 90. dla
studentéw Kolegiéw Nauczycielskich (Gérowski, Lomnicki, 1993), jak réwniez
zadan, ktore egzemplifikujg rezultaty z czesci pierwszej tego artykutu.

1. Nieskoriczone ciggi liczb naturalnych, parami wzglednie pierwszych

Bardzo znanym nieskonczonym ciagiem liczb naturalnych, parami wzgled-
nie pierwszych, ktéry mozna okredlié wzorem, jest ciag (F,) liczb Fermatal.
O liczbach Fermata, czyli o liczbach postaci F,, = 22" + 1, gdzie n € N wiado-
mo i duzo, i mato, np. Fy, F1, F», F5, F4 sa liczbami pierwszymi, F5 jest liczba
zlozona, podzielng przez 641, liczby pierwsze Fermata wystepuja w twierdze-
niu Gaussa o konstruowalnosci n-kata foremnego. Nie wiemy natomiast, ile jest

'Dowéd tego faktu mozna znalezé m.in. w ksiazce (Sierpinski, 1969, s. 87).
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liczb pierwszych wsréd wyrazéw ciagu (F,,) (zob. Yan, 2006, s. 35; Narkiewicz,
2003, s. 16).

Oczywiscie kazdy nieskonczony podciag ciagu kolejnych liczb pierwszych
(lub poteg kolejnych liczb pierwszych) jest nieskonczonym ciggiem liczb natu-
ralnych, parami wzglednie pierwszych. ,Mankamentem” tego ciagu jest to, ze
nie mozna podaé wzoru na jego n-ty wyraz oraz, iz wczesniej trzeba wiedziec,
ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Paulo Ribenboim (Ribenboim, 1997, s. 22), omawiajac rézne dowody twier-
dzenia méwiacego, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele, podaje m.in.
nastepujace rozumowanie: wystarczy znaleZé cigg (ay) liczb naturalnych wick-
szych od 1, ktore sq parami wzglednie pierwsze; symbolem q; oznaczmy dzielnik
pierwszy liczby a;; oczywidcie cigg (q;) jest nieskoriczonym i réznowartosciowym
ciggiem liczb pierwszych; to dowodzi, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wie-
le.

Ribenboim podaje przyklad ciagu liczb parami wzglednie pierwszych, okre-
Slonego rekurencyjnie i zauwaza:

Chcialoby sie znalezé inne ciaggi nieskoficzone o wyrazach parami
wzglednie pierwszych, nie zakladajac istnienia nieskonczenie wielu liczb
pierwszych.

(Ribenboim, 1997, s. 23)

Referuje wyniki uzyskane na ten temat, podaje przyktady takich ciggow, sa
one jednak zawsze okreslone rekurencyjnie (zob. Edwards, 1964).

W tej czesci artykutu podejmujemy prébe opisania pewnej klasy ciagéw
nieskonczonych o wyrazach parami wzglednie pierwszych, okreslonych wzorami
ogblnymi (tak, jak ciag liczb Fermata), ktére udalo si¢ nam uzyskacé.

Bedziemy dalej moéwili krétko, ze nieskonczony ciag liczb naturalnych
ma wlasnos$¢ wp, gdy kazde dwa jego rézne wyrazy sa liczbami wzgled-
nie pierwszymi.

Wymieniony powyzej ciag (F,) ma wlasnosé¢ wp i dodatkowo mozna go
okredli¢ wzorem.

Oczywiscie ciag (a,) taki, ze a, = 32" +1 dlan € N (i ogélnie a,, = b + 1
dla n € N, gdzie b jest ustalona liczba naturalng nieparzysta, a ¢ ustalona
liczba naturalna dodatnia), jest ciagiem o wyrazach parzystych, a wiec nie ma
wlasnosci wp.

Rozwazmy teraz ciag (c,) taki, ze ¢, = 62" 41 dlan € N. Wyrazy tego ciggu
sa liczbami nieparzystymi (bo dodatnia potega szdstki jest liczba parzysta).
Przypus$émy, ze ciag (c¢,) nie ma wlasnosci wp, czyli NWD(e,,, ¢r) # 1 dla
pewnych n,m € N takich, ze m > n. Stad dla pewnych a,, @, € N\ {0} oraz
pewnej nieparzystej liczby pierwszej ¢ mamy:

62" +1= qou, oraz 62" +1= QO
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Otrzymana suma w dzieleniu przez q daje reszte 2, gdyz jej sktadnik

> () Jaan oy

k=1

jest podzielny przez ¢. Otrzymaliémy sprzeczno$é z tym, ze 62" + 1 jest po-
dzielne przez nieparzysta liczbe pierwsza q.
UdowodniliSmy zatem

TWIERDZENIE 1
Cliag (cp,) okreslony wzorem ¢, = 62" +1 dla n € N ma wlasnosé wp.

Zauwazmy, ze prowadzac analogiczne rozumowanie, mozna udowodnié¢ ogélniej-
sze

TWIERDZENIE 2
Cigg (an) okreslony wzorem a, = a®" +1, gdzie a oraz s sq ustalonymi liczbami
parzystymi dodatnimi, ma wlasnosé wp.

Warto odnotowaé, ze wystepujace w twierdzeniu 2 zalozenie parzystosci
liczby s jest istotne. Np. kolejnymi wyrazami ciagu (e, ), takiego ze e,, = 23" 41
dla n € N sa 3,9,513, a wiec ciag ten nie ma wlasnosci wp (poniewaz np.
NWD(9,513) # 1).

Od tego miejsca literg P oznaczaé¢ bedziemy zbidr liczb pierwszych. Analiza
przeprowadzonego dowodu twierdzenia 1 podpowiada nastepujace

TWIERDZENIE 3
Jezelip € P\ {2}, to cigg (a,) okreslony wzorem a,, = $(p*" +1) dlan € N\ {0}
ma wltasnosé wp.

Dowdd. Najpierw pokazemy — na dwa sposoby — ze wyrazy ciagu (a,) sa
liczbami nieparzystymi.
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I sposéb:

Symbolem cjlz oznaczmy cyfre jednosci liczby naturalnej x, zapisanej w sys-
temie dziesiatkowym. Ponizsza tabela moze stanowié¢ zrédlo wiadomosci o cy-
frach jednosci wielu liczb naturalnych.

cjin (O] 1]2]3[4][5]6]7]8]09
cjin? [0 1496569 4]1
jin¥ {0187 [4]5[6|3]2]09
cjin* [0 1616|561 ]6]1
cjin® [0|1]2]3[4]5[6|7]|8]09

Latwo zauwazy¢, ze cjin* = cjin®* dlan € Nik € N\ {0}.

Symbolem N,. oznacza¢ bedziemy zbior liczb naturalnych wiekszych lub
réwnych r. Ustalmy dowolnie liczbe pierwsza p, wieksza od 2. Zatem p nie jest
parzysta, a wiec jej cyfra jednosci jest 1 lub 3, lub 5, lub 7, lub 9. Stad i z faktu,
ze 2" dla n € Ny jest liczba podzielna przez 4, otrzymujemy iz cjlp?” jest 1
lub 5 dla n € Ny i z kolei ¢jl(p?” + 1) jest 2 lub 6. Dla rozstrzygniecia jaka
jest cjl%(pT +1) wystarczy zauwazy¢, ze cyfra dziesiatek liczby p?" jest zawsze
parzysta (istotnie: p?" jest liczba kwadratows nieparzysta, a liczba kwadratowa
nieparzysta w dzieleniu przez 4 daje reszte 1, a wiec jej cyfra dziesigtek jest
parzysta). Stad, uwzgledniajac przypadek n = 1, otrzymujemy, ze wszystkie
wyrazy ciaggu (a,) maja cyfre jednosci 1 lub 3, lub 5.

IT sposéb (uzasadnienia, ze wyrazy ciagu (a,) sa liczbami nieparzystymi):
Wykorzystujac wzér Newtona, mamy:

% (pz" + 1) = :((p 1)+ 1) + 1}
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Zauwazmy, ze dla n € N\ {0} i p € P\ {2} liczba %Zill (2,:)(19 — 1)k jest
parzysta, a wigc liczba % (p?" + 1) jest nieparzysta.

Pokazemy teraz, ze NWD(ay,,a,,) = 1 dla n,m € N\ {0} i n # m. Przy-
pu$émy, ze tak nie jest, tzn. NWD(ay,, a,,,) > 1 dla pewnych n,m € N\ {0}
i takich, ze n < m. Stad wynika, ze znajdzie si¢ liczba pierwsza ¢, taka ze q|a,,
i q|an,. Ponadto z pierwszej czesci przeprowadzonego dowodu wynika, ze ¢ jest
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liczbg nieparzystg. Mamy zatem %(an +1) = qap, %(me +1) = gy, gdzie
Qlp, Oy, 88 pewnymi liczbami naturalnymi. Stad

P+ 1=2q0,, p* 41 =2q0m,

PP 1= ") 41

gm—n

= (2qan, — 1) +1
2’7”771 2m_n ~

=2 ( " )<2qan>’“<—1>2 RS
k=0
2’7”771 2m_n ~

=2 ( ) )<2qan>’“<—1>2 o,
k=1

a wiec reszta z dzielenia liczby p?” + 1 przez ¢ jest 2, co przeczy réwnosci
p2" +1 = 2qa,,. Zatem NWD(ayp, @) = 1 dla kazdych n,m € N\ {0} in # m.
Twierdzenie 3 zostalo tym samym udowodnione.

Symbolem A, ) bedziemy w dalszym tekscie oznaczac zbiér wartosci ciagu
(an).
Zwiazek miedzy ciagami okre$lonymi jak w twierdzeniu 3 ujmuje (fatwe do
udowodnienia)

TWIERDZENIE 4
Jesli an = (¥ +1) dlan € N\ {0}, b, = 3(¢*" + 1) dla n € N\ {0}, gdzie
p#qip,qgeP\{2}, to A,y NAw,) =0.

Prawdziwe jest twierdzenie ogdlniejsze od twierdzenia 3, a mianowicie

TWIERDZENIE 5

Jesli m jest liczbg nieparzystq wiekszqg od 1, a s jest liczbg parzystq dodatnig,
to cigg (cn) okreslony wzorem ¢, = %(msn +1) dla n € N\ {0} ma wlasnosé
wp.

Dowéd tego twierdzenia niczym nie rézni si¢ od dowodu twierdzenia 3 (spo-
s6b II). Wystarczy w dowodzie twierdzenia 3 liczbe pierwsza p zastapié liczba
nieparzysta m, wigksza od 1, a liczbe 2 liczbg parzysta s.

Zauwazmy tez, ze prawdziwe jest ogélniejsze od twierdzenia 4

TWIERDZENIE 6

Jesli ¢, = 3(m*" +1) dlan € N\ {0}, d, = 1(r" +1) dla n € N\ {0}, gdzie
m, r sq liczbami nieparzystymi wiekszymi od 1 takimi, ze NWD(m,r) = 1, za$
s, t — liczbami parzystymi dodatnimi, to Ny N D,y = 0.
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Pozostaje otwarty problem — ile jest liczb pierwszych wéréd wyrazéw okre-
Slonych w tym artykule nieskonczonych ciagéw liczb naturalnych, parami
wzglednie pierwszych?

2. Materiaty do zaje¢ ze studentami matematyki na temat liczb pierwszychi liczb
parami wzglednie pierwszych (w ramach przedmiotu ,Algebra z teorig liczb®)

Ponizej przedstawiamy zestaw 9 zadan na ¢wiczenia z przedmiotu ,, Algebra
z teoria liczb” dla studentéw matematyki (gtéwnie z mysla o studentach kierun-
kéw nauczycielskich). Celem tych zajeé jest ugruntowanie i poglebienie wiado-
moéci studiujacych o liczbach pierwszych i liczbach wzglednie pierwszych, jak
rowniez poglebienie umiejetnosci analizowania tekstu matematycznego, prowa-
dzenia rozumowan, stworzenie sytuacji do stawiania hipotez, uogélniania twier-
dzen, rozumowania przez analogie. Staramy sie na przyktadzie proponowanych
zaje¢ potwierdzi¢ opinie dydaktykéw matematyki, ktérzy uwazaja, ze rozwi-
janie réznych aktywnos$ci matematycznych jest wazniejsze od przekazywania
przysztym nauczycielom matematyki obszernych porcji wiadomosci ,,gotowej”
matematyki.

ZADANIE 1

a) Przypomnieé definicje — liczby pierwszej i liczby zlozonej, a nastepnie zilu-
strowac je przykladami.

b) Czy liczba 0 jest pierwsza (zlozona)?

¢) Czy liczba 1 jest pierwsza (zlozona)?

d) Zbadad, ktéra z liczb 251, 112351467, 641113, 7777+ 212008 jest pierwsza,
a ktora zlozona.

e) Zaproponowac¢ plan badania, czy liczba 22" +1 jest pierwsza. Wyjasnié, jakie
moglyby zaistnie¢ trudnosci przy realizacji tego planu.

f) Uzasadnié, ze nastepujaca wypowiedz nie moze byé przyjeta za definicje licz-
by pierwszej: , Liczba pierwsza nazywamy liczbe naturalna, ktéra jest podzielna
tylko przez 1 i przez sama siebie”.

ZADANIE 2 (wg Gérowski, Lomnicki, 1993)

a) Sprawdzié, ze sa liczbami pierwszymi sumy:

241,

2341,

2.3.5+1,

2:3-5-7T+1.

b) Jak powstaly te liczby? Okresli¢ kolejne liczby wedlug tej zasady.

¢) Zasade odkryta w rozwiazaniu zadania b), oznaczmy ja przez (Z), mozna
sformutowaé tak:

wyraz as, gdzie s € N\ {0}, tworzonego ciagu otrzymujemy, zwigkszajac iloczyn
kolejnych s liczb pierwszych (poczynajac od liczby 2) o 1.
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Uzasadni¢, ze prawdziwe jest zdanie:
jesli tworzone wedlug zasady (Z) liczby sa zawsze pierwsze, to liczb pierwszych
jest nieskonczenie wiele.

Uzasadni¢ tez, ze ze zdania tego nie wynika, ze liczb pierwszych jest nie-
skoriczenie wiele.
d) Uzasadnié, ze 2-3-5-7-11-13 + 1 nie jest liczba pierwsza.

ZADANIE 3

Od 2000 lat wiadomo, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

a) Uzupelni¢ luki w nastepujacym rozumowaniu (tzw. dowodzie Euklidesa).
Przypusémy, ze p1,p2,...,pr, gdzie p1 = 2 < ps =3 <p3 < ... < pyr, Sa

wszystkimi liczbami pierwszymi. Utworzmy liczbe py - pa - ... pr + 1. Litera p

oznaczmy jeden z dzielnikéw liczby p1-pa-. . .-pr+1 bedacy liczba pierwsza. Stad

p jest jedna z liczb p1,pa, . . ., pr, zatem p|p1-pa-...-pr, askorop|pi-pz-....pr+1,

wiec p|1. Otrzymalismy sprzecznosé. Liczb pierwszych jest zatem nieskoriczenie

wiele.

b) Udowodnié twierdzenie:

Vabeez al(b+c) = (alb < alc).
Jaki jest zwiazek tego twierdzenia z dowodem podanym w zadaniu a)?

ZADANIE 4

a) Przypomnieé definicje liczb wzglednie pierwszych, a nastepnie zilustrowaé
ja przyktadami.

b) Zaproponowac definicje ciagu skonczonego liczb parami wzglednie pierw-
szych, a nastepnie zilustrowaé ja przykladami.

¢) Zaproponowad definicje ciggu nieskoriczonego liczb parami wzglednie pierw-
szych, a nastepnie zilustrowaé ja przykladami.

d) Uzasadnié, ze ciag (an) okreslony wzorem a,, = n! dlan € N\ {0} nie jest
nieskoriczonym ciagiem liczb parami wzglednie pierwszych?

e) Poda¢ przyklady ciagéw nieskoriczonych, ktére nie sa ciagami liczb parami
wzglednie pierwszych. Ktore z tych ciagéw sa okreslone rekurencyjnie, a ktore
wzorami ogolnymi?

ZADANIE 5 (wg Ribenboim, 1997; Graham, Knuth, Patashnik, 2002)
Rozwazmy ciag (wy,) okreslony rekurencyjnie: wy = 2, Wp41 = w1 -Wa-. . .- Wy +1
dlan>1.
a) Wymienié szes¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (wy,).
b) Czy wszystkie wyrazy ciagu (wy,) sa liczbami pierwszymi?
¢) Uzasadnié, ze (wy,) jest nieskoniczonym ciagiem liczb parami wzglednie pierw-
szych, uzupelniajac luki w nastepujacym rozumowaniu:

Dla dowolnie ustalonych liczb n,m € N\ {0} takich, ze n < m, mamy:

NWD(wy,, wy,) = NWD(w,,, aw, + 1) dla pewnego a € N\ {0}
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i dalej
NWD(wy,, aw, + 1) = NWD(w,, 1).
Zatem NWD(wy,, w,,) = 1.

ZADANIE 6

Liczby postaci 22" 4+1, gdzie n € N, nazywamy liczbami Fermata. Przyjmujemy
oznaczenie F,, = 22" + 1, gdzie n € N.

a) Dlaczego zbadanie, czy ciag (F,) jest ciagiem liczb pierwszych, jest zadaniem
trudnym?

b) Uzasadnié, ze ciag (Fy,) jest nieskoriczonym ciagiem liczb parami wzglednie
pierwszych, uzupelniajac luki w nastepujacym rozumowaniu:

Oczywiscie kazda liczba Fermata jest nieparzysta. Przypusémy, ze
NWD(F,,, F,,) # 1 dla pewnych m,n € N takich, ze m > n. Stad dla pewnych
Qn, am € N oraz pewnej nieparzystej liczby pierwszej ¢ mamy: 22" + 1 = qay,
oraz 22" +1 = qouy,

m n 2m_n
92" 4 1= (22 ) 1

gm—n

= (qon, — 1) +1

2mn Qm—n _
Z( k )<qan>’“<—1>2 el

k=0

27"—71 2m—n _
> (7)) o P

k=1

Otrzymana suma w dzieleniu przez q daje reszte 2, gdyz jej skladnik

mZ (Wk_n) (gon)* (=1)>" "

k=1

jest podzielny przez q. OtrzymaliSmy sprzecznosé z tym, ze 22" + 1 jest po-
dzielne przez nieparzysta liczbe pierwsza q.

¢) W 1640 roku w liscie do Mersenne’a Fermat postawil hipoteze, ze wszystkie
liczby F,, sa pierwsze, chociaz sprawdzil to tylko dla n = 0,1,2,3,4. W 1732
roku Euler wykazal, ze liczba Fy nie jest pierwsza, jest podzielna przez 641.
Czy, uzywajac kalkulatora, mozna sprawdzié, ze 641|F5? Uzasadnié kazdy krok
w nastepujacym dowodzie tego, ze liczba Fy jest zlozona.

Oczywiscie 641 = 5% + 2% = 5. 27 4+ 1. Zatem 641|(5* + 2*) - 228
oraz 641|(5-27)* — 1, czyli 641|5% - 22 + 252 oraz 641|5*- 2% — 1, a
wiec 641[[(5% - 228 4+ 232 — (5. 228 — 1)]. Stad 641/22 + 1.
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d) (wg Graham, Knuth, Patashnik, 2002, s. 157)

Whiosek, ze F5 nie jest liczba pierwsza, mozna wyciagnac z twierdzenia Fermata
(ktére méwi, ze nP~1 = 1(mod p), jesli p jest liczba pierwsza oraz NWD(n, p) =
1). Przypusémy, ze F5 jest liczba pierwsza.

Uzasadnié, ze wtedy 3% = 3029026160(mod Fs), a wiec ze uzyskujemy sprzecz-
nosé.

ZADANIE 7

Rozwiazujac zadanie 6, poznaliSmy ciag (F,) liczb Fermata, nieskoriczony ciag
liczb parami wzglednie pierwszych.

a) Zbadaé, czy ciag (an), taki ze a, = 3*" +1 dla n € N, jest ciagiem liczb
parami wzglednie pierwszych.

b) Rozwazmy ciag (c,), taki ze ¢, = 62" + 1 dlan € N. Uzasadnié, ze (c,) jest
ciggiem liczb parami wzglednie pierwszych, prowadzac rozumowanie podobne
do dowodu tego, ze ciag (Fy,) liczb Fermata jest ciagiem liczb parami wzglednie
pierwszych.

¢) Sformulowac i rozwiaza¢ zadanie analogiczne do zadania b).

d) Czy prawdziwa jest hipoteza:

Ciag (d,,) okreslony wzorem d,, = a®" + 1, gdzie a jest ustalona
liczba naturalna parzysta dodatnia, a s — ustalona liczba naturalna
dodatnia, jest nieskoniczonym ciagiem liczb wzglednie pierwszych?

e) Jak wzmocnié zalozenia podane w hipotezie postawionej w zadaniu d), by
uzyskacé twierdzenie ogélniejsze od twierdzenia ,ukrytego” w zadaniu b)? Sfor-
mulowaé i udowodnié¢ to twierdzenie.

ZADANIE 8

Rozwazmy ciag (an) okreslony wzorem a, = % (an +1) dlan € N\ {0}, gdzie
p jest ustalona liczba pierwsza nieparzysta.

a) Podaé cztery poczatkowe wyrazy ciagu okreslonego wzorem b, = 1 (32" + 1).
b) Podaé cztery poczatkowe wyrazy ciagu okreslonego wzorem c¢,, = % (52n + 1) .
¢) Czy dla kazdej liczby pierwszej p, réznej od 2, wyrazy ciagu (a,,) sa liczbami
nieparzystymi?

d) Prowadzac rozumowanie podobne do przedstawionego w zadaniu 6b), wy-
kazad, ze (a,,) jest ciagiem liczb parami wzglednie pierwszych.

e) Sformulowaé twierdzenie, ktérego dowodem mogloby by¢ rozumowanie po-
stulowane w zadaniu d).

f) Podjaé préby uogdlnienia twierdzenia, bedacego tematem zadania e).

ZADANIE 9

Czy mozna wykazaé¢ rownowaznosc zdan:

(1) istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych,

(2) istnieje nieskoriczony ciag liczb parami wzglednie pierwszych,
nie znajac wartosci logicznej zadnego z nich?
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Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 1

Nauczyciel matematyki powinien juz na studiach (a nie dopiero w trakcie
pracy zawodowej) poznaé wiele wiadomosci o liczbach pierwszych dla dobrej
realizacji programéw nauczania matematyki, a zwlaszcza dla przygotowania
si¢ do rozbudzania zainteresowania matematyka uczniéw uzdolnionych. Pozna-
wanie elementéw teorii liczb, nasyconych réznymi ciekawostkami, tez natury
historycznej, moze stanowi¢ dla uczniéw szkdl $rednich (a nawet gimnazjéw)
wspaniala zachete do studiowania matematyki.

Zbyt czesto absolwenci szkol érednich podaja bledna definicje liczby pierw-
szej oraz bledna definicje liczby ztozonej. Dobrym odruchem jest ilustrowanie
definicji przykladami i kontrprzyktadami. W zadaniu b) oczywiscie nalezy uza-
sadnié, ze liczba 0 (podobnie liczba 1) ani nie jest pierwsza, ani nie jest zlozona.
Liczba 1 nie jest pierwsza, mimo ze spetnia warunek: , jest podzielna tylko przez
11 przez sama siebie” (zob. zadanie f)). Warto podja¢ dyskusje ze studentami,
jakie bylyby konsekwencje ,,poszerzenia” zbioru liczb pierwszych o liczbe 1.

Zadanie d) ,prowokuje” do korzystania badZ z definicji liczby pierwszej
(liczby zlozonej), badz z cech podzielnosci liczb, badz z twierdzen podajacych
warunki wystarczajace na podzielnosé iloczynu lub sumy liczb naturalnych.

W zadaniu e) wcale nie jest najwazniejsze, by rozstrzygnaé, czy liczba Fer-
mata 22° + 1 (ktéra ,poznamy” blizej w zadaniu 6) jest pierwsza. Wazne, by
zdac sobie sprawe z trudnodci, jakie trzeba pokonaé, by uzyskaé¢ wynik takiego
badania (pozwoli to latwiej zrozumieé, dlaczego Fermat w 1640 roku pomylil
sie, a Kuler dopiero w 1732 roku uzasadnil, ze liczba 22° 4 1 nie jest pierwsza).

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 2

Oczywiscie zadania a) oraz b) nie sa trudne. Paradoksalnie, znajomo$é do-
wodu Euklidesa tego, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele (zob. zada-
nie 3) moze by¢ zrédlem blednego sadu, ze liczby tworzone na wzér sum wymie-
nionych w zadaniu a) sa zawsze pierwsze. Oczywiscie zrozumienie tego dowodu
nie implikuje takiego bledu; w dowodzie tym tworzy si¢ liczbe p1-p2-...-pr+1,
ktoérej postaé przypomina liczby z zadania 2 a), ale nie twierdzi sie, ze jest ona
pierwsza.

Ostatnie polecenie zadania c) byloby trudne dla studentéw I roku matema-
tyki, ktorzy jeszcze nie opanowali elementéw logiki (ktére zniknely z wiekszosei
programéw nauczania matematyki w szkolach $rednich), ale nie jest trudne dla
studentéow wyzszych lat, zgtebiajacych elementy teorii liczb.

W zadaniu d) podano sucho i kategorycznie, ze liczba 2-3-5-7-11-13+1
nie jest pierwsza. Mozna ten fakt uzasadnié¢, korzystajac np. z kalkulatora oraz
listy liczb pierwszych mniejszych od 1000.

Zauwazmy, ze studenci moga postawié¢ hipoteze, ze ciag (as) jest nieskon-
czonym ciagiem liczb parami wzglednie pierwszych. Nie wiemy, czy hipoteza
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ta jest prawdziwa i wydaje sig, ze jest to trudne do rozstrzygniecia. Wazne, by
student matematyki zdawal sobie sprawe, ze wielu probleméw nie mozna od
razu rozwiazac, a szczegolnie inspirujace sa te pytania, na ktére caltymi latami
nie ma odpowiedzi.

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 3

Bedac nauczycielem matematyki, nie tylko trzeba wiedzie¢, ze liczb pierw-
szych jest nieskonczenie wiele, ale wypada zna¢ dowdd Euklidesa podany w tym
zadaniu. Dobrym sposobem na poznanie dowodu jest uzupelnianie luk w jego
redakcji.

Rozwiazujac zadania a) i b), uswiadamiamy sobie, z czego w istocie korzy-
stamy w tym dowodzie. W szczegdlnosci korzystamy z tego, ze liczba naturalna
wigksza od 1 ma dzielnik bedacy liczba pierwsza.

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 4

Pojecie liczb wzglednie pierwszych nie jest powszechnie znane absolwentom
szkol érednich. Nawet ci studenci, ktorzy po raz pierwszy ustysza odpowiednia
definicje, nie beda mieé trudnosci ze zilustrowaniem jej przyktadami. Zadanie b)
powinno okazaé sie latwe (choé wymaga sprecyzowania zwrotu ,parami”).

W zadaniu ¢) pojawia sie konieczno$é zaproponowania definicji nowego po-
jecia. Rosnacy ciag kolejnych liczb pierwszych jest oczywiscie nieskonczonym
ciggiem liczb parami wzglednie pierwszych. Kazdy nieskonczony podciag tego
ciagu jest tez nieskonczonym ciagiem liczb parami wzglednie pierwszych.

d) Dla uzasadnienia, ze ciag (a,) nie jest nieskoficzonym ciggiem liczb pa-
rami wzglednie pierwszych, wystarczy zauwazy¢, ze np. NWD(2!,3!) =2 #£ 1.

Zadanie e) jest latwe. Moga pas$é przyklady ciagéw okreslonych wzorami
ogblnymi (np. a, = 2", b, = 3" dla n € N) lub okreslonych rekurencyjnie (np.
1 =4, cpy1 =3¢, +2dlan € N\ {0}).

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 5

a) Natychmiast otrzymujemy:

wy = 2,

wo =2+1=23,

ws=2-34+1="1,
wi=2-3-7T+1=43,

ws =2-3-7-43+ 1= 1807,

weg =2-3-7-43- 1807+ 1 = 3263443.
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b) Nietrudno sprawdzié, ze ws jest liczba zlozona; 1807 = 13-139. Tu mozna
podaé studentom ,ciekawostki” z literatury: wg jest liczba pierwsza, natomiast
wr, ws, - . ., w7 $a liczbami zlozonymi (Graham i inni, 2002, s. 132). Znanymi
liczbami pierwszymi w ciagu (w,,) sa: 2,3,7,43,3263443.

¢) Pierwsza réwnosé wynika wprost z okreslenia ciagu (wy,), druga z lematu:
NWD(a,b) = NWD(a,a —b) dlaa,b €N, a > b.

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 6

a) Za trudne do natychmiastowego rozstrzygniecia wydaje sie nawet pytanie,
czy liczba Fy jest pierwsza (postawione wczesniej w zadaniu 1 e)). Gléwnym
powodem trudnosci jest to, ze dlan > 5 liczby F,, sa tak duze (wielocyfrowe), ze
znalezienie ich dzielnikéw wlasciwych (gdyby takie istnialy) graniczy z cudem.
Powstaje naturalne pytanie: na jakiej drodze wykazac, ze liczba Fj jest zlozona?
Jeszcze wigksze trudnosci wystapia zapewne przy rozwazaniu liczb Fg, Fr itd.

A co wiadomo z literatury, do ktérej warto odestaé studentow? Z literatury
wiemy, ze znanymi dotychczas liczbami pierwszymi Fermata sa: Fy, Fi, Fb,
F3, Fy. O wielu liczbach Fermata wiadomo, ze sa zlozone. Znane sg rozklady
kanoniczne niektérych z nich (Yan, 2006, s. 34, 35). Nie wiadomo, czy istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych Fermata, ani czy istnieje nieskonczenie
wiele liczb ztozonych Fermata. Wszystkie te wiadomosci ucza pokory, ucza
szacunku dla tych, ktorzy zmagaja sie z problemami teorii liczb.

b) W. Narkiewicz poinformowal P. Ribenboima, ze juz w 1730 roku Gold-
bach w licie do Eulera zawart dowdd tego, ze liczby Fermata sa parami wzgled-
nie pierwsze, by wyciagnaé wniosek, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wie-
le (zob. Ribenboim, 1997, s. 22). Interesujace jest, ze w podobny sposéb wiele
lat pdzniej rézni matematycy (moze niezaleznie od siebie) dowodzili, ze liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele. Dowody tego, ze (F},) jest nieskoficzonym
ciggiem liczb parami wzglednie pierwszych, mozna znalezé w wielu podreczni-
kach akademickich (Ribenboim, 1997; Sierpiniski, 1969; Graham i inni, 2002).
Paulo Ribenboim (1997, s. 22) podaje takie rozumowanie:

Latwo pokazaé¢ przez indukcje ze wzgledu na m, ze F,, — 2 =
Fy-Fy ... Fp_1; stad, jezeli n < m, to F,, dzieli F,,, — 2. Gdyby
liczba pierwsza p dzielita zaréwno F),, jak i Fy,, to dzielitaby F;, —2
i Fyy,, dzielitaby wiec 2 i mieliby$my p = 2. Jednak kazda liczba F),
jest nieparzysta, a wiec nie jest podzielna przez 2. Dowodzi to, ze
liczby Fermata sa parami wzglednie pierwsze.

W przedstawionym w temacie zadania b) rozumowaniu korzystamy m.in.
z twierdzenia o potegowaniu potegi oraz ze wzoru na dwumian Newtona.

c) Korzystajac z kalkulatora, tatwo sprawdzié, ze F5 = 23241 = ((162)2)2+
1 = 4294967297 = 641 - 6700417. Warto zwrdci¢ uwage, ile lat mineto od po-
myltki Fermata do rezultatu Eulera, o ktérych mowa w temacie zadania 6 c).
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Mogliémy tak tatwo sprawdzié, ze Fj5 jest liczbag ztozona, bo podany zostal jej
dzielnik. W rozumowaniu cytowanym w temacie zadania c) korzystamy m.in.
z lematow:

(1) a*~1=(a+1)(a—1)(a®+1)dlaa€R,

(2) alb = albc dla a,b,c € N,

(3) alb Aale = alb— cdla a,b,c € N.

d) Uzupelnienie istotnych luk w dowodzie naszkicowanym w temacie zada-
nia 6d) wymaga m.in. podnoszenia kolejnych liczb do kwadratu, poczynajac od
liczby 3. Wystarczy bra¢ pod uwage jedynie reszty z dzielenia modulo Fj, czyli
modulo 232 + 1. Dowéd koficzy zauwazenie, ze 3029026160 % 1(mod Fs).

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 7

W zadaniu a) okreslony jest wzorem ogdlnym ciag, ktérego kolejnymi wy-
razami sa 4, 10,82, . ... Oczywiscie np. NWD(4, 10) # 1. Ciag (a,,) nie jest wiec
ciaggiem liczb parami wzglednie pierwszych.

b) Oczywiscie wyrazy ciagu (c,) sa liczbami nieparzystymi, w dzieleniu
przez 2 daja bowiem reszte 1. Rozwiazanie zadania b) uzyskamy natychmiast,
zamieniajac w podanym w zadaniu 6 b) dowodzie twierdzenia o liczbach Fer-
mata liczbe 22" na liczbe 62" i uzasadniajac, ze zamiana ta nie zmienia (nie
psuje) rozumowania.

Zadanie c¢) mogloby dotyczy¢ ciagu (e,,) okreglonego wzorem e,, = 82" 4 1
dla n € N. Juz teraz mozna bytoby sie pokusi¢ o odkrycie twierdzenia ogélniej-
szego (ku ktéremu zmierzamy, proponujac zadania d) i e)).

W zadaniu d) proponujemy zbadanie prawdziwosci postawionej tam hipo-
tezy. Szczegblnym przypadkiem ciagu (d,,) jest np. ciag (¢,) okreslony wzorem
t, = 23" +1 dlan € N, a nietrudno zauwazyé, ze NWD(t1,ts) = NWD(3,9) #
1. Hipoteza podana w zadaniu d) zostalaby w ten sposéb obalona.

Do rozwiazania zadania e) wystarczyloby wzmocnié¢ zalozenia w hipotezie
podanej z zadaniu d) nastepujaco: zaréwno a jak i s sa ustalonymi liczbami pa-
rzystymi dodatnimi. Dowdd w istocie niczym si¢ nie r6zni od przeprowadzonego
w rozwiazaniu zadania b).

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 8

a) Korzystajac z kalkulatora, natychmiast otrzymujemy:

by =

ba

N = DN =
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1 1

by

% (3'0 +1) = 21523361.

b) Nietrudno otrzymac:

1
a =3 (" +1) =13,
1
cp =5 (5" +1) =313,
1
c3 =5 (5% +1) = 195313,
ey = % (5'° +1) = 76293945313.

¢) Rozwiazania zadan a) i b) sugeruja hipoteze-odpowiedZ ,tak” na posta-
wione pytanie. Wydaje sig, ze znalezienie dowodu na to, ze wyrazy ciagu (a,,) sa
liczbami nieparzystymi, moze sprawié¢ istotne trudnosci studentom. W pierw-
szej czesci artykutu podalismy dwa takie dowody. Na ¢wiczeniach z algebry
z teoria liczb trzeba bytoby zapewne podaé wskazoéwki lub zadaé pytania pro-
wadzace do odkrycia tych dowodéw. Krétszy i latwiejszy do zrozumienia (i za-
pamigtania) jest dowod przedstawiony w sposobie II, jednak do odkrycia go
konieczny byl pomyst (méglby byé ,sprowokowany” znajomoscia dowodu po-
danego w zadaniu 6 b)). Bardziej naturalne, choé¢ dluzsze wydaje sie rozumowa-
nie przedstawione w sposobie I (s. 55). Dla przyszlego nauczyciela matematyki
zrozumienie rozwazan dotyczacych cyfr jednosci liczby mogtoby by¢ przydatne
w pracy z uczniami uzdolnionymi szkét érednich (a nawet gimnazjéw), przygo-
towujacymi sie do konkurséw matematycznych.

d), e) Wskazéwka podana w temacie zadania d) powoduje, ze z zadania
bardzo trudnego staje sie zadaniem latwym. Oczekujemy od studenta rozu-
mowania przez analogie i redakcji dowodu, podobnej do tej, ktéra podalismy
w pierwszej czedci artykulu (dowdd twierdzenia 3, s. 51 6). Trywialne polecenie
w zadaniu e) ma wyrabiaé¢ u studenta nawyk podsumowywania osiagnieé, spo-
rzadzania listy rezultatéw badan. Oczekujemy np. takiej redakcji twierdzenia:
jezeli p € P\ {2}, to wyrazy ciagu (a,) okreslonego wzorem a,, = % (an +1)
s3 parami wzglednie pierwsze.

f) Okazuje sig, ze prawdziwe jest twierdzenie:
jezeli m jest liczba nieparzysta wieksza od 1, a s jest liczba parzysta dodatnia,
to wyrazy ciagu (c,) okreslonego wzorem ¢, = 5 (m*" +1) dlan € N\ {0} sa
parami wzglednie pierwsze.

Twierdzenie to jest oczywiscie ogdlniejsze od twierdzenia podanego w za-
daniu e), bo liczba pierwsza rézna od 2 jest liczba nieparzysta wieksza od 1,
a liczba 2 jest liczba parzysta dodatnia.
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Warto moze powiedzieé¢, ze ciagi okreslone w zadaniu 8 udato sie odkryé
po prébie takiego ,poprawiania” definicji ciagu podanego w zadaniu 7 a), by
uzyskac ciagi liczb parami wzglednie pierwszych. W wyrazach ciagu z zadania
7 a) zostal wyeliminowany ich wspdlny czynnik 2. Na éwiczeniach ze studentami
mozna by byto podjaé¢ wspdlne proby takiego ,,przedtuzania” zadania 7, ktore
doprowadzilyby do sformutowania hipotez bedacych tematem zadania 8.

Uwagi natury dydaktycznej o zadaniu 9

Wynikanie (1) = (2) zostalo w istocie uzasadnione w zadaniu 5 d). Dow6d
implikacji (2) = (1) méglby by¢ nastepujacy:

Symbolem (b,,) oznaczmy nieskoniczony ciag liczb parami wzglednie pierw-
szych. Niech g; bedzie dzielnikiem pierwszym liczby b; dla j € N\ {0}. Oczy-
wiscie (gn) jest nieskohczonym ciagiem réznowarto$ciowym liczb pierwszych.
Istotnie, przypuszczenie, iz (g, ) nie jest ciagiem réznowartosciowym prowadzi
natychmiast do sprzecznosci z tym, ze (b,,) jest ciagiem liczb parami wzgled-
nie pierwszych. Skoro (b,) jest ciagiem nieskoficzonym, to i (g,) jest ciagiem
nieskonczonym. Wynika stad, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Komentarze do zadan w tym artykule w zadnym stopniu nie powinny kre-
powaé prowadzacego zajecia, ktéry w szczegdlnosci moze zrezygnowaé z niekto-
rych zadan, zmieni¢ kolejnoéc¢ ich rozwiazywania, da¢ wigcej swobody zdolnym
studentom, ktérzy mieliby szanse na w peini samodzielne szukanie rozwiazan,
samodzielne formulowanie kolejnych zadan, moze przy niektérych zadaniach
wdrazaé¢ studentéw do studiowania literatury i szukania w niej nie tylko wia-
domosci, ale i inspiracji do formulowania pytan i stawiania hipotez.
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