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Wuybrane problemy zadan konstrukcyjnych na

ptaszczyznie euklidesowej i wykorzystanie do
ich rozwigzywania twierdzen geometrii rzutowej

Abstract. The article gives examples of construction tasks of first and se-
cond degree on a Euclidean plane, which can be solved with the use of
a simple ruler. For this purpose the theoretical backgrounds of projecti-
ve geometry have been used. It has been proved that in the projective
approach some constructions on a Euclidean plane become linear con-
structions. In particular, a linear construction of this type may be the
typical operation of inversion in respect of a circle and an arbitrary conic
as well as its generalisation, which in reference literature is known under
the name of Hirst transformation.

1. Wstep

Problemy konstrukcyjne, zaréwno na plaszczyznie, jak rowniez w przestrze-
ni, wystepuja bardzo czesto w ludzkiej dziatalnosci. W wielu zawodach ich roz-
wigzywanie jest wrecz niezbedne. Stad byloby wskazane, aby od wczesnych lat
szkolnych wdraza¢ uczniéow do rozwiazywania zadan konstrukcyjnych. W ostat-
nich latach w nauczaniu sa one coraz bardziej zaniedbywane, wrecz usuwane
z programéw. Zwykle kojarzone sa one z przyrzadami do kreslenia, co wydaje
sie zbedne, gdy uzywa si¢ komputeréw w nauczaniu. To bardzo zawezony po-
glad. Rozwiazanie zadania konstrukcyjnego wymaga niejednokrotnie zaawan-
sowanej wiedzy geometrycznej, w ktérej znajdujag miejsce nie tylko wlasnosci
réznych figur, ale réwniez przeksztalcenia geometryczne, algebra geometryczna.
Ucza one logicznego myslenia, $cistosci rozumowania, umiejetnego poszukiwa-
nia warunkéw koniecznych i wystarczajacych do istnienia rozwigzania, uzasad-
niania poszczegélnych krokéw myslowych, weryfikacji otrzymanego rozwigza-
nia, rozwijaja intuicje matematyczna, a ponadto sa doskonalym zastosowaniem
zdobytej wiedzy geometrycznej. Nie sposéb w jednym artykule omowié¢ doktad-
nie wszystkie aspekty rozwiazywania zadan konstrukcyjnych. Ograniczymy sie
tu jedynie do podania kilku przykladdéw zastosowania teorii geometrii rzutowe;j
do rozwiazywania zadan na plaszczyznie euklidesowej. W kursie geometrii na
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studiach nauczycielskich niewiele czasu po$wieca sie geometrii rzutowej, tym-
czasem wiadomo, ze obejmuje ona geometrie: afiniczna, euklidesowsg, i nieeukli-
desows.

W tym artykule podano przyktady liniowych zadan konstrukcyjnych, to
jest takich, ktéorych rozwiazanie wymaga jedynie prowadzenia prostych. Zada-
nia te sg rozwigzywane na plaszczyznie euklidesowej, uzupetnionej punktami
niewlasciwymi (ktéra w ten sposéb staje si¢ modelem plaszczyzny rzutowej),
z wykorzystaniem twierdzen geometrii rzutowej. Takie ujecie wydaje sie ko-
rzystne pod wzgledem dydaktycznym, bo oprécz tego, ze sugeruje inne od byé
moze znanych sposobéw rozwiazania zadan konstrukcyjnych na ptaszczyznie
euklidesowej, to réwniez pozwala lepiej poznaé¢ geometrie rzutowa.

2. Przyktady liniowych zadan konstrukcyjnych stopnia pierwszego i stopnia
drugiego

W geometrii rzutowej jest znanych wiele zadan stopnia pierwszego (tj. ta-
kich, ktére w geometrii analitycznej sprowadzaja sie do rozwiazywania réwnan
stopnia pierwszego), do konstrukcji ktérych wystarcza sama linijka. Oto przy-
ktadowe z nich:

e wyznaczenie prostej przechodzacej przez dany punkt i niedostepny punkt
przeciecia dwoch danych prostych,

e wyznaczenie punktu wspoélnego danej prostej z prosta, na ktérej zazna-
czone sg dwa roézne punkty, ale narysowanie tej prostej jest niemozliwe,

e konstrukcja tréjkata wpisanego w dany tréjkat tak, aby jego boki prze-
chodzity odpowiednio przez dane trzy rézne punkty nalezace do jednej
prostej,

e konstrukcja punktu czwartego harmonicznego do trzech danych punktow
pewnej proste;j.

Zadania tego typu mozna rozwiaza¢ sama linijka korzystajac na przyktad
z twierdzenia Desarques’a. Mozna je znalez¢ miedzy innymi w ksiazce (Fudali,
1989, s. 274-278).

W tym artykule podano przyktady pewnych zadan stopnia drugiego, czyli
zadan konstrukcyjnych na plaszczyznie rzutowej, posiadajacych najwyzej dwa
rozwigzania.

Niektoére z tych zadan, jak pokazano, mozna réwniez rozwigzywac graficznie
przy pomocy samej linijki. W tym celu wystarczy przyjaé, ze na plaszczyznie
rzutowej narysowana jest pewna stozkowa.

W przytoczonych zadaniach wykorzystano rzutowe wlasnosci stozkowych.
Przypomnimy niektére z nich. Obszerniejsza rzutowsa teorie krzywych stozko-
wych moze Czytelnik znalez¢ miedzy innymi w ksiazkach (Yersepyxun, 1969;
Komuccapyx, 1971; Pedoe, 1963).
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Rzutowa definicja stozkowej

DEFINICIA

Przez stozkowa (inaczej krzywa drugiego rzedu) w ujeciu rzutowym rozumie
sie miejsce geometryczne punktéw przeciecia odpowiadajacych sobie prostych
dwdch pekéw rzutowych o réznych srodkach, zawartych w jednej pltaszczyznie.

Przyjmujac taka definicje, mozna udowodnic:

TWIERDZENIE I
Rzutujge punkty stozkowej z jej dwu dowolnych réznych punktow, otrzymuge sie
dwa rzutowe peki prostych.

Jak wiadomo, dwa rzutowe peki prostych tej samej plaszczyzny okreslone
sg przez podanie trzech par odpowiadajacych sobie prostych.
Wynika stad w szczeg6lnosci:

TWIERDZENIE II

Pieé¢ punktow nalezgcych do jednej plaszczyzny, z ktérych zZadne trzy nie na-
lezg do jednej prostej, okresla dokladnie jedng stozkowq przechodzgcq przez te
punkty.

TWwIERDZENIE III (PASCALA)
Punkty przeciecia par przeciwleglych bokéw szesciokgta zupelnego wpisanego
w stozkowq nalezq do jednej prostej zwanej prostq Pascala.

Twierdzenie Pascala zachodzi réwniez w przypadku, gdy dwa wierzchotki
szedciokata wpisanego w stozkowa pokrywaja sie (mamy woéwczas pieciokat zu-
pelny wpisany w stozkowa, a bok szeéciokata staje sie stycznag do stozkowej
w tym wierzchotku), lub dwie pary wierzchotkéw szesciokata pokrywaja sie,
czyli dany jest czworokat zupelny wpisany w stozkowa i styczne do stozkowej
w dwu wierzchotkach tego czworokata lub trzy pary wierzchotkéw szesciokata
pokrywaja sie, przez co otrzymuje sie trojkat wpisany w stozkowa i trzy proste
styczne do stozkowej w wierzchotkach tego trdjkata.

Twierdzeniem dualnym do twierdzenia Pascala jest:

TWIERDZENIE IV (BRIANCHONA)
Proste przechodzqce przez przeciwlegle wierzcholki sze$cioboku opisanego na
stozkowej przecinajg sie w jednym punkcie.

Wynika stad w szczegdlnosci:

TWIERDZENIE V

Proste przechodzqce przez przeciwlegle wierzcholki czworoboku zupelnego opisa-
nego na stozkowej i proste przechodzgce przez punkty styczno$ci przeciwleglych
bokow tego czworoboku przecinajg sie w jednym punkcie.
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Korzystajac z tego twierdzenia i definicji relacji rozdzielania harmonicznego
w geometrii rzutowej, mozna tatwo udowodnic:

TWIERDZENIE VI

Jezeli proste k, | sq stycznymi do stozkowej s w réznych punktach A, B tej
stozkowej, a m jest dowolng prostg przechodzqcg przez punkt R wspdlny prostych
k, 1 i przecinajgcq te stozkowq w dwu réznych punktach P, Q (rys. 1), to para
(PQ) rozdziela harmonicznie pare (RS), gdzie S jest punktem wspdlnym prostej
AB i prostej m.

ST
/;"\

>

Rysunek 1.



Wuybrane problemy zadan konstrukcyjnych na ptaszczyznie euklidesowej 135

Wynika stad, ze prosta AB jest biegunowa punktu R wzgledem tej stoz-
kowej. Jest ona rowniez zbiorem punktéw stalych w inwolucyjnym przeksztal-
ceniu rzutowym, odwzorowujacym stozkows s na siebie, wyznaczonym przez
pary punktéw przeciecia prostych peku (R) z ta stozkowa. Na rysunku 1 taki-
mi parami sa (PQ), (UV). Wynika stad w szczegdlnosci, ze proste PV i QU
przecinaja sie na prostej AB. To spostrzezenie pozwala w prosty sposéb skon-
struowaé samg linijka proste styczne do narysowanej stozkowej, przechodzace
przez punkt lezacy na zewnatrz tej stozkowej. Konstrukcje taka przedstawia
rysunek 2.

Rysunek 2.

Przez punkt P lezacy na zewnatrz stozkowej poprowadzono trzy proste
przecinajace te stozkowa w parach punktéw: (AA"), (BB’), (CC"). Prosta DE,
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gdzie D jest punktem wspdélnym prostych AB’ i A’B, a E jest punktem wspol-
nym prostych BC' 1 B'C, przecina stozkowa w punktach U, V. Proste PU i PV
sg stycznymi do tej stozkowe;j.

Do zadan konstrukcyjnych wykonalnych sama linijka i dotyczacych stozko-
wych nie wymagajacych dodatkowo narysowanej stozkowej naleza na przyktad:

1) wyznaczenie drugiego punktu przecigcia stozkowej okreslonej pigcioma
punktami, z ktérych zadne trzy nie naleza do jednej prostej (lub cztere-
ma punktami i styczna w jednym z tych punktéw, lub trzema punktami
i stycznymi w dwéch z danych punktéw), z prosta przechodzaca przez
jeden z tych punktow,

2) konstrukecja stycznej do stozkowej (okreslonej jak powyzej) w danym
punkcie tej stozkowe;j.

Do rozwiazania tych zadan wystarczy zastosowac jedynie twierdzenie Pascala.

W przypadku pierwszego z tych zadan, stozkows s zadano przez pie¢ punk-
tow A, B, C, D, E, z ktorych zadne trzy nie naleza do jednej prostej, prosta [
poprowadzono przez punkt E (A, B, C, D nie naleza do tej prostej) (rysunek 3).

Rysunek 3.
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Oznaczajac przez Xdrugi z punktéw wspdlnych prostej [ i stozkowej s oraz
stosujac twierdzenie Pascala do szesciokata ABCDEX wpisanego w te stoz-
kowa, stwierdzamy, ze prosta Pascala dla tego sze$ciokata jest prosta przecho-
dzaca przez punkt przeciecia prostych AB i ED (na rysunku 3 punkt P), oraz
przez punkt wspélny prostej BC' i prostej I (punkt Q).

X jest punktem wspdlnym prostej [ i prostej AR, gdzie R jest punktem
wspdlnym prostych PQ i CD.

W drugim zadaniu dla skonstruowania stycznej do stozkowej ABCDE
w punkcie A, wzieto pod uwage szeSciokat ABCDEA wpisany w stozkowa
(punkt A policzono podwdjnie) (rysunek 4).

\ -

Rysunek 4.
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Prosta Pascala dla tego sze$ciokata przechodzi tu przez punkt przeciecia
prostych AB i DE (na rysunku 4 punkt P), oraz punkt wspélny prostych BC
i AE (punkt Q).

Styczna do stozkowej w punkcie A przechodzi przez A i punkt wspdlny
prostej C'D z prostg Pascala.

3. Przyktady liniowych zadan konstrukcyjnych stopnia drugiego na ptasz-
czyznie euklidesowej z narysowang na niej jedng stozkowqg

Do konstrukcyjnego rozwiazania przedstawionych zadan stopnia drugiego
przyjeto dodatkowo narysowang stozkowa. Wykorzystano w nich m.in. naste-
pujace twierdzenia geometrii rzutowej.

TwIERDZENIE VII (Pierwsze twierdzenie Desarques’a (dotyczace stozkowych))
Jezeli czworokqt zupelny jest wpisany w stozkowq, to dowolna prosta nie bedgca
prostq zewnetrzng wzgledem stozkowej i nie przechodzqca przez Zaden z wierz-
chotkow tego czworokgta przecina stozkowg w dwu punktach sprzeZonych z sobg
(odpowiadajgcych sobie) w inwolucji, do ktérej nalezq pary punktéw przeciecia
tej prostej z przeciwleglymi bokami czworokgta.

TwIERDZENIE VIII (Drugie twierdzenie Desarques’a (dotyczace stozkowych))
Jezeli trojkat jest wpisany w stozkowgq, to dowolna prosta plaszczyzny nie bedgca
prostq zewnetrzng wzgledem stozkowej i nie przechodzqca przez Zaden z wierz-
chotkow danego trdjkgta przecina stozkowg w dwu punktach sprzezonych z sobg
w tnwolucyi, do ktorej nalezg: para punktow przeciecia tej prostej z dwoma boka-
mi trojkgta i para punktow, z ktorych jeden jest punktem przeciecia tej prostej
z trzecim bokiem trojkqta, a drugi jest punktem wspdlnym danej prostej i stycz-
nej do stozkowej w przeciwleglym wierzcholku trojkgta.

Przez inwolucje na stozkowej rozumie sie takie nietozsamosciowe przeksztat-
cenie rzutowe stozkowej na siebie, ktére jest identyczne z przeksztalceniem do
niego odwrotnym.

TWIERDZENIE IX
W inwolucji na stozkowej punkty sprzezZone nalezq do prostych przechodzgcych
przez jeden punkt, ktory nosi nazwe srodka inwolucji stozkowey.

TWIERDZENIE X
Kazdy punkt plaszczyzny rzutowej zawierajgcej stozkowq, nie nalezgcy do niej,
moze byé uvwaiZany za $rodek pewnej inwolucyi na tej stozkowey.

Przyktady zadan konstrukcyjnych z narysowang dodatkowo stozkowa.
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ZADANIE 1

Wyznaczy¢ (o ile istnieja) punkty wspdlne stozkowej okreslonej przez pigé punk-
tow A, B, C, D, E, z ktérych zadne trzy nie naleza do jednej prostej, z dana
prosta | nie przechodzaca przez zaden z tych punktéw.

Proponowane rozwiazanie:
Niech sg bedzie narysowana stozkowa na plaszczyznie, s stozkowa wyzna-
czona przez punkty A, B, C, D, E (rysunek 5).

Rysunek 5.
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Rzutujac z punktéw A, B, punkty C, D, E, otrzymujemy dwa rzutowe peki
prostych:

A(AC, AD, AE,...)AB(BC,BD,BE,...).

Zbiorem punktéow wspélnych odpowiadajacych sobie w tym przeksztalceniu
rzutowym prostych jest stozkowa s. Przeksztalcenie rzutowe pekéw (A), (B)
indukuje na prostej | przeksztatcenie rzutowe punktéw prostej I, wyznaczone
przez punkty wspélne odpowiednich prostych tych pekéw z prosta [, czyli

l(A17A27A37 . .)Kl(Bl,B%B?,, . )

Punkty zjednoczone tego przeksztalcenia rzutowego na prostej [ sa punktami
wspdélnymi tej prostej i stozkowej s.

Dla ich wyznaczenia zrzutowano punkty Ay, By, Aa, Ba, A3, B3 na stozkowa
sp z punktu Qo nalezacego do tej stozkowej, otrzymujac na sg przeksztalcenie
rzutowe

so(AL, A, A, )N so(B,, By, BS,...).

Punkty zjednoczone (stale) P, Py tego przeksztalcenia rzutowego sa punk-
tami przeciecia stozkowej so z prosta Pascala pg szesciokata A} By AL Bj AL BS
wpisanego w te stozkowa. Ta prosta Pascala nazywa sie osia przeksztalcenia
rzutowego na stozkowej, a biegun tej prostej wzgledem stozkowej nosi nazwe
srodka przeksztalcenia rzutowego na tej stozkowej.

Rzutujac punkty zjednoczone przeksztalcenia rzutowego stozkowej sg, z pun-
ktu Qo na prosta [, otrzymamy punkty przeciecia tej prostej ze stozkowa s (na
rysunku 5 sg nimi punkty Py, Ps).

ZADANIE 2
W dang stozkowa wpisac¢ trojkat tak, aby jego boki przechodzily przez trzy
dane punkty wspotliniowe, z ktorych zaden nie nalezy do tej stozkowej.

Rozwiazanie:

Niech s bedzie dana stozkowa, Ag, By, Co danymi punktami prostej [ (ry-
sunek 6).

Zalézmy, ze trojkat ABC' spelnia warunki zadania. Oznaczmy przez Ip,
inwolucje o §rodku By i parze odpowiadajacych sobie punktéw (AC), przez
14, inwolucje o srodku Ag i parze punktéw (CB), oraz przez I, inwolucje
o érodku Cy i parze punktéw (AB) odpowiadajacych sobie w tej inwolucji.

ZYozenie ¢ = I¢, 0 14, o Ip, tych inwolucji jest przeksztalceniem rzutowym
okreslonym na stozkowej s.

Poniewaz

SO(A) = (ICO 0140 IBO)(A) = (ICO o IAO)(O) = ICO(B) = A,

wiec A jest punktem stalym tego przeksztalcenia rzutowego.
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//

Rysunek 6.

Rozwiazanie zadania sprowadza sie zatem do wyznaczenia punktéow podwoj-
nych (stalych) przeksztalcenia rzutowego na stozkowej, bedacego zlozeniem
tych trzech inwolucji.
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W tym celu wybrano trzy dowolne punkty P, @, R nalezace do stozkowej
i wyznaczono ich obrazy w przeksztalceniu .
Na rysunku 6 mamy

e(P)=P', ¢(Q)=Q", ¢(R)=R,

czyli
s(P,Q,R,..)ANs(P,Q R,...).

Osia tego przeksztalcenia rzutowego stozkowej jest prosta k wyznaczona
przez punkt przeciecia prostych PQ’ i P’'Q) oraz przez punkt przecigcia prostych
PR i RP'.

Kazdy z punktow przecigcia prostej k z ta stozkowa daje jedno rozwiazanie
zadania.

Uwaga: Zadanie rozwiazano w przypadku, gdy cala stozkowa s jest nary-
sowana. Jesli stozkowa okreslona jest piecioma punktami, aby méc rozwiazaé
zadanie sama linijka, do konstrukcji wyznaczenia punktéw wspolnych prostej
k z ta stozkowa nalezy uzy¢é narysowanej stozkowej sg. Pozostalte konstrukcje
sg liniowe.

ZADANIE 3

Dane sg cztery punkty A, B, C, D, z ktérych zadne trzy nie naleza do jednej
prostej, oraz prosta | nie przechodzaca przez zaden z tych punktow. Wyznaczy¢
stozkowe przechodzace przez dane punkty i styczne do prostej [.

Rozwiazanie:

Z pierwszego twierdzenia Desarques’a wynika, ze jezeli czworokat jest wpisa-
ny w stozkowa, to dowolna prosta nie przechodzaca przez zaden z wierzchotkéw
tego czworokata przecina stozkowa w dwu punktach, sprzezonych z soba w in-
wolucji, do ktérej nalezg pary punktéw przeciecia tej prostej z trzema parami
bokéw przeciwleglych czworokata. Na rysunku 7 parami punktéw sprzezonych
w inwolucji o prostej I sa: (A1, A}), (Az2, A}), (As, AL), Punkty podwdjne tej
inwolucji (o ile istnieja) sa punktami stycznosci stozkowych przechodzacych
przez punkty A, B, C, D z prostg . Wyznaczono je za pomoca stozkowej sg
tak, jak w zadaniu 1.

Zwroémy jeszcze uwage na konstrukcje punktéw wspoélnych dwu stozko-
wych. W ogélnym przypadku wyznaczenie punktow wspélnych dwu stozko-
wych jednej plaszczyzny nie jest zadaniem stopnia drugiego i, jak wykazano,
nie da si¢ sprowadzi¢ do zadan drugiego stopnia (dowodzi si¢ analitycznie, ze
rozwigzanie takiego zadania prowadzi do pewnego réwnania nieprzywiedlnego
stopnia czwartego).
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Rysunek 7.

Mozna jednak do zadan stopnia drugiego (rozwiazalnych za pomoca samej
linijki i narysowanej stalej stozkowej) sprowadzié zadanie wyznaczenia punktéw
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wspOlnych dwdch stozkowych, gdy dane sa ich dwa elementy wspdlne (dwa
punkty wspolne albo jeden punkt wspélny i wspdlna styczna w tym punkcie
albo dwie styczne wspdlne).

Przedstawimy tu tylko przypadek, gdy stozkowe maja dwa rézne punkty
wspoélne; przy czym jedna jest narysowang stozkowsq sg, a druga stozkowa s jest
okreslona piecioma punktami 4, B, C, D, E (rysunek 8).

Sa

Rysunek 8.
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Rzutujac punkty stozkowej s na stozkowa sg z punktéw A, B, otrzymamy
na stozkowej sg pewne przeksztalcenie rzutowe:

So(Cl,Dl,El, .. .)KSo(Ci, i,Ei, .. )

Na rysunku 8 wyznaczono 0§ I tego przeksztalcenia rzutowego. Mozna wy-
kazaé, ze punkty P, @ wspdlne tej osi [ ze stozkowa s (o ile istnieja) sa réwniez
punktami stozkowej s.

Uwaga: W przypadku, gdy obie stozkowe sa okreslone tylko swoimi piecioma
punktami, zadanie tez mozna rozwiaza¢ samg linijka. Wyznaczenie punktéw
przeciecia prostej ze stozkowsa jest konstrukcja liniowa. Punkty przeciecia osi
przeksztalcenia rzutowego ze stozkowa sg (czy tez s) wyznacza sie liniowo za
pomoca dodatkowo narysowanej stozkowej, jak w zadaniu 1.

W podanych zadaniach nie zachodzita potrzeba konstruowania na plasz-
czyznie euklidesowej prostych réwnolegtych i prostych prostopadlych. Do wy-
konania tych konstrukcji sama linijka nie wystarcza juz narysowana dowolna
stozkowa. Musi byé uwzgledniona prosta niewlasciwa plaszczyzny, ktéra moz-
na zadaé przez dwa jej rézne punkty (czyli kierunki na plaszcezyZnie euklideso-
wej) oraz inwolucja bezwzgledna plaszczyzny zadana przez dwie pary punktéw
sprzezonych, czyli przez dwie pary prostych prostopadtych.

Wobec tego, na ptaszczyznie euklidesowej uzupelnionej prosta niewtasciwa
jako stata stozkowsq sg wystarczy przyjaé¢ okrag z zaznaczonym srodkiem. Wte-
dy prosta niewlasciwa plaszczyzny jest biegunowa srodka okregu, a inwolucja
bezwzgledna jest inwolucja punktéw sprzezonych wzgledem okregu na prostej
niewlasciwej. Wowczas, jak to wynika z twierdzenia Ponceleta-Steinera, kaz-
da konstrukcja klasyczna plaszczyzny (tj. konstrukcja cyrklem i linijka) jest
wykonalna samag linijka.

L. Inwersja wzgledem okregu jako konstrukcja liniowa

Na zakoniczenie pokazemy, ze konstrukcja obrazu punktu w inwersji wzgle-
dem okregu réwniez moze by¢ konstrukcja liniows.

Niech okrag o $érodku O i promieniu r bedzie okregiem inwersji, X punktem
euklidesowym plaszczyzny nie nalezacym do tego okregu i réznym od punktu
0, a X’ obrazem punktu X w inwersji wzgledem tego okregu (rysunek 9).

Z definicji inwersji wzgledem okregu wynika, ze X’ nalezy do pélprostej OX
i|0X'|-|0X]| =r2

Oznaczmy przez U, V punkty przeciecia prostej OX z okregiem i wyznacz-
my dwustosunek czwérki punktéw (UV X X’). Poniewaz para punktéw (UV)
rozdziela pare (X X'), wiec z definicji dwustosunku otrzymujemy:

UX| |[UX'|
VX VXYl

wVXqu—<
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Rysunek 9.

Rozwazmy przypadek, gdy X nalezy do zewnetrza kola o érodku O i pro-
mieniu 7, a punkt V nalezy do péiprostej UX. Uwzgledniajac zatozenie, ze
|OX'| - |0OX| = r?, otrzymujemy:

(r+10X]) - (r—|0X"]) _ |OX|-]OX"| _

UVXX')=- = = —1.
( )= OX =) (OX T+ r) |0~ |OX"
Gdy X jest punktem wnetrza kola, to:
. / — / J—
wvxx — _rHIOXD - (0X'=r) __jox'-ox] _

(r—|0X[)-(|0X'|+r) — [|O0X'|-|OX]

W obydwu przypadkach X’ jest czwartym harmonicznym punktem dla tréj-
ki punktéw (UV X), a wigc jest punktem przecigcia biegunowej punktu X z pro-
sta OX.

Konstrukcja punktu czwartego harmonicznego dla tréjki punktéw wspot-
liniowych jest znana konstrukcja liniowa. Przypomnijmy ja jednak, opisujac
jednoczesnie konstrukcje biegunowej danego punktu wzgledem okregu.
Przypadek 1°

Zalézmy, ze X jest punktem euklidesowym nalezagcym do zewnetrza kota
o érodku O (X nalezy do plaszczyzny, w ktérej zawiera sie kolo) (rysunek 10).
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Rysunek 10.

Oznaczmy przez V, U punkty przeciecia prostej OX z okregiem i popro-
wadzmy przez X prosta rozna od OX, przecinajaca okrag w dwu réznych
punktach A, B. Niech @ bedzie punktem wspolnym prostych AV i BU. Dla
czworokata zupelnego AQBP punkty U, V sa punktami przekatnymi, prosta
OX przekatna, a punkty X, X’ punktami wspdlnymi przekatnej OX z bokami
AB i PQ.

Stad i z definicji relacji rozdzielania harmonicznego, para punktéw (UV)
rozdziela harmonicznie pare (X X'). Punkt X’ jest wiec czwartym harmonicz-
nym dla tréjki punktéw (UV X), a tym samym jest obrazem punktu X w inwer-
sji wzgledem danego okregu. Rownoczesnie ABUV jest czworokatem zupelnym
wpisanym w okrag, wiec prosta QX' jest biegunowa punktu X wzgledem tego
okregu.
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Przypadek 2°
Punkt X nalezy do wnetrza kota o $rodku O i promieniu r (X # O) (rysu-
nek 11).

Rysunek 11.

Niech prosta OX przecina okrag w punktach U, V. PoprowadZzmy przez
punkt X prosta rézna od OX i przecinajaca okrag w punktach P, Q). Punkty



Wuybrane problemy zadan konstrukcyjnych na ptaszczyznie euklidesowej 149

P, V, Q, U sa wierzcholkami czworokata zupelnego wpisanego w ten okrag.
Zaznaczone na rysunku 11 punkty A, B i punkt X sg punktami przekatnymi
tego czworokata. Prosta AB jest przekatna czworokata PV QU. Niech C bedzie
punktem wspélnym przekatnej AB z bokiem P(Q czworokata, a X’ punktem
wspélnym prostej AB i boku UV tego czworokata. Wéwczas para punktéw
(AB) rozdziela harmonicznie pare (CX'). Rzutujac czwérke punktéw (ABCX')
na prostag OX z punktu P i korzystajac z tego, ze relacja rozdzielania harmo-
nicznego jest niezmiennikiem przeksztalcen rzutowych, wnioskujemy, ze para
punktéw (UV) rozdziela harmonicznie parg (X X'), a to dowodzi, ze X’ jest
obrazem punktu X w inwersji wzgledem danego okregu. Biegunowa punktu X
wzgledem okregu jest tu prosta AB.

Przypadek 3°

Punkt X nalezy do okregu (rysunek 12). Wtedy, jak wiadomo, X jest punk-
tem stalym w inwersji wzgledem tego okregu, czyli X' = X.

Pokazemy jednak, jak, uzywajac samej linijki, skonstruowaé styczna do tego
okregu w punkcie X (czyli biegunowa punktu X wzgledem okregu).

Rysunek 12.

Niech @, R beda réznymi od siebie i od X punktami okregu. @, X, R sa
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wiec wierzchotkami tréjkata zupelnego wpisanego w ten okrag. Niech [ bedzie
dowolng prosta przecinajaca okrag w punktach U, U’, lecz nie przechodzaca
przez zaden z punktéw @, X, R (na rysunku 12 poprowadzono ja przez punkt
0). Oznaczajac przez A, A’ punkty przeciecia prostej [ odpowiednio z prostymi
QX i RX przez B punkt wspélny prostych i QR, a przez B’ punkt, w ktérym
prosta t styczna do okregu w punkcie X przecina prosta I, z drugiego twier-
dzenia Desarques’a dotyczacego stozkowych wnioskujemy, ze pary punktow:
(AA"), (UU') i (BB’) naleza do pewnej inwolucji na prostej I. Aby wiec skon-
struowaé prosta t, wystarczy skonstruowaé obraz punktu B w inwolucyjnym
przeksztalceniu rzutowym na prostej [, jednoznacznie wyznaczonym przez pary
punktéw: (AA") i (UU").

Oznaczmy przez P punkt wspélny prostych UX i QR, przez T punkt wspdl-
ny prostych PA’ i QU'. Mozna wéwczas wykazaé, ze punkt wspolny prostej T X
z prosta [, ktéry na rysunku oznaczono przez B’, jest obrazem punktu B w za-
danym przeksztalceniu inwolucyjnym na prostej [, natomiast prosta T'X jest
styczng do okregu w punkcie X.

Rzutujac kolejno prosta [ na prosta PQ z punktu 7', a nastepnie prosta PQ
na prosta [ z punktu X, otrzymujemy:

(A,U',B',B,..)AN(P,Q,S,B,..)AN(U,A,B,B,..)N(A,U,B,B,...).

Czyli
(A U',B',B,..)N(A,U,B,B,...)

Poniewaz w podanym przeksztalceniu rzutowym prostej I obrazem punktu
B jest r6zny od niego punkt B’, a obrazem punktu B’ punkt B, wigc analogicz-
ng wlasno$é ma kazda para odpowiadajacych sobie punktéw (w szczegdlnosci
pary (AA") 1 (UU’)), a to dowodzi, ze to przeksztalcenie rzutowe jest inwolu-
cja. Tym samym, w mysl drugiego twierdzenia Desarques’a, prosta X B’ jest
styczng do okregu w punkcie X.

Podane powyzej konstrukcje biegunowych punktow wzgledem okregéw mo-
zna stosowaé réwniez w przypadku dowolnych stozkowych. Co wiecej, moz-
na uogdlni¢ pojecie inwersji wzgledem okregu na inwersje wzgledem dowolnej
stozkowej.

Przeksztalcenie takie nosi nazwe przeksztalcenia Hirsta (Wieleitner, 1919).
Jego definicja jest nastepujaca:

DEFINICIA

Na plaszczyZnie rzutowej dana jest pewna stozkowa s i dowolny punkt O nie
nalezacy do s (rysunek 13). Niech X bedzie punktem plaszczyzny réznym od
punktu O, punkty U, V punktami wspdlnymi prostej OX i stozkowej s (moga
sie pokrywaé lub byé punktami urojonymi sprzezonymi). Obrazem punktu X
w przeksztalceniu Hirsta jest taki punkt X', ze para (UV) rozdziela harmo-
nicznie pare (X X'), czyli (UVXX') = —1.
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Rysunek 13.

Wynika stad, ze przeksztalcenie Hirsta jest inwolucja i podobnie jak in-
wersja wzgledem okregu na plaszczyznie euklidesowej jest przeksztalceniem
kwadratowym. Mozna bowiem wykazaé, ze obrazem prostej [ nie przechodza-
cej przez punkt O jest stozkowa przechodzaca przez O, przez punkty wspolne
prostej I i stozkowe]j s, oraz przez punkty stycznosci (rzeczywiste lub urojone)
prostych peku (O) stycznych do stozkowej, z ta stozkowa.

Podobnie mozna wykazaé, ze kazde przeksztalcenie pltaszczyzny lub prze-
strzeni euklidesowe] jest specyficznym przeksztalceniem rzutowym. Uzyskuje
sie w ten sposéb zupelnie inne spojrzenie na geometrie¢ euklidesowa. Twier-
dzenia elementarnej geometrii euklidesowej staja sie wtedy szczegdlnymi przy-
padkami twierdzen geometrii rzutowej. Zreszta nie tylko geometria euklideso-
wa znajduje swoje miejsce w geometrii rzutowej. W ujeciu rzutowym bardziej
zrozumialym staje si¢ na przyklad model Beltramiego-Kleina ptaszczyzny t.o-
baczewskiego. Role okregu w tym modelu moze pelnié¢ dowolna stozkowa.



152 Ewa Lubas$

5. Uwagi koncowe

W artykule tym przedstawiono jedynie niewielki zakres zastosowan teorii
geometrii rzutowej. Starano sie przy tym zwrédci¢ uwage na to, ze ten sam
problem geometryczny (w tym przypadku zadania konstrukcyjne) moze byé
rozwigzywany réznymi sposobami w zaleznosci od $rodkéw, ktorymi sie dys-
ponuje. Dodatkowym celem tego opracowania bylo wzbudzenie zainteresowan
czytelnika mozliwosciami zastosowan i interpretacji geometrii rzutowe;j.

Objasnienie symboli matematycznych stosowanych w pracy:
A, B, C, ... — punkty euklidesowe,
k, I, m, ... — proste euklidesowe,
(A) — pek prostych plaszczyzny przechodzacych przez punkt A,
AB — prosta wyznaczona przez dwa rézne punkty A, B,
|AB| — odleglo$¢ euklidesowa punktéw A, B,
(ABCD) — dwustosunek czwérki punktéw wspolliniowych A, B, C, D,
(A, As, As,...)AN(B1, B2, Bs,...) — przeksztalcenie rzutowe, w ktérym
dla dowolnego i obrazem punktu A; jest punkt B;.
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