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0 zastosowaniu sumowania wedtug Eisensteina

do pewnej sumy podwajne;

Abstract. The lattice sum S2 for the square array conditionally converges.
Having used physical arguments, Rayleigh chose an order of summation
in such a way that S2 = 7. The Eisenstein summation method applied
to S2 yields the same result. This paper is devoted to a rigorous proof
of So = 7 for the Eisenstein summation method. The study can be used
in class for students as an interesting example which illustrates different
types of convergence.

1.  Wprowadzenie w metodologie

Jednym z waznych probleméw dydaktyki matematyki jest uogélnianie poje-
cia, twierdzenia lub zadania. Wyrdznia si¢ dwa rodzaje takich uogdlnien: przez
rozpoznanie lub przez konstrukcje. Tego typu uogolnienia pojawiaja sie cze-
sto w zastosowaniach matematyki do réznych zagadnien z nauk pokrewnych,
np. z fizyki lub techniki. Stosowanie metod matematycznych w rozwiazywaniu
zagadnien z réznych dziedzin moze prowadzi¢ do teoretycznego dowodu po-
prawnosci stosowanych od wielu lat metod postepowania w danej dziedzinie.
Z taka sytuacja mamy do czynienia w niniejszej pracy. Dotyczy ona bowiem
matematycznego dowodu réwnosci
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gdzie m,m € 7Z oraz i oznacza jednostke urojona, ktéra zostata uzasadnio-
na juz w roku 1892 przez Lorda Rayleigha (Rayleigh, 1892) na drodze czysto
fizycznych rozwazan. Artykul ten adresowany jest przede wszystkim do stu-
dentow studidéw matematycznych zajmujacych sie zastosowaniami matematyki
w naukach technicznych. Moze réwniez zainteresowaé¢ matematykéw zajmuja-
cych sie dydaktyka tego przedmiotu, gdyz jest, naszym zdaniem, ciekawym
przykladem uogdlnienia przez rozpoznanie metod znanych w klasycznej anali-
zie matematycznej na przypadek funkcji zespolonych, okreslonych przy pomocy
szeregoéw warunkowo zbieznych.
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Wszedzie w pracy zakladamy, Zze pod znakiem sumy (1) i w podobnych
sumach m i m’ nie sa réwne zero jednoczesnie. Wystepujaca we wzorze (1)
sume szeregu podwojnego definiuje nastepujaca formuta:
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Szereg (1) jest szczegdlnym przypadkiem szeregu
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ktory jest réwniez podwojnym szeregiem zespolonym. W ksiazce (Weil, 1976)
udowodniono, ze dla n > 3 szereg (3) jest bezwzglednie zbiezny, a dla n = 2
jest tylko zbiezny warunkowo.

Szeregami typu (3) zajmowal sie juz w roku 1847 niemiecki matematyk
Ferdinand Eisenstein (1821-1852) (Eisenstein, 1847). Nie znajac wtedy pojecia
zbieznosci warunkowej i bezwzglednej, zaproponowal metode sumowania, ktora
nosi nazwe sumowanie wedlug Eisensteina. Metode te opisuje wzdr (2), ktéry
prowadzi do réwnosci (1). Fakt ten znajduje wiele zastosowan w teorii materia-
l6w kompozytowych (Mitiuszew, 1996), (Mityushev, 1995), (Mityushev, 1997).
Dlatego niezbedny jest matematyczny dowdd réwnosci (1).

W naszych rozwazaniach zastosujemy metode sumowania pochodzaca od
Eisensteina. Ta metoda ma bowiem swoje fizyczne umotywowanie zwigzane
z symetrig rozchodzenia sie fal elektromagnetycznych lub strumienia cieplnego.
W tym celu rozwazymy prostokat P, okreslony warunkiem [—M, M| x [N, N]
oraz zawarty w nim kwadrat K = [-N, N] x [-N, N], przy czym M > N.
Nastepnie dowodzi sie, ze suma we wzorze (1) jest réwna zero na kwadracie K|
a na dopelnieniu tego kwadratu G s do prostokata P moze by¢ traktowana
jako suma Riemanna pewnej catki podwdjnej.

Stosowane tu metody postepowania sa osadzone glteboko w klasycznej ana-
lizie matematycznej. Jak wiadomo z rozwazan dotyczacych zbieznoéci warun-
kowej szeregdéw liczbowych o wyrazach rzeczywistych, ich suma moze zalezeé
od sposobu sumowania. W naszym przypadku sumowanie oparte na sposobach
stosowanych w fizyce prowadzi do dowodu réwnosci (1) powszechnie stosowanej
w praktyce.

Interesujacy dydaktycznie jest réwniez sposob obliczenia sumy podwdjnego
szeregu przez sprowadzenie go do catki podwdjnej niewltasciwej z pominieciem
osobliwoéci w zerze. Zwréémy réwniez uwage na role symetrii w przeprowadzo-
nych rozumowaniach.
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2. Dowdd podstawowego twierdzenia

W tej czedci pracy udowodnimy nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 2.1
Szereg (1) jest zbiezny w sensie Eisensteina (2) do liczby .

Rayleigh (1892) w artykule przedstawia idee dowodu zbieznosci tego szeregu.
Przedstawimy ten dowod Rayleigha, uzupelniajac pewne luki matematyczne.

Dowod. Wprowadzmy sume skonczona

ZZ (m + im/) )

—N-N

Zauwazmy, ze o(N) nie zmienia sie, jesli zamiast m+im’ podstawié i(m+im’).
Wynika to z tego, ze geometrycznie mnozenie przez ¢ oznacza obrét o kat 90°,
a to nie zmienia kwadratu K = [N, N] x [-N, N]. Wéwczas

N N 1
=- o (5)
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Z réwnan (4) i (5) wynika, ze o(N) = 0. Zatem
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Rozwazmy calke niewlasciwa odpowiadajaca sumie (6):
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Rysunek 1. Podzial prostokata P na matle kwadraty.
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Niech P bedzie prostokatem dla nieparzystych M i N (rysunek 1). Pro-
wadzimy proste rownolegle do prostej M = 0 przechodzace przez punkty
(-M—1,0),(—M+3,0),...,(3,0),(2,0),..., (M + £,0). Podobnie prowadzi-
my proste réwnolegle do prostej N =0 przechodzace przez punkty (0, —N — %),
(0, —N—l—%), .., (0, %), (0, %), .., (0, N—i—%). Otrzymamy w ten sposéb podzial
prostokata P na kwadraty. Niech D = P\K, tzn. D sklada sie z dwéch pro-
stokatéw (patrz rysunek 1). Pole kazdego malego kwadratu jest réwne 1. Wy-

bieramy w kazdym kwadracie punkt m + im’ taki, ze m,m’ € Z. Rozwazmy

catke
dxdy
1 8
e / / T +1iy)? ®)
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Suma Riemanna caltki (8) ma skladniki postaci

1 1
(m +im’)? Dl = (m +1im’)?’
gdzie pole kazdego malego kwadratu réwne jednosci: | Dy, m/| = 1. Wobec tego

S92 ma by¢ rowne hm Mhm Inps- Zatem mamy nastepujaca rownosé:
N—o0 — 00

+N -N M

dx dz
So = i li dy. 9
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Najpierw obliczymy sume catek, ktére sa w nawiasie:

—-N M

/ dz +/ dz 1 1 n 1 1
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Teraz juz tatwo dostajemy, ze

+N
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— Yy = 2arctan — — 2arctan — .
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Korzystajac z tego, ze arcus tangens jest funkcja nieparzysta, otrzymujemy
+N

N
= 4arctanl — 4arctan —.  (10)

Y
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Inpy = 2arctan i
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Zgodnie ze wzorem ) mamy

N —oco M—o0

lim lim (4 arctanl — 4 arctan %) =4.—=m.
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Watpliwosci co do prawidlowoéci tej rownosci nasuwaja si¢ z powodu aprok-
symacji calki niewlasciwej przez sume Riemanna na calej plaszcezyZnie (obsza-
rze nieograniczonym). W celu unikniecia tej nie$cistodci przeprowadzmy bar-
dziej formalny dowéd réwnodei (1).

Ustalmy stosunek € = %7 czyli ksztalt prostokata P. Wprowadzmy sume

5 /-5 % 52
Sy(N, M) := + T T (11)
% _Z% % (md 4 im’§)?

gdzie 6—1 € N. Przy § — 0 mamy Sa(N, M) — Iy jako zwykla suma Rieman-
na So(N, M) catki podwdjnej Inpr. Na mocy (10) catka Iy jest poprawnie
okreslona, poniewaz € = % jest ustalone. Wobec tego mamy

(%I—%SQ(N’M):N,JI\IJEQO_N (_ZA:I Z) (RN =m —4arctane. (12)

Zalbézmy, ze stosunek % w granicy (12) jest ustalona liczba, ktora ozna-
czamy przez €. Przy sumowaniu wedlug Eisensteina (2) € dazy do zera. Z tego
faktu i z (12) wynika, ze Sy okreslone przez wzér (2) ma by¢ réwne 7.
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