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Abstract. The paper presents results of research carried out on the two
following levels of mathematics education: the high school level and the
level of pre-service Mathematics teachers training.

The subject of the research was understanding the relations between
mathematical theorem and its proof by the study participants.

Istote matematyki, a wiec to, co powinno najsilniej wyodrebniaé
te nauke w oczach ucznia sposréd innych przedmiotow nauczania,
upatrujemy w roli definicji ¢ dowodu. W peini abstrakcyjny cha-
rakter poje¢ matematycznych wymaga, by polegaé wylgcznie na ich
definicyjnej charakterystyce, a w badaniu ich wilasnosci i zwigzkéw
wzajemnych — na dedukcji (Legutko, Turnau, 1989, s. 13-14).

Uzasadnienie istotnosci tematu

Obserwujac zmiany nastepujace w ostatnich latach w planach i progra-
mach nauczania matematyki, mozna wyraznie dostrzec systematyczne wypie-
ranie z niej formalnych rozumowan i dowodéw w kierunku zastepowania ich
wnioskowaniami empirycznymi oraz rozumowaniami intuicyjnymi. Tendencja
ta wynika prawdopodobnie z proby ulatwienia uczniom matematyki szkolnej
i omijania pewnych trudnosci w nauczaniu tych wtadnie formalnych elemen-
tow. Z cala stanowczodcig nalezy jednak stwierdzi¢, ze matematyka bez jawnie
eksponowanych elementéw metody matematycznej zmienia swoja istote, a to
rzutuje na caly jej charakter, tacznie ze sposobami i metodami rozwiazywania
zadan.

W artykule Budowa i rodzaje twierdzeri (Kakol, 1985a) autor podkresla,
ze: ,jednym z podstawowych celow nauczania matematyki jest wyrabianie
u uczniéw umiejetnosci prowadzenia rozumowan matematycznych tj. umiejet-
noéci formulowania twierdzen, odrézniania w twierdzeniach zalozenia i tezy



184 Halina Pieprzyk, Anna Zeromska

oraz przeprowadzania prostych rozumowan.” H. Kakol stwierdza dalej, ze w na-
uczaniu matematyki bardzo trudnym, skomplikowanym oraz niezwykle zlozo-
nym problemem jest ksztaltowanie u uczniéw logicznego myélenia, a takze wy-
razania mysli w jezyku matematyki i przy uzyciu symboliki matematyczne;j.
Dotyczy to przede wszystkim zagadnien zwiazanych z pojeciem twierdzenia,
jego dowodzeniem i stosowaniem. Problemem dla wielu uczniéw jest poje-
cie prawdziwoéci twierdzenia, zrozumienie roli dowodu, metod dowodzenia,
a przede wszystkim samodzielne odkrywanie dowodu.

W latach 70. B. J. Nowecki (1978) prowadzil badania nad rozumieniem przez
uczniow twierdzen i ich dowodéw, ktore wykazaly niezbicie, ze poziom wiedzy
mtodziezy w tym zakresie byt wysoce niezadowalajacy. Mozna przypuszczaé, ze
wobec zarysowanych wczesniej tendencji programowych, dzi§ problem jest na-
dal aktualny, a sytuacja, by¢ moze, przedstawia sie jeszcze gorzej. Temat warty
jest uwagi, szczegdélnie w odniesieniu do uczniow klas licealnych, a takze, lub
moze nawet przede wszystkim, do studentéw matematycznych studiéw nauczy-
cielskich. Elementy rozumienia metody matematycznej (w tym roli twierdzenia
i jego dowodu) sa niezbednym elementem wyksztalcenia matematycznego re-
alizowanym na drugim poziomie celéw (Krygowska, 1986). Jest to ten poziom
realizacji celow, do ktérego w sposdb oczywisty powinni by¢ przygotowani przy-
szli nauczyciele matematyki.

Ramy teoretyczne rozwazan badawczych
A. Co oznacza termin ,twierdzenie® w matematyce szkolne;j?

A. Mostowski stwierdza, ze:

Wyrazenie T nazywamy twierdzeniem teorii matematycznej Q, jezeli ist-
nieje skonczony ciag funkcji zdaniowych tej teorii To, T, T2, ..., Th,
czyniacy zadosé nastepujacym warunkom:
1. Ty jest identyczne z T,
2. Dlai < n wyrazenie T; jest albo aksjomatem teorii Q, albo powstaje
z tautologii rachunku zdan przez podstawienie za zmienne zdaniowe
funkcji zdaniowych teorii Q, albo jest podstawieniem aksjomatu de-
finicyjnego albo aksjomatu ekstensjonalnosci, albo wreszcie T; po-
wstaje z jednej lub dwu funkcji zdaniowych Tj, Tk poprzedzajacych
T; w ciagu To, T1, T2, ..., Ty przez jedna z operacji: podstawiania,
odrywania, opuszczania kwantyfikatoréw, dotaczania kwantyfikato-
réw, uogdlniania.

(Mostowski, 1948, s. 227)
Takie okreslenie pojecia twierdzenia jest oczywiscie dla wiekszosci uczniow

zbyt trudne, nie jest zatem przydatne w nauczaniu. W literaturze dydaktyczne;j
znajdujemy préby i polemiki majace na celu takie okreslenie tego, czym jest
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twierdzenie, ktore mozna zaaplikowaé dla potrzeb matematyki szkolnej. Auto-
rzy ksiazki Nauczanie geometrii w klasach licealnych szkoly ogdlnoksztalcgcej
(Krygowska, Kulczycki, Straszewicz, 1954) proponuja, by za twierdzenie uznaé
,zdanie wypowiadajace te wlasnosci utworu, ktére nie sa zawarte w wypowie-
dzianych pewnikach lub definicjach”. Zdaniem S. Turnaua (1974), ,twierdze-
niem teorii opartej na aksjomatyce X nazywamy kazde wyrazenie zdaniowe,
wywiedlne z wyrazen zbioru X przy zastosowaniu praw logicznych”. Przyto-
czone sformutowania bez watpienia sa mniej formalne niz okreslenie A. Mostow-
skiego, ale ich przydatno$¢ w szkole moze byé dyskusyjna. H. Kakol (1985b)
pisze: ,takie okreslenie terminu twierdzenie wydaje sie nieco latwiejsze, ale dla
ucznia gimnazjum nadal malo przydatne, poniewaz wystepuja w nim niezro-
zumiale dla niego terminy, takie jak: teoria, aksjomatyka, wyrazenie zdaniowe,
czy tez blizej nieokreslone prawa logiczne”.

Skoro istnieja tak wielkie problemy z formalnym okre$leniem metodologicz-
nego pojecia twierdzenie w matematyce szkolnej, nalezy moze skupié¢ si¢ na
mniej formalnym rozumieniu tego terminu. By¢é moze to ilosé i jakosé doswiad-
czen uczniowskich z tym elementem matematycznej metody spowoduja prawi-
dlowe, cho¢ moze nieco intuicyjne, wystarczajace jego rozumienie. Kluczem jest
tu eksponowanie w nauczaniu specyficznej budowy twierdzen oraz ksztaltowa-
nie umiejetnosci ich zapisu. H. Siwek (2005) pisze: ,,przy opracowaniu twierdzen
nalezy zwréci¢ uwage na znaczenie zalozenia, poprzez ktore ustalamy, jakie wa-
runki ma spetniaé¢ obiekt, a nastepnie znaczenie tezy, poprzez ktora stwierdza-
my wlasno$é przynalezng temu obiektowi”. Autorka pisze dalej, ze ,,jesli uczen
to dobrze zrozumie, powinien umieé¢ np. zaprzeczy¢ implikacji i odpowiedzieé
na pytanie, kiedy twierdzenie nie zachodzi”. Istotna dla prawidlowego zrozu-
mienia pojecia twierdzenia jest réwniez umiejetno$é odformalizowywania jego
symbolicznej wypowiedzi i na odwrot: zapisu formalizujacego jego wypowiedz
stowna.

Podsumowujac rozwazania tego paragrafu, trzeba zauwazy¢ jeszcze jedna,
zasadnicza réznice pomiedzy rozumieniem terminu twierdzenie w matematyce
jako nauce oraz w jej nauczaniu. Twierdzeniami teorii sformalizowanej nazy-
wamy te formuly, ktére maja na gruncie tej teorii dowéd formalny. Natomiast
w praktyce szkolnej uczniowie, a takze nauczyciele oraz niektorzy autorzy pod-
recznikow szkolnych, twierdzenie pojmuja jako zdanie logiczne, ktére nieko-
niecznie jest prawdziwe. Dlatego tez uzywaja terminéw: twierdzenie prawdziwe,
twierdzenie falszywe. Z. Krygowska (1977) pisze, ze ,terminu twierdzenie uzy-
wamy w znaczeniu tradycyjnie przyjetym w nauczaniu szkolnym jezyku. Tak
wigc mamy twierdzenie prawdziwe — to jest wywiedlne w ramach danej teo-
rii, twierdzenie falszywe — to takie, ktérego zaprzeczenie jest wywiedlne w tej
teorii”. Widzimy, ze autorka dopuszcza uzywanie terminu twierdzenie w odnie-
sieniu do zdan logicznie falszywych, ale nie byle jakich, bo takich, dla ktérych
istnieje dowdd ich zaprzeczen w danej teorii. Twierdzenie prawdziwe jest zda-
niem juz udowodnionym lub wskazano dla niego dowdd. Twierdzenie falszywe
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jest takim zdaniem logicznym, ktérego zaprzeczenie jest zdaniem prawdziwym.
Poglad taki jest korzystny dla ksztalcenia matematycznego, gdyz podkresla sie
wtedy znaczenie dowodu: nalezy taki dowdd skonstruowac lub wskaza¢ w do-
stepnych zrédlach informacji (Pieprzyk, 1985).

B. Dowodzenie twierdzen w matematyce szkolnej

Wywiedlno$¢ jest najwazniejsza cecha twierdzen. Ona decyduje przeciez
o ich prawdziwosci. Ale czy jest tak tez z punktu widzenia ucznia? H. Kakol
(1985b) pisze: ,pojecie prawdziwosci twierdzenia uczniowie rozumiejg réznie,
bardzo rzadko jednak w sensie formalnej wywiedlnosci z pewnych ustalonych
przestanek”. Nic dziwnego, skoro, zdaniem S. Turnaua (1990), ,,0 prawdziwosci
twierdzenia mozna si¢ przekonaé¢ w rézny sposob; dowdéd w wielu przypadkach
dla niematematyka nie stanowi najmocniejszego argumentu. Gdy twierdzenie
daje sie sprawdzi¢ w swojej konkretnej interpretacji, wéwczas jego prawdzi-
wos¢ jest konsekwencja zgodnodci teorii matematycznej z rzeczywistoscia, do
opisu ktérej ta teoria zostala stworzona”. Autor podaje za przyklad twierdze-
nie Pitagorasa, ktore mozna nieograniczenie sprawdza¢ pomiarem na doklad-
nych rysunkach i odpowiednim rachunkiem. Podobne zagadnienia i problemy
prezentuje J. Hawro (2006; 2007). Od studentéw studiéw matematycznych wy-
maga sie duzej samodzielnosci w zdobywaniu, poszerzaniu i utrwalaniu wiedzy
(Hawro, 2006). Wymagana jest do tego umiejetno$é czytania tekstu matema-
tycznego, natomiast J. Konior pisze: ,,Programy studiéw wyzszych oraz dotych-
czasowa praktyka ksztalcenia nie uwzgledniaja oddzielnej i usankcjonowanej
w ramach zaje¢ ze studentami nauki czytania i wykorzystywania specjalistycz-
nych tekstéw z zakresu matematyki (...)” (Konior, 1998).

Nie mamy jednak watpliwosci, ze jesli matematyka szkolna ma oddawaé
charakter swojej dziedziny macierzystej w czystej postaci, powinna by¢ ekspo-
nowana formalna rola dowodu, jako niepodwazalnego kryterium prawdziwosci
twierdzenia matematycznego. Dlatego tez rola dowodu, jego zrozumienie oraz
umiejetno$é¢ odkrywania i samodzielnego przeprowadzania powinny byé¢ w na-
uczaniu szczeg6lnie mocno akcentowane. H. Siwek (2005) pisze: ,,dowodzenie
twierdzen matematycznych ma znaczenie uniwersalne. Rozumowania dowodo-
we przyzwyczajaja do Scistosci, konsekwencji, porzadku, ogdlnie — przyczyniaja
sie do ksztaltowania kultury logicznej i matematycznej ucznia”.

Przeprowadzenie dowodu dedukcyjnego jest operacja trudng i ztozona, na-
wet dla oczywistych twierdzen. ,Dowdd taki polega na wysnuwaniu wnioskéw
logicznych z zatozen, aksjomatéw i uprzednio udowodnionych twierdzen. Kazdy
krok dowodu jest sformutowaniem pewnego warunku koniecznego poprzednich
przestanek. Trudno$¢ polega na tym, ze tych koniecznych warunkow jest na
og6t wiele. Kazdy z nich moze by¢ poczatkiem calego tancucha wnioskéw; przy
czym nie wiadomo z géry, na ktoérej z tych drog napotkaé mozna teze jako kolej-
ny wniosek” (Krygowska i inni, 1954). Ten fakt w sposéb oczywisty powoduje,
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ze samodzielne przeprowadzanie rozumowan typu dowodowego jest dla uczniéw
umiejetnodcia trudna. Nalezy o tym pamietac, gdyz w ksztatceniu matematycz-
nym istotne jest rozrdznianie uczenia ,dowodzenia” od ,uczenia dowodow”.
W pierwszym przypadku mamy na mysli dobrze zorganizowany proces, w wy-
niku ktérego: 1) doprowadzamy do sytuacji, kiedy uczen odczuwa potrzebe
uzasadnienia wyciagnietego przez siebie (lub zasugerowanego mu przez innych
uczniéw, czy nauczyciela) wniosku, 2) uzywa aparatu matematycznego dla po-
prawnego argumentowania uzasadniajacego prawdziwos¢ postawionej hipotezy.
Pamigtaé przy tym nalezy, iz, jak twierdzi S. Turnau (1990), ,trudne jest przed-
stawienie na piSmie ogdlnego rozumowania, np. dowodu twierdzenia w sposob
zgodny ze standardem poprawnosci i Scistosci; wymaga to m.in. samodzielnego
doboru i wprowadzenia zmiennych i innych symboli oraz konsekwentnego po-
stuzenia si¢ nimi. Od wymyslenia dowodu, czy nawet od powiedzenia go komus,
do jego napisania jest daleka i trudna droga”. Wypowiedz S. Turnaua wskazuje
na wyrazne roéznice miedzy jezykiem pisanym matematyki a ustng wypowie-
dzia mysli matematycznej. O wiele latwiej jest ,,opowiedzie¢ dowdd”, poniewaz
mozemy postuzy¢ sie gestem, wskazujac na odpowiedni obiekt. Trudng sztuke
redagowania tekstu uczen powinien opanowa¢ pod kierunkiem nauczyciela lub
korzystajac z literatury matematycznej.

Natomiast ,,uczenie dowodéw” jest celowym dziataniem nauczyciela ukie-
runkowanym na zrozumienie i przyswojenie sobie przez ucznia gotowego rozu-
mowania dowodowego sporzadzonego badz w postaci werbalnej, badz przedsta-
wionego w formie tekstu. Tu réwniez napotykamy ograniczenia. Lektura tekstu
matematycznego jest zwykle dla uczacych sie nietatwa. Tym bardziej, jesli jest
nim gotowy tekst dowodu twierdzenia matematycznego. Aby sie o tym przeko-
naé¢, S. Turnau (1990) radzi, aby wzia¢ dostatecznie trudny tekst matematyczny
i zaobserwowaé wszystkie wykonane czynnosci w trakcie jego czytania. Beda
wtedy mialy miejsce m.in. nastepujace czynnosci: uzupelnianie tekstu (ponie-
waz czesto jest on przedstawiony bez komentarza metodologicznego i, jak pisze
Krygowska (Krygowska, 1977), jest on ,,po prostu nie dydaktyczny” ), kodowa-
nie i odkodowywanie wyrazen stownych na symboliczne i odwrotnie, wykonywa-
nie rysunkéw itd. Opanowywanie umiejetnosci studiowania gotowych dowodéw
matematycznych powinno by¢ zatem dlugotrwale i roztozone na etapy.

To wszystko powoduje, ze nauczanie metody matematycznej w odniesieniu
do roli dowodéw w teorii matematycznej powinno by¢, zdaniem wspomnianych
autoréw, Swiadomie roztozone na trzy poziomy:

Poziom 1 - dowdd rozumiany jako argument ogdlny (w przeciwienstwie
do przekonania na podstawie sprawdzenia kilku przypadkéw szczegdlnych),

Poziom 2 - dowdd jako rozumowanie odwolujace sie do wezesniej sformu-
towanych definicji i twierdzen (w przeciwiefistwie do jakiegokolwiek argumentu
ogdblnego),

Poziom 3 — dowéd w zwyklym rozumieniu globalnie dedukcyjnej teorii
matematyczne;j.
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Nawet rozumienie roli dowodu na poziomie 1 wymaga od ucznia pewnej
swiadomo$ci metodologicznej. Ta §wiadomos$é musi mie¢ odniesienia do umie-
jetnoéci zwiazanych z rozumowaniami formalnymi na gruncie matematyki.

Przypomnijmy, ze mys$lenie matematyczne jest splotem rozumowania em-
pirycznego, intuicyjnego i formalnego. Kazda z tych skladowych winna byé
uwzgledniana w procesie nauczania matematyki oraz spelnia¢ okreslone funkcje.
Najistotniejsze jest wywazenie wlasciwego stosunku miedzy wymaganiami po-
szezegOlnych rodzajéw rozumowania (Nowak, 1989, s. 281).

Méwiac o wnioskowaniu empirycznym, mamy na mysli, za A.Z. Krygowska
(1977), sytuacje, kiedy uczen formutuje hipoteze matematyczna na podstawie:

e obserwacji i doswiadczenia w konkretnej fizycznej przestrzeni, ktore w re-
zultacie matematyzacji wystepujacych tu stosunkéw opisuje, uzywajac
terminéw matematycznych, lub

e indukcyjnych préb juz w zakresie samej matematyki.

Zatem rozumowanie ucznia jest tu oparte na jednostkowych préobach doswiad-
czalnych, doktadnie tak, jak w przypadku przyrodnikow, ktérzy na podstawie
zebranych prébek stawiaja wnioski, uogdlniaja.

Rozumowanie intuicyjne opiera si¢ na:

e postugiwaniu sie przede wszystkim wyobraznia, tj. obrazami poje¢, ktére
rozwaza niezaleznie od ich formalnych definicji,

e przeprowadzaniu skrétowych rozumowan opartych na oczywistych (...)
przestankach niezaleznie od ich wywiedlnosci w ramach danego uktadu,

e formulowaniu hipotez matematycznych opartych na dostrzezonych ana-
logiach, odpowiednio$ciach, odwzorowaniach,

e uzasadnianiu wtasnych wnioskéw niezanalizowana dokladnie rekurencja.

To jeszcze nieformalne rozumienie ma ogromne znaczenie w nauczaniu matema-
tyki, poniewaz dowdd nic nowego do wiedzy ucznia nie wniesie, a bedzie jedynie,
jak zauwaza H. Siwek (2005), ,zalegalizowaniem jego intuicyjnego przypuszcze-
nia”.

Rodzajem rozumowania Scisle zwigzanym z rozumowaniem typu dowodowe-
go jest rozumowanie formalne scharakteryzowane przez Krygowska (1977) jako
sytuacja, kiedy uczen: ,1) zdaje sobie sprawe z przyjetej podstawy dedukeji,
2) $wiadomie w toku rozwiazywania zagadnienia stara sie kazdy z kolejnych
wnioskéw mozliwie precyzyjnie wywies¢ z uznanych juz poprzednio w danym
ukladzie twierdzen i definicji, 3) korzysta prawidlowo z definicji (...), rozumie,
ze nowy termin moze wprowadzi¢ do swych rozwazan po wyjasnieniu jego zna-
czenia tylko za pomoca terminéw poprzednio juz wprowadzonych, 4) korzysta
prawidlowo z twierdzen, tj. odrywa teze dopiero po dokladnym skontrolowaniu,
czy w danym przypadku sa spetnione zalozenia”.
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Wymienione rodzaje rozumowan spetniaja rézne, czasem wrecz odrebne role
w aktywnosci uczacych sie. Moga sie one przeplataé¢ i uzupelnia¢ nawzajem.
B. Nowecki stwierdza:

W dydaktyce metody matematycznej musimy uwzglednié¢ zaréwno czyn-
nik intuicyjny, jak i formalny. Istotne jest jednak to, iz ze wzgledow czy-
sto dydaktycznych, w pewnych okolicznosciach dopuszczamy do przewagi
intuicji, w innych celowo i §wiadomie akcentujemy mocno strone formal-
na rozumowan. Zachowanie réwnowagi miedzy do$wiadczeniem, intuicja,
rozumowaniem naturalnym i zmystowym spostrzeganiem z jednej stro-
ny, a rozumowaniem formalnym z drugiej w nauczaniu matematyki, jest
jednym z waznych probleméw wspotczesnej dydaktyki matematyki.
(Nowecki, 1978, s. 5-14)

Zawarto$é¢ kazdego rodzaju myslenia matematycznego w rozumowaniu za-
lezy od poziomu, jaki zostal przez danego ucznia osiggniety. W szczegdlnosci
wazne jest, czy rozwdj psychologiczny ucznia pozwala mu juz rozumowacé na
poziomie formalnym, co jest bardzo istotne dla pojmowania roli twierdzenia
i dowodu w matematyce.

Badania i rozwazania przedstawiane w niniejszej pracy dotycza poziomu
nauczania ponadgimnazjalnego i poziomu studiow, na ktérych umiejetnosé ro-
zumowan formalnych nie powinna juz napotykaé przeszkéd rozwojowych.

Opis i wyniki badan

Opisywane badania byly prowadzone w latach 2005-2007. Ich organizacje
mozna podzieli¢ na dwa etapy. W pierwszym badaniami objeto uczniéw klas 1T
i IIT liceéw ogdlnoksztalcacych (profil matematyczny) w Krakowie i w Chrza-
nowie. Ogétem badaniu poddano 118 licealistéw (w tym 60 drugoklasistéw i 58
trzecioklasistéw (Bebel, 2006)). Etap drugi dotyczyt studentéw IIT i IV roku
studiéw matematycznych na Akademii Pedagogicznej w Krakowie (lacznie 72
osoby).

Cele opisywanych badan mozna zestawi¢ nastepujaco:

1. Twierdzenie w procesie edukacji matematycznej:

(1.1) Jakie kryteria stosuja uczniowie i studenci dla oceny prawdziwosci
twierdzen matematycznych?

2. Dowdd w procesie edukacji matematycznej:

(2.1) Czy uczniowie i studenci potrafig analizowaé tekst dowodu matema-
tycznego jako ciag logicznie z siebie wynikajacych wnioskow?

(2.2) Czy osoby badane potrafiag odszukaé i ewentualnie poprawié¢ blad
znajdujacy sie w tekscie dowodu?
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(2.3) Jaka jest reakcja ucznia i studenta na fakt, iz tekst dowodu mate-
matycznego zawiera btad w kontekscie poprawnosci tego dowodu?

(2.4) Czy badani traktuja dowdd danego twierdzenia matematycznego ja-
ko niepodwazalne kryterium jego prawdziwosci?

Metoda badawcza zastosowang w opisywanych badaniach byla analiza wy-
tworéw pisemnych uczniéw i studentéw. Narzedzie badawcze stanowily specjal-
nie skonstruowane arkusze do pracy samodzielnej. Praca obejmowala trzy takie
arkusze, nad ktérymi badani pracowali samodzielnie w nielimitowanym czasie.

Arkusz badawczy nr 1 (,Dwusieczna kgta®)

Komentarz do arkusza nr 1

Tekst zawiera twierdzenie matematyczne, ktore jest prawdziwe, a takze jego
dowdd, ktéry jest falszywy, poniewaz zawiera blad, ktéry polega na tym, ze:

1) o odcinku AD wiadomo, iz zawiera si¢ w dwusiecznej kata A,

2) trojkaty ABD i ACD maja wspdlna wysokosé,

3) wspdlna wysoko$é wspomnianych trojkatéw nie musi pokrywaé sie z od-
cinkiem AD, a tak wynika z przedstawionego tekstu. Ten blad mozna tatwo
wyeliminowaé, zauwazajac, ze odcinek AD (w analizowanej réwnosci) nalezy
zastapi¢ réwnymi wysokosciami obu tréjkatow opuszczonymi z punktu D. Oso-
ba wypelniajaca arkusz prawidlowo powinna:

e dostrzec i poprawi¢ blad w dowodzie (i w konsekwencji da¢ pozytywna
odpowiedZ na oba postawione pytania), lub

e dostrzec blad i uzna¢ dowdd za niepoprawny (wéwczas odpowiedZ na
pytanie 1 bytaby negatywna, natomiast na pytanie 2 powinna brzmie¢ ,na
podstawie przedstawionego dowodu nie mozna stwierdzi¢ prawdziwosci
twierdzenia” ).

Arkusz badawczy nr 2 {,suma wysokosci®)

Komentarz do arkusza nr 2

Przedstawiony arkusz zawiera twierdzenie matematyczne, ktére jest praw-
dziwe oraz jego dowodd, ktory jest poprawnie przeprowadzony. W zwiazku z tym,
osoba wypelniajaca arkusz prawidlowo powinna:

e przeanalizowac elementarne wnioskowania przedstawione w tekécie dowo-
du i uznaé¢ go za poprawny, oraz

e w konsekwencji tego uzna¢ twierdzenie za prawdziwe.
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Imig i nazwisko ...... ... .. .o il klasa .............

Ocena z matematyki w ostatnim semestrze .............

Przeczytaj ponizsze twierdzenie i przeanalizuj jego dowdd, a nastepnie odpo-
wiedz na pytania ponize;j.

Twierdzenie

Jezeli AD jest dwusieczng kgta BAC w tréjkgcie ABC, to % = %.
Dowéd:

Niech:

S1 — pole tréjkata ABD,

S2 — pole trojkata ADC, 2

E — rzut prostokatny punktu D na prosta AB,

F' — rzut prostokatny punktu D na prosta AC. A B
Zauwazmy, ze |DE| = |DF|, poniewaz D lezy na dwusiecznej kata BAC.
Stad

S %\ABHDE| __|AB|

S: ~ LJAC||DF| ~ JACT

Ponadto tréjkaty ABD i ADC maja te sama wysokos¢.

Stad

i _ 3AD||BD| _ |BD|
Sa %|ADHC’D\ |CD|"
Zatem

|BD| _ |AB|

DC| [AC]

Rysunek 1. Arkusz badawczy nr 1.
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Imig i nazwisko ...... ... .. . i klasa .............

Ocena z matematyki w ostatnim semestrze ..............

Przeczytaj ponizsze twierdzenie i przeanalizuj jego dowdd, a nastepnie odpo-
wiedz na pytania ponizej.

Twierdzenie
Jezeli suma wysokosci trojkagta jest 9 razy wieksza od dlugosci promienia okregu
wpisanego, to trojkat ten jest réwnoboczny.

Dowod:

Przyjmijmy oznaczenia tak jak na rysunku oraz
niech hq, — wysokos¢ tréjkata opuszczona odpo-
wiednio na bok a, hy — wysokos¢ trojkata opusz- b b
czona odpowiednio na bok b, h. — wysoko$¢ trdj-

kata opuszczona odpowiednio na bok c. B a o]

Prawda jest, ze hq + hp + he = 9r.

Niech P — pole tréjkata ABC.

Mamy P = p - r, gdzie p — polowa obwodu tréjkata ABC (p = %b*'c)
Ponadto %aha = pr, Lbhy = pr, %chC = pr.

Stad ha = 22, by = 2L, h, = 22T,
Oraz % + 2+ 2 — 9

(a+b+o)(2+1+1)=09,

I+4+2424142 424 841=09,

(E-2+2)+(2-2+5)+(2-24%) =0,
2 2 2

e

7 ostatniej réwnosci wynika, ze a = b = c.

1. Czy dowdd twierdzenia uznajesz za poprawny? Odpowiedz uzasadnij.

Rysunek 2. Arkusz badawczy nr 2.
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Arkusz badawczy nr 3 (,4=5")

Komentarz do arkusza nr 3

Przedstawiony arkusz zawiera rozumowanie o charakterze formalnym,
w sklad ktérego wehodzi twierdzenie (w oczywisty sposéb falszywe) oraz pewien
jego bledny dowdd. Btad w dowodzie polega na korzystaniu z réznowartoscio-
woéci funkcji kwadratowej, ktéra oczywiscie taka nie jest. Po dostrzezeniu tego
faktu, osoba prawidtowo wypelniajaca omawiany arkusz powinna odpowiednio
to skomentowa¢ w kontekécie poprawnoéci przedstawionego rozumowania.

Imie i nazwisko ...... ... ... i klasa .............

Ocena z matematyki w ostatnim semestrze ..............
Twierdze, ze 2 -2 = 5 i zaraz Wam to udowodnie!
Kazdy sie ze mng zgodzi, ze:

16 — 36 =25 —45 / + (—2)%,

16 —36+ (—2)* =25 45+ (—2)°

Teraz bede korzystaé ze wzoru skréconego mnozenia a® — 2ab + b? = (a— b)2.

Rysunek 3. Arkusz badawczy nr 3.
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Analiza ilo$ciowa i jakosciowa zebranego maferiatu badawczego
A. Uczniowie liceum ogdlnoksztatcgcego
A1 Wyniki dotyczqce arkusza badawczego nr 1

Analize rozpoczniemy od ilosciowego przedstawienia w tabeli A.1.1 grup
uczniéw w zaleznosci od odpowiedzi udzielonej na pytanie 1.

7 zestawienia widaé, ze 25 uczniéw na wszystkich 118 badanych uznaje nie-
stusznie przedstawiony dowdd za poprawny, twierdzac, ze odcinek AD jest wy-
soko$cia tréjkata ABC (patrz Arkusz badawczy nr 1). Warto tez zwr6cié uwa-
ge, ze 19 uczniéw dokonuje nawet uzasadnienia tej poprawnosci. Jeden z tych
uczniéw napisal: to jest prawidlowy tok rozumowania. Uczen ten przeanalizo-
wal tekst dowodu i nie znalazl tam zadnego bledu merytorycznego, potwierdza
to pomocniczy rysunek wykonany na karcie pracy. Wéréd omawianych 19 uza-
sadnien poprawnosci dowodu sa réwniez i takie, ktére zupelnie nie nawiazuja
do analizowanego tekstu. Odwotuja sie do wczesniejszych do$wiadczen szkol-
nych badanych uczniéw. Prawdopodobnie spotkali si¢ oni na lekcji matematyki
z tym lub podobnym twierdzeniem i jego dowodem. Jedna z takich oséb pisze:
wyprowadzenie tego twierdzenia byto za pomocq stycznych do okregu wpisanego
w tréjkat, styczne tworzyly ramiona kgta. Sposéb dowodzenia przypominany so-
bie przez tego ucznia nie ma zadnego zwigzku z przedstawionym mu do analizy
tekstem.

Tabela A.1.1.
DOWOD
Poprawny Falszywy Brak
Brak .. Brak Uzasadnienie opi-
. . |Uzasadnienie .. - ..
uzasadnienia uzasadnienia|poprawne |niepoprawne| nii
Kl. 1T 5 12 3 13 18 9
KI. II1 1 7 2 19 18 11
6 19 5 32 36
Razem 55 =3 20

Wérod uczniowskich uzasadnien niepoprawnosci mozna wskazaé takie, ktore
maja podloze intuicyjno-emocjonalne. Uczniowie pisza np.: nie wiem, nie podo-
ba mi sie ten dowdd ale chyba jest dobry, lub wrecz: nie widze bledéw w dowodzie
— ale jestem tylko czlowiekiem z dopuszczajgcg oceng z matematyks.

7 przedstawionej tabeli wynika, ze 20 uczniéw w zaden obserwowalny spo-
sob nie udziela odpowiedzi na pytanie 1. By¢ moze jest to grupa osob, dla
ktorych zadanie przeczytania ze zrozumieniem formalnego tekstu matematycz-
nego okazalo sie za trudne.

Pozostalych 73 uczniéow stusznie stwierdza niepoprawnosé¢ analizowanego
dowodu. Polowa z nich nie podaje jednak zadnego uzasadnienia swojej odpo-
wiedzi. Pozostali uczniowie znajduja btad zawarty w dowodzie, wskazujac na
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odcinek AD, ktéry nie musi by¢ wspélna wysokoscia, tak jak sugeruje to anali-
zowany tekst. Omawiana grupa uczniéw (okolo 1/3 przebadanej populacji), to
prawdopodobnie ci, ktérzy z sukcesem podotali zadaniu przeanalizowania tek-
stu matematycznego i wyciagniecia z tej analizy poprawnych wnioskéw. Prace
wigkszosci z tych oséb zawierajg Slady analizy tekstu w postaci réznych znacz-
kéw, tzw. ,fajek” lub pomocniczych rysunkéw, co potwierdza ich aktywnosé
w trakcie lektury.

To, co réznicuje ucznidw z omawianej 73-osobowej grupy, to reakcja na
blad dostrzezony w tekscie. Nieliczne osoby (4 uczniéw) poprawiaja ten blad
i sprawiaja, ze tekst staje si¢ merytorycznie poprawny. Inni uczniowie (6 os6b)
po zlokalizowaniu btedu porzucaja analizowany tekst i podejmuja probe prze-
prowadzenia dowodu innym sposobem. Pozostali uczestnicy badan poprzestaja
jedynie na wskazaniu miejsca bledu i skomentowaniu tego faktu.

W odniesieniu do pytania 2 arkusza badawczego nr 1 ilo$ciowe zestawienie
rodzajéw odpowiedzi udzielonych przez badanych uczniéw przedstawia tabela
A1.2.

Tabela A.1.2.
TWIERDZENIE
Prawdziwe Falszywe Brak
Bral? . | Uzasadnienie Bralf . |Uzasadnienie Op.l._
uzasadnienia uzasadnienia, nii
KI II 8 32 8 6 6
KI. 11T 5 22 3 10 18
13 54 11 16
Razem o7 77 24

7 powyzszej tabeli widaé, ze 67 uczniéw ocenia poprawnie prawdziwosé
rozwazanego twierdzenia, ale nalezy zwréci¢ uwage, iz 13 oséb w zaden sposob
nie uzasadnia swojej odpowiedzi. Trudno wykluczy¢ mozliwosé, ze jest ona po
prostu przypadkowa. Pozostale osoby oceniajace twierdzenie jako prawdziwe
czesto bazuja na wiadomosciach zapamietanych z nauki szkolnej. Uczen pisze
np. kojarzy mi sie, Ze takie twierdzenie bylo w szkole. Te skojarzenia niekiedy sa
mylne, np.: jeden z ucznidéw rozpoznaje w ocenianym twierdzeniu twierdzenie
Talesa. Inni uczniowie z omawianej 67-osobowej grupy oceniaja prawdziwos$é
twierdzenia, odnoszac swoje rozwazania do szczegblnego przypadku, jakim jest
tréjkat réwnoboczny i réwnoramienny lub tez dokonuja weryfikacji, opierajac
sie jedynie na rysunku zawartym w tekscie. Tylko 2 uczniéw z tej grupy pisze,
ze prawdziwo$¢ twierdzenia wynika z bezblednosci dowodu, ktoéry wezesniej
zostal przez nich poprawiony.

Kolejna grupa uczniéw, na prace ktorych nalezy zwrdci¢ uwage, to ucznio-
wie oceniajacy twierdzenie jako falszywe (27 oséb). Wielu z nich uzasadnia te
odpowiedz stwierdzong wcze$niej niepoprawnoscig dowodu tego twierdzenia.
A zatem wnioskowanie ucznia jest nastepujace: niepoprawny dowdd = nie-
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prawdziwe twierdzenie. Jest to prawdopodobnie nieostrozna analogia do wnio-
skowania: poprawny dowdd = prawdziwe twierdzenie.

Na podstawie tabeli A.1.2 widzimy takze, ze 24 uczniéw wstrzymalo sie¢ od
udzielania odpowiedzi na postawione pytanie. Wéréd nich nalezy zwrdoci¢ uwa-
ge na tych, ktorzy wstrzymali si¢ z opinia o prawdziwosci twierdzenia z powo-
du udzielenia negatywnej odpowiedzi na pytanie o poprawno$é¢ dowodu. Jest
to postawa duzo ostrozniejsza niz omawiana w poprzednim akapicie. Uczen
wnioskuje tu w nastepujacy sposéb: niepoprawny dowdd = nic nie wiadomo
o poprawnosci twierdzenia.

Zastanawiajace jest to, iz prawie potowa badanych, bo tacznie 51 oséb na
118, badz nie udziela zadnej odpowiedzi na pytanie 2, badz falszywie rozstrzyga
o prawdziwosci twierdzenia. By¢ moze postawione im zadanie znajdowalo sig
poza sfera najblizszych mozliwosci tej grupy ucznidow.

Zbiorcze zestawienie (integrujace odpowiedzi na oba pytania) przedsta-
wia tabela A.1.3.

Tabela A.1.3.
TWIERDZENIE TWIERDZENIE Brak oceny
Prawdziwe Falszywe prawdziwosci twierdzenia

DOWOD |DOWOD| Brak |DOWOD [DOWOD| Brak | DOWOD |DOWOD| Brak
poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii
(TpDp) | (TpDf) |(TpDb)| (TfDp) (TfDf) |(TfDb)| (BtDp) | (BtDf) |(BtDb)
19 40 8 4 22 1 2 11 11
Y.acznie uczniowie klas II i ITI

Powyzsza tabela zawiera iloSciowa analize prac uczniéw odnosnie wyrdznio-
nych wéréd nich kategorii laczacych odpowiedzi na oba pytania Arkusza ba-
dawczego nr 1. I tak wyréznionych zostato 9 kategorii w zaleznosci od uktadu
okreslen: ,falszywe”, ,prawdziwe”, ,brak opinii”. Nazwy odpowiednich kate-
gorii pochodza zatem od pierwszych liter w stowach: ,twierdzenie”, ,,dowdd”,
y,prawdziwe”,  falszywe” oraz ,brak”. Taka konwencja obowiazywacé bedzie tak-
ze przy opisie wynikéw badan odnoénie Arkusza badawczego nr 2.

Niektore z wyréznionych w tabeli A.1.3 kategorii wymagaja komentarza.
Pierwsza z nich to TpDf. Ta kategoria obejmuje az 40 oséb, ktére uznaly dowdd
twierdzenia za falszywy, a jednoczesnie samo twierdzenie ocenily jako prawdzi-
we. Wsrdd tych oséb zarysowaly sie jednakze dwa odrebne nurty postepowania.
Jedni z omawianych uczniéw to ci, ktorzy uznali prawdziwosé twierdzenia mimo
falszywosci jego dowodu $wiadomie, powolujac sie np. na wiadomosci szkolne.
W takiej sytuacji prawdziwos$é twierdzenia nie ma dla nich zadnego zwiazku
z falszywym jego dowodem. Pozostalym uczniom z tej kategorii fakt, ze dowdd
twierdzenia zawiera blad, nie przeszkodzil niestety w ocenieniu twierdzenia
jako prawdziwe. Zadna z tych os6b nie poprawila w dowodzie bledu, mozna
wiec wysnu¢ wniosek, ze ich ocena twierdzenia nie ma bezposredniego zwiaz-
ku z ocena dowodu. Prawdopodobnie dla tych oséb dowdd nie jest kryterium
prawdziwosci twierdzenia.
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Druga kategoria, na ktéra warto zwroci¢ uwage, obserwujac tabele A.1.3,
to kategoria TfDp. Obejmuje ona 4 osoby stwierdzajace poprawnosé¢ dowodu
(pomimo bledu w nim zawartego) z réwnoczesnym stwierdzeniem falszywosci
twierdzenia.

Ci uczniowie ujawniaja niskie przygotowanie merytoryczne oraz nieumie-
jetnoéé¢ analizy tekstu matematycznego. Co wazniejsze, mozna stwierdzié¢ tez
catkowity brak rozumienia zwiazku twierdzenia z jego dowodem.

Komentarza wymaga takze kategoria TpDp. Osoby ujete w tej kategorii
to uczniowie, ktérzy stwierdzaja poprawno$é¢ dowodu, co oznacza, iz nie znaj-
duja bardzo elementarnego bledu w tekécie tego dowodu. Tu, podobnie jak
poprzednio, mozna przypuszczaé, ze Swiadczy to o ich niskim poziomie wiedzy
matematycznej, nieuwadze lub nieumiejetnosci wnikliwej analizy tekstu ma-
tematycznego. Jednoczesnie jednak wyciagniecie wniosku: ,,dowéd prawdziwy,
to twierdzenie prawdziwe” pokazuje pewna $wiadomosé metodologiczna tych
0s6b.

Ostatnia kategoria, na ktéra zwrdcimy uwage, to kategoria BtDf. Méwimy
tu o uczniach, ktérzy ocenili dowdd jako falszywy i réwnoczesnie stusznie uznali,
ze na tej podstawie nie mozna oceni¢ prawdziwosci twierdzenia. Uczniowie ci
(11 0s6b) ujawnili w ten sposéb najbardziej dojrzata postawe metodologiczna.

Tabele A.1.1, A.1.2 oraz A.1.3 nie ujawniaja wyraznej réznicy ilodciowej
pomiedzy uczniami klas IT i III w poszczegdlnych kategoriach.

A.2 Wuyniki dotyczgce arkusza badawczego nr 2

Podobnie jak w poprzednim przypadku rozpoczniemy od zbiorczego zesta-
wienia liczby oséb odpowiadajacych na pytanie 1 Arkusza badawczego nr 2
(tab. A.2.1).

Tabela A.2.1.
DOWOD
Poprawny Falszywy Brak
Bral? . | Uzasadnienie Bralf . |Uzasadnienie opn
uzasadnienia uzasadnienia,
Kl II 4 19 11 4 22
KI. III 7 22 4 2 23
11 41 15 6
Razem 59 51 45

Dane przedstawione w powyzszej tabeli pokazuja, ze 52 uczniéw (na 118
badanych) potrafito prawidlowo ocenié¢ poprawno$é dowodu, ktéry w tym przy-
padku byt dlugim i dosy¢ skomplikowanym tekstem. 41 oséb z tej grupy potra-
fito te poprawnos¢ dobrze uzasadnié¢. Byli réwniez tacy uczniowie, ktorzy po-
prawnos¢ dowodu uzasadniali jedynie swoimi subiektywnymi odczuciami, np.
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wydaje mi sie, ze dowdd jest poprawny, lub dowdd ten uwazam za poprawny
1 doszedlem do tego inng drogq.

Zastanawiajace jest to, iz 45 0séb nie zdotato przeprowadzié¢ analizy tekstu
tak, aby méc go ocenié¢. To wigcej niz 1/3 przebadanej populacji. W pracach
tej grupy oséb nie ma $ladéw aktywnej analizy tekstu.

Pozostalych 21 os6b ocenia dowdd jako falszywy, niektérzy z nich opieraja
swoja opinie na intuicyjnym odczuciu lub np. na stwierdzeniu, iz przedstawiono
im wlasnie kolejny sprawdzian ,na szukanie bledu”. Ich ocena falszywosci nie
ma zatem zadnego zwigzku z merytoryczna analizg tekstu. Uczen pisze np.
dowdd na pewno nie jest poprawny, bo poprzedni tez nie byl, a ten sprawdzian
na 99% polega na szukaniu bledéw, ale ja nie wiem gdzie jest bigd.

Odnosnie do pytania 2 Arkusza badawczego nr 2 odpowiednia tabela wy-
glada nastepujaco:

Tabela A.2.2.
Twierdzenie
Prawdziwe Falszywe Brak
Bral? . | Uzasadnienie Bralf . |Uzasadnienie opinit
uzasadnienia uzasadnienia,
Kl II 9 16 6 12 17
KI. 11T 10 14 5 7 22
19 30 11 19
Razem 19 30 39
Liczba uczniéw

W powyzszej tabeli widaé, ze nie dla wszystkich uczniéw odpowiedZ na py-
tanie o wartos¢ logiczna twierdzenia byla odpowiedzia latwa. Swiadezy o tym
fakt, ze 39 uczniéw na 118 badanych nie udziela zadnej odpowiedzi. Wigk-
szo$¢ z tych oséb nie podala powodow, dla ktorych nie mogli poradzié¢ sobie
z odpowiedzia na postawione pytanie. Niektorzy uczniowie usitowali sprawdzaé
prawdziwos$é twierdzenia na konkretnych przyktadach, opierajac si¢ na rysun-
ku. Inni pisali, np. nie bylo takiego twierdzenia na lekcjach matematyks.

49 ucznidow stwierdza prawdziwosé omawianego twierdzenia, ale nalezy
zwrocié uwage, ze 19 z nich nie uzasadnia tego w zaden sposéb. Osoby, kto-
re uzasadniaja, uzywaja do tego réznych argumentéw. Ciekawa jest wypowiedz
jednego z uczniéw, ktory napisal: nie potrafie zaprzeczyé temu twierdzeniu, dla-
tego uznaje je za prawdziwe. Uczen ten szuka kontrprzyktadu, co jednak mu sie
oczywiscie nie udaje i dlatego uznaje twierdzenie za prawdziwe. Jednocze$nie
uznal on wczeéniej dowdd tego twierdzenia za poprawny, jednak zupelnie nie
wiaze tego z mozliwoécig automatycznej oceny poprawnosci wyjsciowego twier-
dzenia.

Twierdzenie jako falszywe ocenia 30 uczniéw. Dla wigkszosci z nich ta od-
powiedZ wynikala z niepoprawnosci dowodu. Btedne skojarzenia nasuwat tez
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uczniom rysunek — pisali: przeciez gotym okiem z rysunku widac, Ze bok a jest
dtuzszy od boku b i c!

Przedstawimy teraz za pomoca tabeli A.2.3 zbiorcze zestawienie odpo-
wiedzi na oba pytania Arkusza badawczego nr 2.

Tabela A.2.3.
TWIERDZENIE TWIERDZENIE Brak oceny
Prawdziwe Falszywe prawdziwosci twierdzenia

DOWOD |DOWOD| Brak |DOWOD |DOWOD| Brak | DOWOD |DOWOD| Brak
poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii
(TpDp) | (TpDf) |(TpDb)| (T{Dp) (TfDf) |(TfDb)| (BtDp) | (BtDf) |(BtDb)
36 5 8 7 14 9 8 3 28
Y.acznie uczniowie klas II i ITI

Zwr6émy uwage, ze 28 osob (kategoria BtDb) nie zajmuje stanowiska ani
w stosunku do poprawnosci dowodu, ani do prawdziwosci twierdzenia. Mozna
przypuszczad, ze gtéwna przyczyna takiej sytuacji byta nieumiejetnosé analizy
trudnego tekstu matematycznego.

Kolejna kategoria, na ktéra warto zwrédci¢ uwage, to kategoria TfDf. Oso-
by ujete w tej kategorii nie dosé, ze zle oceniaja poprawnos$é¢ dowodu, to au-
tomatycznie z jego falszywosci wnioskujg o falszywosci twierdzenia. Taki au-
tomatyzm jest szkodliwy dla prawidlowego pojmowania dedukcyjnosci teorii
matematycznej.

W analizowanej tabeli, podobnie jak w tabeli A.1.2, kategoria TfDp (oséb
uznajacych dowéd za poprawny, a twierdzenie za falszywe) ujawnia uczniéw,
u ktérych wystepuje glebokie nierozumienie zwigzku pomiedzy dowodem a pra-
wdziwoscia twierdzenia.

A.3 Wuniki dotyczgce arkusza badawczego nr 3

Omawiany arkusz wzbudzil najwigksze zainteresowanie uczniéow, co znalazto
swoje odbicie w liczbie udzielonych odpowiedzi (tylko 2 osoby nie skomentowaly
tekstu dowodu). Dla celéw analizy iloSciowej wykorzystamy tabele A.3.1.

Tabela A.3.1.
Rozumowanie
Poprawne Btedne Brak
Brak Uzasadnienie opi-
uzasadnienia|poprawne [niepoprawne| nii
Kl. IT 8 9 9 28 4
Kl. IIT 3 12 27 12 6
21 36 40
Razem 11 97 10
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To, co w tym zestawieniu jest najbardziej uderzajace, to fakt, iz 11 uczniéow
stwierdza poprawnos¢ rozumowania, ktore bylo uzasadnieniem réwnodci:
»,4=5". Falszywos¢ tej réwnosci kazdy uczen powinien byt stwierdzi¢ niezalez-
nie od wynikéw analizy przedstawionego w tym arkuszu dowodu. Uzasadnienie
ucznia mogloby mieé¢ nawet posta¢ bardzo naiwna, tak, jak w przypadku pew-
nego ucznia, ktéry napisal: 2 - 2 = 4 a nie 5 poniewaz sq dwie osoby i kazdy
ma po dwa jablka i w sumie majg 4 jablka a nie 5.

Pozostalych 97 oséb stusznie stwierdza, ze rownosé¢ ,4 = 5” jest bledna. Nie-
ktérzy uczniowie tej odpowiedzi nie uzasadniaja. Bazuja oni prawdopodobnie
na oczywistej widocznej sprzecznosci arytmetycznej. Pozostale osoby (lacznie
76 uczniéw) prébuja w rézny sposéb argumentowad swojg ocene. Uzasadnienia
te sa rozmaite. Niektore maja charakter merytoryczny i polegaja na odnalezie-
niu btedu matematycznego w analizowanym tekscie. Inne natomiast odwotuja
sie do intuicji, uczniowie ci wiedza, ze rozumowanie musi by¢ btedne i pisza: to
jest nagiecie praw matematyki. To na pewno nie jest prawda lub: brak mi stow.
Dowdd wyglgda w porzqedku. Mam takie przeczucie, Ze jest Zle ale mie potra-
fie wychwyci¢ niczego blednego. W wypowiedziach uczniéw mniej lub bardziej
wida¢ przejawy $wiadomosci struktury, jaka przedstawiona byla w omawia-
nym arkuszu. Niektorzy zauwazaja, ze przedstawiono tam pewne twierdzenie
i prébe jego dowodu. Uczen pisze np. ciekawa sprawa. Dowdd wydaje sie byé
poprawny, ale trudno mi wwierzyé, ze 2 - 2 = 5, nie wiem o co tu chodzi. Inny
uczen pisze: twierdzenie jest teoretycznie poprawne, ale mimo wszystko sqdze,
ze 2+ 2 =/ a nie 5! Ja w samym dowodzie nie znalazlem bledu, ale jest byé
moze jaki$ paradoks matematyczny. Z metodologicznego punktu widzenia taka
postawa ucznia jest dobra. Nie znajdujac btedu w rozumowaniu dowodowym,
czuje sie on zaniepokojony, gdyz jest przekonany, ze udowadniane twierdzenie
jest bledne.

B. STUDENCI
B.1 Wyniki dotyczgce arkusza badawczego nr 1
Podobnie jak robiliSmy to w odniesieniu do uczniéw, tak i w przypadku

studentow przedstawmy ilosciowe zestawienie rodzajoéw odpowiedzi udzielonych
przez nich na pytanie 1 Arkusza badawczego nr 1 (tabela B.1.1.).

Tabela B.1.1.
DOWOD

Poprawny Falszywy Brak

Brak .. Brak Uzasadnienie opi-

. . |Uzasadnienie .. - ..

uzasadnienia uzasadnienia|poprawne |niepoprawne| nii

0 0 22 33 5 12

|Razem 0 60




Diagnoza wiedzy uczniéw szkét ponadgimnazjalnych i studentéw matematyki 201

Wszyscy badani studenci w sposéb aktywny analizowali przedstawiony im
tekst dowodu. Swiadcza o tym notatki, uzupelnienia tekstu, lady przeliczen
oraz pomocnicze rysunki, ktore widnieja na wszystkich kartach pracy bada-
nych. Zaden student w wyniku przeprowadzonej analizy nie ocenil dowodu
jako prawidtowy.

Niestety, az 12 studentéw wstrzymato sie z odpowiedzia na pytanie 1, mimo
iz. (jak wspomnieliémy) w ich kartach pracy widaé¢ slady analizy tekstu. Przy-
puszczalnie te osoby w wyniku swojej dziatalnoéci nie otrzymaly ani potwier-
dzenia poprawnosci, ani nie znalazty w tekécie bardzo elementarnego bledu.

Liczna, 60-osobowa grupa studentéw podata prawidlowa ocene poprawnosci
analizowanego tekstu. Przy czym poprawnie zlokalizowaly btad i go uzasadnity
tylko 33 osoby. Az 22 studentéw stwierdzito niepoprawnos$é tekstu, w zaden
sposOb tego nie argumentujac. Prawdopodobnie podajac tylko ocene ,niepo-
prawny”, studenci ci nie potrafili tej oceny odpowiednio uzasadnié¢. By¢ moze
byla ona przypadkowa lub intuicyjna. Niektérzy studenci zreszta uzasadnia-
ja falszywosé dowodu, bazujac na swoich odczuciach intuicyjnych, piszac np.:
wydaje mi sie, ze dowdd nie jest poprawny.

Wszyscy studenci z 33-osobowej grupy dokonujacy poprawnego uzasadnie-
nia falszywoéci dowodu, po znalezieniu btedu w tekscie dobrze go poprawiaja.
Nalezy tu skomentowaé istotna réznice w reakcji ucznia i studenta na odkryty
btad w dowodzie. Uczniowie najczesciej, odkrywajac btad, negowali popraw-
nos¢ dowodu w calosci, nie prébujac go poprawiaé. Natomiast studenci w tej
samej sytuacji odkrywali btad i rownoczeénie go poprawiali, co powodowalo, iz
dowdd stawal si¢ prawidlowy.

Odnosnie do pytania 2, iloSciowe zestawienie odpowiedzi wyglada naste-
pujaco:

Tabela B.1.2.
Twierdzenie

Prawdziwe Falszywe Nie mozna|Brak
Brak Brak trzy- i-
ra' . | Uzasadnienie ra. . |Uzasadnienie rozs r%y Op.l.
uzasadnienia uzasadnienia gnaé nii

30 12 8 7
|Razem 42 15 3 12

Zwrdémy uwage, ze az 30 studentéw sposrod 72 badanych stwierdza praw-
dziwos¢ rozwazanego twierdzenia, w zaden sposob tego nie uzasadniajac. Ta
ocena prawdopodobnie u wiekszosci z nich nie jest umotywowana merytorycz-
nie. Studentka pisze np.: wydaje mi sie, Ze to jest twierdzenie prawdziwe, jest
to jakis wniosek z twierdzenia Talesa, ale z geometrii jestem kiepska.

12 studentéw natomiast poprawnie uzasadnia prawdziwos$¢ twierdzenia (po-
wolujac sie na poprawiony wczesniej dowdd lub przedstawiajac zarys innego
rozumowania uzasadniajacego te prawdziwos$é). Podkreslmy, ze jest to tylko
12 studentéw sposréd omawianej wezedniej 33-osobowej grupy, ktéra dokonata
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prawidtowej poprawy btedu w dowodzie, stwierdzajac nastepnie, ze dowdd po
naprawie jest juz prawidlowy. Ta 12-osobowa grupa studentéw ujawnita po-
zadana, dojrzala postawe metodologiczna. Pozostate 21 osob nie uzasadnialo
prawdziwosci twierdzenia poprawionym przez siebie dowodem. Ich prace suge-
ruja, ze ta ocena prawdziwosci jest badz przypadkowa, badz wynika z przeko-
nania po analizie rysunku.

Warto zwréci¢ uwage na maloliczna, bo jedynie 3-osobowa grupe studentow,
ktorzy w trakcie omawianego fragmentu badan przejawili bardzo dojrzala po-
stawe metodologiczna, stwierdzajac, iz poniewaz dowdd okazal sie niepoprawny,
nic nie mozna na tej podstawie stwierdzi¢ o prawdziwosci twierdzenia.

15 studentéw natomiast stwierdza, ze rozwazane twierdzenie jest falszywe.
8 z nich nie komentuje tej odpowiedzi lub pisze: twierdzenie nie jest prawdziwe,
ale nie umiem tego uzasadnié¢, natomiast pozostali staraja sie dobraé¢ kontrprzy-
klad, co oczywiscie robia blednie. 3 osoby uwaza, ze twierdzenie jest falszywe,
bo dowodd okazal sie niepoprawny.

Przedstawmy teraz zestawienie zbiorcze (tab. B.1.3).

Tabela B.1.3.
TWIERDZENIE TWIERDZENIE Brak oceny
Prawdziwe Falszywe prawdziwosci twierdzenia

DOWOD |DOWOD| Brak |DOWOD [DOWOD| Brak | DOWOD |DOWOD| Brak
poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii
(TpDp) | (TpDf) |(TpDb)| (TfDp) (TfDf) |(TfDb)| (BtDp) | (BtDf) |(BtDb)
0 39 3 0 15 0 0 6 9
Liczba studentéw

Analogicznie jak przy analizie tabeli A.1.3 zwré6émy uwage na kategorie
TpDf. Obejmuje ona 39 osob, ktore po stwierdzeniu falszywosci dowodu samo
twierdzenie oceniaja jako prawdziwe. W tej grupie jest 12 0s6b (omawianych
dokladniej w tekscie pod tabela B.1.2), ktérzy wniosek o prawdziwosci twier-
dzenia wyciagaja prawidlowo, na podstawie poprawionego przez siebie wcze-
$niej dowodu tego twierdzenia. To sa ci studenci, ktérzy w ewidentny sposéb
poprawnie metodologicznie taczg twierdzenie z jego dowodem.

Zwroémy uwage na kategorie TfDf. Ciekawa jest obserwacja, iz réwniez
wsréd studentéow, podobnie jak u uczniéw, funkcjonuje rozumowanie: dowod
falszywy = twierdzenie falszywe.

Podsumowujac, zauwazmy, ze pozadana Swiadomo$¢ metodologiczng pod-
czas pracy nad Arkuszem badawczym nr 1 w pelni ujawnito 15 studentéw na
72 badanych.

B.2 Wyniki dotyczgce arkusza badawczego nr 2

W tabeli B.2.1 przedstawmy zestawienie ilosciowe odpowiedzi na pytanie
1 Arkusza badawczego nr 2.
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Tabela B.2.1.
Twierdzenie
Prawdziwe Falszywe Brak
Bral? . |Uzasadnienie Bralf . |Uzasadnienie opitt
uzasadnienia uzasadnienia
13 17 10 8
30 18 2

W powyzszej tabeli widzimy, ze tylko 30 studentéw prawidtowo ocenito logi-
czng poprawnos¢ przedstawionego im dowodu, ale 13 oséb w tej grupie podaje
jedynie odpowiedz twierdzaca bez zadnego uzasadnienia. Pozostale osoby uza-
sadniaja poprawnos$é¢ prawidlowym przebiegiem analizowanego rozumowania.

Jak widzimy, 18 studentéw uznato dowodd za niepoprawny. W pracach tych
0s6b widoczne sg proby analizy tekstu oraz slady samodzielnych przeliczen,
ktore w efekcie prowadza do stwierdzenia, iz rozumowanie jest zte, cho¢ nie
wskazano zadnego konkretnego bledu. Uzasadnienia podawane przez studen-
téw sa na niskim poziomie merytorycznym, np. jedna ze studentek stwierdzita:
dowadd jest nie do konca poprawny, poniewaz pokazano, ze a = b = ¢, a to
jeszcze mie gwarantuje, ze trojkgt o bokach a, b, ¢ jest rownoboczny.

A7 24 osoby (to jest 1/3 badanych studentéw) nie udzielito zadnej odpo-
wiedzi na zadane pytanie, mimo iz w wigkszosci prac widoczne sa $lady analizy
tekstu.

Liczbe poszczegdlnych odpowiedzi na pytanie 2 Arkusza badawczego nr 2
przedstawia tabela B.2.2.

Tabela B.2.2.
Twierdzenie
Prawdziwe Falszywe Brak
Bral? . | Uzasadnienie Bralf . | Uzasadnienie| P
uzasadnienia uzasadnienia
13 17 12 6
30 18 24

Rozktad liczbowy w tabeli B.2.2 jest bardzo podobny do rozktadu przedsta-
wionego w tabeli B.2.1. Wéréd studentéw udzielajacych odpowiedzi twierdzacej
na postawione pytanie 13 0séb tej odpowiedzi niczym nie uzasadnia. Jedynie
6 osob napisalo, ze twierdzenie jest prawdziwe, poniewaz jego dowdd jest po-
prawny. Pozostale uzasadnienia sa zupelnie oderwane od dowodu i powotuja
sie na jakie$ skojarzenia z geometrii lub wczesniejszych doswiadczen szkolnych.

Kryterium falszywosci rozwazanego twierdzenia bylo dla 6-osobowej gru-
py studentéw jego rzekome zte sformutowanie lub znalezienie kontrprzyktadu.
Ciekawe jest, ze w 4 pracach studenci dali wyraz temu, ze ich zdaniem defini-
cja trojkata réwnobocznego zada zaréwno réwnoéci bokéw tego trdjkata, jak
i rownosci jego katow.



204 Halina Pieprzyk, Anna Zeromska

Podobnie, jak w odpowiedzi na pytanie 1, tak i w tym przypadku 1/3 stu-
dentéw nie podjeta zadnej préby odpowiedzi na pytanie 2.
Zbiorcze wyniki przesledzimy przy pomocy tabeli B.2.3.

Tabela B.2.3.
TWIERDZENIE TWIERDZENIE Brak oceny
Prawdziwe Falszywe prawdziwosci twierdzenia

DOWOD |DOWOD| Brak |DOWOD [DOWOD| Brak | DOWOD |DOWOD| Brak
poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii |poprawny | falszywy | opinii
(TpDp) | (TpDf) |(TpDb)| (TfDp) (TfDf) |(TfDb)| (BtDp) (BtDf) |(BtDb)
21 3 6 6 9 3 3 6 15
Liczba studentéw

Sposrod 21 oséb ujetych w kategorii TpDp, czyli tych, ktérzy prawidlowo
odpowiedzieli na oba pytania Arkusza, jedynie 6 dalo wyraz temu, iz wiaza
badane zaleznosci metodologiczne. Te osoby uznaly prawdziwos¢ twierdzenia
w wyraznym zwigzku z poprawnoscia jego dowodu. Pozostale osoby prawdzi-
wos¢ twierdzenia czesto rozwazaja w oderwaniu od wczesniej stwierdzonej po-
prawnosci dowodu. Powoluja sie na uzasadnienia innego charakteru, np. zgod-
noé¢ ze znanymi faktami geometrycznymi. Najczesciej jednak studenci niczym
nie uzasadniaja obu udzielonych odpowiedzi.

Tabela B.2.3 pokazuje niezadowalajacy stan wiedzy metodologicznej bada-
nych studentéw. Widzimy, ze bardzo réznie pojmuja oni zalezno$¢ twierdzenia
od jego dowodu (lub w ogdle jej nie dostrzegaja). Potrafia stwierdzié zaréw-
no, ze dowdd jest poprawny a twierdzenie falszywe (kategoria TfDp — 6 os6b);
dowdd falszywy, to twierdzenie falszywe (kategoria TfDf — 9 0séb); dowédd po-
prawny, a o twierdzeniu nie wiadomo nic (kategoria ThDp — 3 osoby).

Skomentujmy jeszcze, ze az 15 studentéw nie sprostato zadaniu merytorycz-
nej oceny pewnego niezbyt skomplikowanego rozumowania, prawdopodobnie
nie potrafili go zanalizowaé, ani tez w zwiazku z tym zajacé stanowiska w sprawie
prawdziwoéci twierdzenia, ktére miato byé tym rozumowaniem uzasadnione.

B.3 Wuniki dotyczqce arkusza badawczego nr 3

Tabela B.3.1.
Rozumowanie
Poprawne Btedne Brak
Brak Uzasadnienie opi-
uzasadnienia|poprawne [niepoprawne| nii
0 23 36
1 97 12

Miejmy nadzieje, ze tylko przez pomyltke (7) jeden ze studentéw uwaza, ze
prawda jest réwnosé 4 = 5.
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12 innych studentéw nie komentuje poprawnoéci przedstawionego rozumo-
wania, prawdopodobnie nie mogac znalez¢é miejsca, gdzie popelniony zostal
blad, a jednoczesnie wiedzac, ze musiat on zostaé¢ popelniony, skoro uzasadnio-
no niemozliwa do spelnienia réwnosé.

Zdecydowanie najwieksza grupa studentéw stusznie stwierdza, ze rozumo-
wanie przedstawione w Arkuszu badawczym nr 3 jest niepoprawne. Natomiast
uzasadnienia tej niepoprawnosci pozostawiaja wiele do zyczenia. 36 studentéw
uzasadnia nieprawidtowos$¢ rozumowania, na site wskazujac miejsce ewentual-
nego bledu, np. tam, gdzie prawidtowo zastosowano wzér skroéconego mnozenia.
Tylko 23 osoby zauwaza, ze w rozumowaniu potraktowano funkcje kwadratowa,
tak, jakby byla ona réznowartosciowa.

Whioski diagnostyczne

Przedmiotem opisywanych badan byly stosunkowo trudne pojecia meto-
dologiczne oraz zalezno$ci pomiedzy nimi. Udzial w badaniach wymagal od
respondentéw aktywnej postawy i wykazania si¢ umiejetno$ciami wykracza-
jacymi poza te najczesciej spotykane i ksztaltowane na lekcjach matematyki
szkolnej. Nalezy szczegdlnie podkresli¢ trudna sytuacje, w jakiej znalezli sie
uczniowie liceum. Mimo iz do badan wybrano klasy matematyczne, to i tak
nalezy stwierdzi¢, iz na lekcjach matematyki brakuje czesto czasu na stawianie
uczniéw w nietypowych sytuacjach typu: oto masz falszywe rozumowanie, ktére
ma by¢ dowodem pewnego twierdzenia, jakie mozesz wyciagna¢ wnioski, jakie
dzialania mozesz podja¢ w celu naprawy tej sytuacji? Teoretycznie studenci
matematyki byli w lepszej sytuacji, cho¢ wyniki badan nie sa tu zadowalajace.

Tym bardziej zatem chcemy podkresli¢ istotnos¢ podjetego obszaru badaw-
czego oraz koniecznos¢ podejmowania dziatan naprawczych, ktére sg niezbedne
szczegblnie w stosunku do studentéw — przysztych nauczycieli matematyki. Ma-
le sa szanse, iz beda oni w przyszlosci prawidtowo ksztaltowaé metodologiczna
wiedze swoich uczniéw, skoro ich wiedza w tym zakresie réwniez bywa niewy-
starczajaca.

Przedstawiona w niniejszej pracy analiza zebranego materialu badawczego
pozwala podaé¢ prébe odpowiedzi na postawione pytania badawcze.

Jakie kryteria stosuja uczniowie i studenci dla oceny prawdziwoSci
twierdzen matematycznych?

W trakcie opisywanych badan wyraznie zarysowaly sie nastepujace kryteria,
ktore, zdaniem uczniéw i studentéw, powoduja, ze dane twierdzenie mozna
uznaé za prawdziwe:

e Rysunek — jesli twierdzenie dotyczy geometrii, uczacy sie czesto spo-
rzadza rysunek (lub analizuje gotowy) ilustrujacy sytuacje opisang w twie-
rdzeniu. Taki rysunek bywa dla ucznia i studenta wystarczajaco przeko-
nujacy, uznaje wtedy, ze twierdzenie rzeczywiscie zachodzi. Mozna



206 Halina Pieprzyk, Anna Zeromska

Czy

przypuszczad, ze jesli dodatkowo taki rysunek zostalby sporzadzony przez
komputer — przekonanie uczacego sie o prawdziwosci twierdzenia, ktore
ten rysunek ilustruje, byloby jeszcze wigksze.

Przypadek szczegbdlny — uczacy sie sprawdza ,zachodzenie” twierdze-
nia dla konkretnego przyktadu (np. wybranych liczb czy konkretnej figury
geometrycznej), a nastepnie stwierdza, ze jesli dla tego przykladu twier-
dzenie jest prawdziwe, to jest prawdziwe w ogélnym przypadku. Twier-
dzenie zatem jest prawdziwe, bo da sie je zastosowac.

Brak kontrprzykladéw — uczacy sie prébuje obali¢ prawdziwosé twier-
dzenia, dobierajac odpowiednie kontrprzyktady. Jesli, mimo poszukiwan,
takiego kontrprzyktadu nie znajdzie — uznaje, ze twierdzenie musi by¢
prawdziwe.

Wiedza wczesniejsza — w trakcie oceny prawdziwosci twierdzenia uczen
i student powotuja sie na fakty znane z wcze$niejszych doswiadczen. Trak-
tuja to jako niepodwazalny argument — twierdzenie jest prawdziwe, bo bylo
na lekcji lub dowdd twierdzenia byt na lekcji, wiec twierdzenie musi byé
prawdziwe. Mozliwa jest niestety taka sytuacja, ze jest to swego rodzaju
,wybieg” pozwalajacy uczniowi odpowiedzie¢ na pytanie o prawdziwosé
twierdzenia bez jego merytorycznej oceny.

Kontekst — pytanie o prawdziwosé¢ twierdzenia uczacy sie odbiera zawsze
w jakim$ kontekscie. W opisywanych tu badaniach byl nim dla niekto-
rych sprawdzian skonstruowany tak, ze nasuwa mu sie skojarzenie: to
jest sprawdzian ,na szukanie bledow”, poprzednie twierdzenie bylo bledne
— wiec nastepne pewnie tez jest bledne. Mozliwe jest, ze gdyby postawiono
ucznia przed takim samym zadaniem w innym kontekscie — odpowiedziat-
by zupelnie inaczej.

Emocje, intuicja, przekonanie — uczacy sie ma pewne intuicyjne prze-
konanie, ze twierdzenie jest prawdziwe. Wzbudza ono u niego emocje —
np. nie podoba mi sie lub wydaje mi sie, zZe jest prawdziwe, tak uwazam.
Podstawa oceny prawdziwosci sg tu uczucia. Moga one by¢ wzmacniane
przekonaniem wypltywajacym np. z rysunku.

Dowéd — podstawowym kryterium prawdziwosci twierdzenia dla ucza-
cego sie jest dowdd tego twierdzenia. Jest to oczywiscie dojrzata postawa
metodologiczna. Zdawaé sobie nalezy sprawe z tego, iz automatycznie
z wynikania: ,poprawny dowdéd =- prawdziwe twierdzenie” uczacy sie
moga utworzy¢ bledna analogie: ,niepoprawny dowdéd = nieprawdziwe
twierdzenie”. Opisywane badania wyraznie potwierdzily wystepowanie
takiej analogii w my$leniu zaréwno uczniéw, jak i studentéw.

uczniowie i studenci potrafig analizowaé tekst dowodu matema-

tycznego jako cigg logicznie z siebie wynikajacych wnioskéw?
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Jak sie mozna byto spodziewaé, opisywane badania potwierdzaja trudnosci,
jakie maja uczacy sie z czytaniem ze zrozumieniem tekstu matematycznego.
Trudnoéci takie zauwazamy u wielu uczniéw, a takze (w mniejszym stopniu)
u studentéw matematyki. Arkusze badawcze otrzymane od studentéw pokazu-
ja, ze w wiekszym niz uczniowie stopniu aktywnie podchodza do lektury tekstu
matematycznego, maja wypracowane pewne techniki jego czytania. Odno$nie
do np. Arkusza badawczego nr 1, w 20 pracach uczniowskich nie ma $ladu
jakiejkolwiek analizy tekstu, natomiast wszyscy studenci czytali ten tekst ak-
tywnie.

Zwroémy szezegblng uwage na role rysunku geometrycznego jako sktadnika
tekstu matematycznego. W opisywanych badaniach mozna bylto wyraznie za-
obserwowad, iz rysunek moze czytajacemu pomagacé, ale réwniez moze stanowic
dla niego pewng przeszkode. Jedli czytajacy tekst uczen lub student dokonat
nieprawidlowego uzupelnienia takiego rysunku (np. w Arkuszu badawczym nr
1), blokowalto to prawidlowa ocene calego tekstu dowodu. Rysunek réwniez
ma znaczenie w kontekscie regularnodci figury geometrycznej, ktora ilustruje.
W opisywanych badaniach niektérym uczniom przeszkadzato to, ze twierdzenie
o tréjkacie rownobocznym zostato zilustrowane tréjkatem, gdzie jeden z bokéw
byt wyraznie dtuzszy od pozostalych — dla jednego z uczniéw bylo to podstawa
ocenienia calego twierdzenia jako nieprawdziwe. Uczen ten napisal: twierdzenie
nie moze by¢ prawdziwe, bo przeciez golym okiem z rysunku widaé, ze bok a
jest dluzszy od boku b i c!

Czytanie tekstu dowodu, ktory najczesciej ma postaé¢ rozumowania formal-
nego zbudowanego z ciggu powiazanych ze sobg implikacji, wymaga od czy-
tajacego wiazania przyczynowo-skutkowego kolejnych elementéw tego rozumo-
wania. Moze sie zdarzy¢, ze uczacy sie, czytajac tekst dowodu, nie interpretuje
go jako ciagu zdan wywiedlnych na podstawie praw logicznych w danej teorii.
Tekst taki bedzie dla tej osoby po prostu luznym ciagiem zdan, ktére zaréwno
razem, jak i osobno niewiele znacza. W pracy jednej z badanych uczennic moz-
na zauwazy¢, iz dokonuje ona wyrywkowej oceny tylko jednego z elementéw

. ) .. |BD| _ |AB| . . .. .
ocenianego dowodu, réwnosci Be] = Tach ktéra — poniewaz jest prawdziwa —
powoduje, ze uczennica przyjmuje caly tekst jako poprawny.

Czy osoby badane potrafia odszukaé i ewentualnie poprawié¢ blad
znajdujacy sie w tekScie dowodu?

Mozemy zaryzykowaé stwierdzenie, ze wyszukiwanie luk i bledéw w tekscie
matematycznym nosi znamiona aktywnosci o charakterze twérczym. Na pewno
wymaga ono od czytajacego dogtebnego rozumienia czytanego tekstu. Zaréwno
u badanych uczniéw, jak i u studentéw mozna byto dostrzec niezadowalajacy
stopien opanowania tej umiejetnosci. Widaé¢ to bylo szczegdlnie w pracy nad
arkuszem nr 3. Szczegolnie uderzajace bylo to, ze studenci wiedzieli dokladnie,
iz w tekscie musi by¢ blad — a nie potrafili go odszukaé¢. Wsréd uczniéw sytuacja
ta przedstawiala sie jeszcze gorzej.
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Natomiast analiza prac dotyczacych Arkusza nr 1 pokazala, ze studenci do-
sy¢ dobrze radzili sobie z poprawg dostrzezonego btedu, a zatem jesli student
juz znalazl blad, to potrafit go prawidlowo poprawié. Natomiast 1/3 popula-
cji badanych uczniéw poradzita sobie co prawda z odnalezieniem bledu, ale
niekoniecznie go poprawilta.

Jaka jest reakcja ucznia i studenta na fakt, iz tekst dowodu ma-
tematycznego zawiera blad w kontekscie poprawnosci tego dowodu?

Mozna wyrdznié¢ nastepujace rodzaje reakcji badanych oséb na odkrycie
btedu w dowodzie:

1. Automatyczne stwierdzenie falszywosci calego dowodu po odkryciu w nim
btedu.

2. Brak oceny poprawnosci, mimo odkrytego bledu (blokada dalszego po-
stepowania).

3. Préba poprawienia btedu tak, aby dalszy ciag tekstu byt juz poprawny —
yhaprawa” lokalna.

4. Zanegowanie calego tekstu i podjecie préby wlasnego dowodu (bledne
zdanie dyskwalifikuje cala idee rozumowania) — ,naprawa” globalna.

Czy badani traktuja dowéd danego twierdzenia matematycznego
jako niepodwazalne kryterium jego prawdziwo$ci?

Opisywane badania wyraZnie pokazuja, ze stan wiedzy metodologicznej
w rozwazanym zakresie jest niezadowalajacy zaréwno w grupie przebadanych
uczniéw, jak i w grupie studentéw. Jedynie okoto 14% uczniéw liceum ogdlno-
ksztalcacego, a 17% studentéw w pelni ujawnilo w trakcie badan prawidlowe
pojmowanie zwiazku pomiedzy prawdziwoscig twierdzenia a poprawnoscia jego
dowodu.

Badania ujawnity, ze uczniowie i studenci stosuja nastepujace kryteria oce-
niania prawdziwosci twierdzen w kontekscie ich dowodéw:

e dowdéd poprawny, a twierdzenie falszywe — uczacy sie wykazuja
zupelny brak rozumienia roli dowodu w teorii dedukcyjnej,

e dowdd falszywy, a twierdzenie prawdziwe — nie zawsze uczacy sie
ma $wiadomosé, ze falszywosé dowodu nie stanowi zadnego kryterium dla
oceny prawdziwosci twierdzenia, ktéra musi by¢ rozstrzygana wtedy na
innej drodze,

e dowdd falszywy, to twierdzenie falszywe — uczacy sie bardzo czesto
(jak pokazaly opisywane tu badania) stosuja taki schemat rozumowania,

e dowdd poprawny, to twierdzenie prawdziwe — taka prawidtows im-
plikacja wykazuje sie nieliczna grupa przebadanych oséb.

Otrzymane w opisywanych badaniach wyniki mozna interpretowaé oraz roz-
wijaé w rozmaitych kierunkach. Przyktadowe z nich to:
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Szeroko zakrojona analiza aktualnych ciagéw podrecznikéw pod katem
realizacji w nich elementéw metody matematycznej ze szczegdlnym uwz-
glednieniem twierdzen i ich dowoddw.

Badanie roli twierdzenia i jego dowodu w sytuacji samodzielnego sta-
wiania przez ucznia hipotez pretendujacych do roli twierdzen. Byé¢ moze
sytuacja bedzie w tym przypadku bardziej naturalna i motywujaca ucznia
do pracy (Nowak, 1989).

Analiza trudnosci w samodzielnej lekturze dowodu matematycznego
w kontekscie problemoéw z czytaniem tekstu matematycznego.

Badanie poziomu umiejetnosci samodzielnego argumentowania wtasnych
hipotez na wszystkich etapach nauczania matematyki (z etapem studiéw
matematycznych wlacznie).

Oczywiscie mozna zarysowywaé o wiele wiecej interesujacych kierunkéw
i pytan badawczych, biorac cho¢by pod uwage odmienne sytuacje, w ktérych
uczen moze ujawni¢ swoj poziom rozumienia metody matematycznej, np.:

1)
2)
3)

samodzielne formulowanie hipotez a nastepnie ich analizowanie,
dowodzenie gotowego — sformulowanego juz — twierdzenia,

analiza gotowego tekstu twierdzenia i gotowego tekstu dowodu matema-
tycznego.

We wszystkich wyliczonych sytuacjach mozna uwzgledniaé¢ analize (Guce-
wicz-Sawicka, 1982, s. 84-88):

rozumienia sensu metodologicznego twierdzenia,
rozumienia formalnej struktury twierdzenia,
rozumienia semantycznego,

rozumienia miejsca i roli twierdzenia w danej teorii,

rozumienia twierdzenia poprzez jego interpretacje w ogdlnych przypad-
kach;

oraz (Turnau, 1972, s. 91):

f)

rozrézniania twierdzenia traktowanego formalnie od jego interpretacji
w jakims$ modelu,

umiejetnodci sprawdzania zdania, ktére jest kandydatem na twierdzenie”
w roznych modelach,

swiadomogci, ze poprawnie zbudowany dowdd jest argumentem dla pra-
widlowosci twierdzenia (...),

swiadomosci tego, ze ,zwiazki wynikania” pomiedzy wyrazeniami wyste-
pujacymi w dowodzie stanowig jedyne kryterium jego poprawnosci,
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j) znajomodci regul wnioskowania wystarczajacej zaréwno do oceniania po-
prawnosci danego dowodu, jak i redagowania prostych dowodéw.

Opisane badania koncentrowaly sie na analizie sytuacji 3) w odniesieniu
do kierunkéw a), h), i) oraz j). Oczywiscie czytelnikowi niniejszej pracy bedzie
brakowaé¢ propozycji dydaktycznych prowadzacych do poprawy zarysowanych
(niezbyt optymistycznych) efektéw ksztalcenia matematycznego w rozwazanym
zakresie, jednakze opisane badania prowadzone byty jedynie w celach diagno-
stycznych.

Podsumowujac rozwazania niniejszej pracy, jeszcze raz podkreslmy koniecz-
nos¢ uwzgledniania w edukacji matematycznej réznorodnych aspektow metodo-
logicznych nauczanego przedmiotu. Ten wniosek nabiera szczegdlnego znacze-
nia w kontekscie matematycznych studiéw nauczycielskich. Badania pokazatly,
ze Swiadomo$¢ metodologiczna studentéow III i IV roku jest niewystarczajaca.
Prawdopodobnie dla jej prawidlowego uksztaltowania niezbedne sa specjalne
zabiegi dydaktyczne, celowo poszerzajace te wiadomosci. Wazne jest tu spek-
trum doswiadczen dostarczanych uczacemu sie studentowi. Powinno by¢ ono
jak najszersze, aby dawaé jak najpelniejszy obraz matematyki, jako nauki zto-
zonej z trzech komponentéw: wiedzy, metod i jezyka.
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