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Abstract. In this paper we present the results of our research carried out
among the students of the first, second and third years of mathematical
studies in the years 2003-2006. The research was focused on the diffi-
culties these students faced in understanding the fundamental notions
of the mathematical analysis such as: a limit, continuity, differentiability
and integrability. These special problems, described in this paper, are
called "false beliefs”.

1. Wstep

W roku 2005 na tamach czasopisma Dydaktyka Matematyki pojawila sig
praca B. Pawlik dotyczaca falszywych przekonan studentéw matematyki zwia-
zanych z przeksztalceniami geometrycznymi na plaszczyznie (Pawlik, 2005).
Pod nazwa falszywe przekonania rozumie autorka ,falszywe koncepcje, bledne
schematy myslowe, niepoprawne reguly wnioskowania” i oznacza je symbolem
FP. W cytowanej pracy stwierdza ponadto:

Warto podkresli¢, ze choé¢ nazywam schematy tego rodzaju przekona-
niami, nie sugeruje, ze sa one uswiadomione. Sa stosowane przez studen-
tow jakby automatycznie. Studenci postepujac wedlug tych schematéw
dzialaja w dobrej intencji i wydaja si¢ by¢ przekonani, ze ich rozumo-
wania i dziatania sg poprawne. Falszywe przekonanie studenta, ktéry nie
zetknal si¢ z wywolujacym zaniepokojenie konfliktem, zmuszajacym go
do weryfikacji swojego (blednego) rozumowania, pozostaja nieuswiado-
mione.

Niniejsza praca jest rozszerzona wersja referatu wygloszonego przez autora
na XX Szkole Dydaktyki Matematyki w Bielsku- Bialej w roku 2006 (Powazka,
2006). Zostana tu przedstawione wyniki badan przeprowadzonych w latach
2003-2006 dotyczacych trudnosci studentow pierwszego, drugiego i trzeciego
roku w postugiwaniu sie podstawowymi pojeciami analizy matematycznej, ta-
kimi jak: granica, ciaglosé, rézniczkowalnos$é i catkowalnosé funkceji.
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Wybor takiej tematyki badawczej zostal podyktowany faktem, ze analiza
matematyczna znajduje liczne zastosowania w wielu innych dziatach matema-
tyki. Wynika stad konieczno$é poprawnego zrozumienia i przyswojenia tresci
tego przedmiotu, gdyz niewlaéciwe ich rozumienie utrudnia poznawanie mate-
matyki.

Przy studiowaniu matematyki konieczne jest mozliwie szybkie wdrazanie
studenta w my$lenie abstrakcyjne. Jednak nie da sie tego osiagnaé¢ bez sen-
sownej podbudowy w klasycznych modelach, ktore poznawane sg na nizszych
poziomach edukacji. Program nauczania matematyki powinien wiec by¢ tak
zbudowany, aby zapewnial swoista sekwencje nauczania.

Mbéwiagc o sekwencji nauczania mamy tutaj na mysli owo uporzad-
kowanie w czasie, okre$lone przez kolejnos¢ nastepujacych po sobie wy-
darzen, w trakcie ktérych pojawiaja si¢ rézne fazy proceséw zwiazanych
z uczeniem sie. Porzadek ten jest dyktowany zaréwno wzgledami mery-
torycznymi (np. najpierw pojawiaja sie pojecia prostsze, ktére nastepnie
sa uzywane do okredlania bardziej ztozonych), jak i dydaktycznymi (np.
w zaleznosci od koncepcji dydaktycznej dana wtasnosé moze byé wpro-
wadzona w formie definicji lub — w innym ujeciu — jako twierdzenie).

(Klakla, Klakla, Nawrocki, Nowecki, 1992).

Wspomniana tu sekwencja nauczania nie wyklucza spiralnej koncepcji na-
uczania matematyki, ktora polega na omawianiu danego pojecia na réznym
poziomie ogdlnosci, dostosowanym do mozliwoéci intelektualnych uczacego sie.

W procesie ksztaltowania poje¢ mozna wyrdzni¢ trzy etapy wprowadzania
pojec:

(a) etap przeddefinicyjny — na ktérym ksztaltuje sie wlasciwe intuicje pojed,

(b) etap definiowania — na ktérym pojawia sie formalna definicja wraz ze
stosownymi przyktadami i kontrprzyktadami,

(c) etap postdefinicyjny — na ktérym bada sie zwiazki poznanego poje-
cia z innymi przyswojonymi wczesniej, jak réwniez podejmuje sie probe
uogblniania.

Jezeli na ktéryms z etapéw omawianego procesu osoba w nim uczestniczaca
nie uksztaltuje sobie poprawnie poznawanego pojecia, moze to doprowadzié
do powstania w jej Swiadomosci falszywych przekonan. Jak wynika z badan
B. Pawlik, wyprowadzenie z takiego przekonania nie jest prostym zabiegiem,
gdyz:

W rozumowaniach studentéw funkcjonuja falszywe przekonania, kté-
re sterujac ich my$leniem [...] utrudniaja albo wrecz uniemozliwiajg ich
poprawne rozumowanie.

(Pawlik, 2005)
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Nie jest to oczywiscie jedyna droga ksztaltowania pojeé, choé¢ wydaje sie
bardzo naturalna. Zdarza sie niekiedy, na wyzszych poziomach edukacji, ze
wprowadza sie najpierw definicje pojecia, a dopiero pdzniej na bazie odpowied-
nich przyktadow i kontrprzyktadéw buduje sie potrzebne intuicje. Jest to na
0g6t sposéb wyktadu w podrecznikach akademickich. Trzeba zatem stopniowo
przyzwyczajaé¢ studentéw réwniez do takiej metody ksztaltowania pojeé, ale
nalezy postepowaé w tej mierze z duza dbaloscia o poprawne zrozumienie ich
przez studentéw.

Termin , przekonanie” zostal zaczerpniety z psychologii, gdzie uzywa sie go
W znaczeniu:

emocjonalnego aspektu akceptowania jakiego$ sadu, twierdzenia lub dok-
tryny.
(Reber, Reber, 1981)
Ow emocjonalny aspekt w istotny sposéb odréznia przekonanie od ,opinii”,
rozumianej jako

tymczasowo przyjety i dajacy sie wyrazi¢ punkt widzenia.
(tamze, 476-477)

Nie dziwi zatem fakt, ze przy emocjonalnej reakcji na pojecie czy twierdzenie
pojawiaja sie bledy, nazywane tu fatlszywymi przekonaniami. Terminu tego nie
stosuje jednak do opinii, ktéra réwniez moze okazaé si¢ btedna.

Wieloletnie obserwacje i prowadzone badania wskazuja, ze przy studiowa-
niu analizy matematycznej, podobnie jak w geometrii elementarnej, studenci
popelniaja podobne bledy. Do ich opisu wykorzystamy typologie falszywych
przekonan zaproponowang przez B. Pawlik, wzbogacajac ja o jeszcze inne ro-
dzaje. Wyrézniamy nastepujace rodzaje falszywych przekonan:

1) FP ,logiczno-pojeciowe”,

\]

FP ,zlaczenia”,

w

FP ,analogia”,

(AN

)
)
) FP ,metodologiczne”,
) FP ,rysunek”,

)

(=2}

FP ,symbol”,

gdzie skrot FP oznacza falszywe przekonanie.

Przez falszywe przekonanie typu ,logiczno-pojeciowego” rozumie sie tu ta-
kie rozumowanie, ktore opiera sie na blednej tautologii lub niepoprawnej defi-
nicji pojecia.

Falszywe przekonania typu ,zlaczenia” dotycza rozumienia wlasnoéci funk-
cji okreslonych wielonormowo lub definiowanych przy pomocy catki lub sumy
szeregu funkcyjnego oraz funkcji ztozonych. Pierwsze z nich sprawiaja wie-
le trudnosci studentom zwlaszcza pierwszego roku studiéow. Jest tak zapewne
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dlatego, ze funkcje takie pojawiaja sie zbyt péZzno w nauczaniu szkolnym. Do
tej grupy zaliczam réwniez bledy zwiazane z funkcjami definiowanymi przy
pomocy wartosci bezwzglednej (por. Major, Major, 2004; Major, 2006a; Ma-
jor, 2006b; Major, Powazka, 2006; Powazka, 2006).

Do falszywych przekonan ,analogii” zaliczamy takie, ktore powstaly przez
nieostrozne przetworzenie wczesniej zdobytej wiedzy.

Falszywe przekonanie typu ,metodologicznego” pojawia sie w momencie
stosowania przez studentéw blednej metody rozwiazania zadania lub dowodu
twierdzenia.

Do falszywych przekonan typu ,rysunek” zaliczamy rozumowania oparte
na blednie sporzadzonym lub wyobrazonym rysunku. W dobie komputeréw
i kalkulatoréw graficznych coraz czeéciej pojawia sie u uczacych sie matema-
tyki przekonanie, ze wystarczy sporzadzi¢ rysunek i na tej podstawie znalezé
rozwigzanie zadania (por. Kakol, Ratusifiski, 2004). Tymeczasem rysunek jest
waznym elementem dla postawienia hipotezy, ale nie jest zadnym dowodem.
Jak wynika z przykladu prezentowanego na XIX Szkole Dydaktyki Matema-
tyki (Powazka, 2005), Zle sporzadzony rysunek moze prowadzi¢ do blednego
rozwiazania, mimo tego, ze dalej korzysta sie poprawnie ze znanych twierdzen.

Przez falszywe przekonanie typu ,symbol” rozumiemy tu takie sytuacje,
w ktérych uczacy sie stosuje niepoprawnie symbol pojecia zdefiniowany i uzy-
wany w literaturze przedmiotu. Ujawnia w ten sposéb niezrozumienie stosowa-
nego pojecia, ktoére prowadzi do wielu btedéw i nieporozumien.

Narzedziami badawczymi byty:

e prace pisemne wykonywane przez studentow podczas zajeé, zawierajace
pytania testowe jednokrotnego wyboru jak réwniez typowe zadania ra-
chunkowe lub na dowodzenie,

e rozmowy z wybranymi studentami.

Metoda badawcza byla analiza wytworéw dzialania (Eobocki, 1984), tzn.
analiza opisanych wyzej materialow pod katem stopnia przyswojenia i zrozu-
mienia pojeé: granicy ciagu lub funkcji, ciagtosci, rézniczkowalnosci i catkowal-
nosci funkeji jednej lub wielu zmiennych oraz popelnianych bledow.

2. Przyktady fatszywych przekonan

W punkcie tym podamy kilka przyktadéw blednych rozumowan studen-
tow zaobserwowanych na zajeciach trzyletniego kursu analizy matematycznej.
Podejmiemy tez probe zakwalifikowania tych przekonan do jednej z kategorii
okreslonych w punkcie pierwszym. Niektore z tych przyktadéw mozna zaliczyc
do wiecej niz jednej kategorii.
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PRZYKEAD 1

Podczas badania przyswojenia podstawowych twierdzen analizy matematycznej
na drugim roku zaproponowano studentom rozwigzanie nastepujacego zadania:
Rozwazmy warunki:

A: Funkcja f : D — R jest ciggla w zbiorze D C R.

B: Funkcja g : D — R okreslona wzorem g(x) = | f(x)| jest ciggla w zbiorze
D CR.

Wskazaé zdanie prawdziwe:

a) Warunek A implikuje warunek B.
b) Warunek B implikuje warunek A.
¢) Warunki A i B sq réwnowazne.

d) Nie ma Zadnego zwigzku miedzy warunkami A i B.

Zadanie to sprawito studentom spore trudnosci. Bledy tam popelnione po-
kazuja, ze nawet dla studentow drugiego roku pojecie wartosci bezwzgledne;j
jest nadal trudne. Przekonanie, ze ciaglos¢ wartosci bezwzglednej funkcji f im-
plikuje ciaglosé funkeji f (okoto 22% badanych) lub jest jej réwnowazna (13%
badanych) moze wynikaé ze stosowania nieprawdziwej réwnowaznosci

(p=4q) = (¢=p).

W takiej sytuacji nalezaloby zaliczy¢ je do grupy pierwszej (tzn. do FP logicz-
no-pojeciowej” ). Jest jednak bardzo prawdopodobne, ze studenci niepoprawnie
postugiwali sie twierdzeniem o zlozeniu funkcji cigglych lub nie mieli dobrej in-
tuicji obrazu figury w symetrii osiowej wzgledem osi z. W takim przypadku
nalezy do falszywych przekonan FP ,zlaczenia” i bylo juz zbadane i opisa-
ne w literaturze (por. np. Major, Major, 2004; Major, 2006b; Major, Powaz-
ka, 2006).

Oto inny przyktad ilustrujacy trudnosci studentéw w analizowaniu wlasno-
sci funkeji okreslonych za pomoca wartoéci bezwzglednej.

Zadanie to wiaze ze soba dwa pojecia: wartos¢ bezwzgledna i rézniczkowal-
noé¢ funkeji w punkcie.

PRZYKEAD 2
Rozwazmy warunki:

A: Funkcja f : D — R jest rézniczkowalna w zbiorze D C R.

B: Funkcja g : D — R okreslona wzorem g(x) = |f(x)| jest rézniczkowalna
w zbiorze D C R.

Wskazac zdanie prawdziwe:
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a) Warunek A implikuje warunek B.
b) Warunek B implikuje warunek A.
¢) Warunki A i B sq réwnowazne.

d) Zwigzek miedzy warunkami zalezy od postaci funkcji f.

Uzyskane wyniki pokazuja, ze 58% studentéw udzielilo blednych odpowiedzi,
przy czym:

e odpowiedz a) wybralo 15,1% badanych,

e odpowiedZ b) wskazalo 38,4% uczestniczacych w eksperymencie,

e odpowiedZ c) zaznaczylo 4,5% ankietowanych studentéw.

Tak duzy procent odpowiedzi btednych nasuwa przypuszczenie, ze studenci nie
kojarza tego zadania z najprostszymi przykladami, jakimi sa funkcje f(z) =«
i g(x) = |z|. Prawdopodobnie nie traktuja funkcji g(x) = |z| jako zlozenia
identycznosci z wartoscia bezwzgledna i nie pamietaja, ze w wyniku tego zto-
zenia nastepuje odbicie symetryczne czedci wykresu znajdujacej sie pod osig x
wzgledem tej osi. Jak wiadomo, w takim przeksztalceniu wykres funkcji moze
nie posiadaé stycznej, mimo tego, ze posiadal ja przed przeksztalceniem. Prze-
prowadzone rozmowy ujawniaja fakt, ze studenci nie traktuja tych funkcji jako
szczegblnych przypadkdéw omawianego problemu, szukajac bardziej skompliko-
wanych przyktadéw. Mozna zatem uznaé te dwie funkcje jako tzw. przypadek
graniczny (Dyrszlag, 1978). Analiza rozwiazan omawianego zadania pokazu-
je, ze studenci maja duze trudnosci w badaniu rézniczkowalnoéci funkcji. To
falszywe przekonanie zaliczamy do kategorii FP ztaczenia”.

Oto dwa inne przyklady falszywych przekonan, ktére pojawilty sie podczas
zajeC zwigzanych z pojeciem catki Riemana.

PRZYKELAD 3
Pod koniec drugiego roku studiéw zaproponowano studentom rozwiazanie na-
stepujacego zadania.

Niech f : [a,b] — R oraz F(z) = [’ f(t)dt, © € [a,b]. Wskazaé, ktore
z ponizszych twierdzen jest prawdziwe.

a) Z calkowalnodci funkcji f wynika rézniczkowalno$é funkcji F.

b) Z calkowalnosci funkcji f wynika cigglo$é funkcji F'.

c) Jezeli funkcja F' jest rézniczkowalna, to funkcja f jest ciggla.

d) Z rézniczkowalnodci funkcji F' wynika monotonicznosé funkcji f.
Analizujac bledy, jakie popekili studenci w tym zadaniu, zauwazmy, iz 26% ba-
danych stwierdzilto, ze calkowalnos¢ funkcji f pociaga rézniczkowalnosé funkceji

F. Tymczasem wiadomo, ze operacja calkowania podnosi regularno$é funk-
cji. Zatem z calkowalnosci funkeji f w przedziale [a, b] wynika ciaglo$é funkeji
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F(z) = fz f@®)dt, x € [a,b], a z claglodci funkeji f w tym przedziale — r6z-
niczkowalnos¢ funkcji F'. Wobec tego cze$¢ z badanych nie rozumiala wlasno-
$ci funkcji gérnej granicy calkowania. Byli zreszta $wiadomi tego faktu (por.
Powazka, 2007). Zgodnie z przyjeta powyzej typologia falszywych przekonan,
przyktad ten mozemy zaliczy¢ do FP ,zlaczenie”, gdyz dotyczy funkcji definio-
wanej przy pomocy catki. Mozna go réwniez zaliczy¢ do FP ,metodologiczne”,
gdyz dotyczy blednie stosowanego twierdzenia.

PRzZYKEAD 4
Studentom drugiego roku matematyki zaproponowano rozwiazanie nastepuja-
cego zadania:

Dana jest funkcja f : [a,b] — R. Wskazaé twierdzenie prawdziwe.

a) Funkcja f jest funkcjq calkowalng w sensie Riemanna w przedziale [a, b]
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciggla w tym przedziale.

b) Jesli f jest ciggla w przedziale [a,b], to f jest catkowalna w tym przedziale.
¢) Jesli f jest catkowalna w [a,b], to f jest ciggla w tym przedziale.

d) Jesli f jest calkowalna w [a,b], to f jest monotoniczna w tym przedziale.

Zadanie to rozwiazalo blednie 32% badanych, przy czym odpowiedz a) wybralo
14% ankietowanych, odpowiedz ¢) 15% uczestnikéw badan, zas 3% uczestnicza-
cych w eksperymencie wybrato odpowiedz d). Z analizy rozwiazan wynika, ze
w trakcie pracy nad rozwiazaniem zadania w umysle studenta nie kojarzyty sie
we wladciwy sposob zalozenia twierdzen z ich tezami. Dla przykladu — studenci
wiazali ze soba informacje: funkcja f jest ciggla lub funkcja f jest monotonicz-
na oraz funkcja f jest calkowalna, ale niezgodnie ze stosownymi twierdzeniami.
Nie potrafili zatem dostrzec, a moze nawet nie prébowali tego robié¢, jakie sa
wzajemne zwiazki miedzy omawianymi pojeciami. Z tego powodu zaliczamy te
przekonania do FP _metodologiczne”.
Podamy obecnie przyktad, ktéry zaliczamy do FP _analogie”.

PRZYKEAD 5

Pod koniec drugiego roku studiéw, po opracowaniu rézniczkowalnosci odwzo-

rowan w przestrzeni Banacha, zaproponowano studentom nastepujace zadanie:
Niech X 1Y bedq przestrzeniami Banacha nad ciatem liczb rzeczywistych

oraz L : X — 'Y cigglym odwzorowaniem liniowym przestrzeni X w przestrzen,

Y. Wskazaé zdanie prawdziwe:

a) Odwzorowanie L jest rézniczkowalne w dowolnym punkcie pg € X oraz
L'(po) - h = L(R).

b) Odwzorowanie L nie ma w dowolnym punkcie pg € X pochodnej kierun-
kowej w kierunku dowolnego niezerowego wektora.

¢) Odwzorowanie L moZe nie byé rézniczkowalne w pewnym punkcie pg € X.
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d) Odwzorowanie L moze nie mie¢ w pewnym punkcie pg € X pochodnej
w dowolnym kierunku.

Zadanie to wydawalo sie jego autorom bardzo tatwym, albowiem przykladem
takiego odwzorowania w przypadku, gdy X =Y = R, jest funkcja x — az,
gdzie a jest dowolnie ustalona liczba rzeczywista. Jej rézniczkowalnosé nie po-
winna budzié¢ zadnych watpliwoéci na drugim roku studiéw. Tymczasem 58%
badanych udzielilo blednej odpowiedzi, przy czym az 44,6% oséb uwazalo, ze
odwzorowanie takie nie musi by¢ rézniczkowalne w jakim$ punkcie przestrze-
ni. Zachodzi pytanie o przyczyne tego zjawiska. Zapewne cze$¢ z badanych
nie znala definicji rézniczkowalnosci odwzorowania w przestrzeni Banacha lub
nie umialta jej zastosowaé do odwzorowania liniowego. Jest tez prawdopodob-
ne, ze studenci rozumowali w nastepujacy sposob: przestrzen R jest modelem
przestrzeni Banacha, zatem znane fakty z tego modelu moga wygladaé ina-
czej w ogblnym przypadku. Dlatego to falszywe przekonanie zakwalifikowane
zostalo do FP janalogie”.

Ponizszy przyklad zaliczyé mozna do falszywych przekonan typu FP ,ry-
sunek”. Wprawdzie w temacie tego zadania nie pojawil sie rysunek, ale do
jego poprawnego rozwiagzania niezbedna byla znajomos$é wykresow funkcji ele-
mentarnych. Zatem z duzym prawdopodobienstwem mozna zalozy¢, ze popel-
nione w rozwiazaniu btedy wynikly przede wszystkim ze zlych intuicji geome-
trycznych.

PRZYKEAD 6
Po opracowaniu rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej i po zapozna-
niu studentéw z réznymi przykladami badania przebiegu zmiennosci funkcji
poproszono ich o rozwiazanie nastgpujacego problemu.

Rozstrzygnagd, czy twierdzenie: Jezeli f,g : R — R sq funkcjami rozniczko-
walnymi 1 dla kazdego x nalezgcego do R zachodzi nierdwnodé f(x) < g(x), to
f'(z) < ¢'(x) dla wszystkich z € R.

a) Twierdzenie to jest prawdziwe.
b) Twierdzenie to jest prawdziwe, gdy g jest funkcjg wypukiq.
¢) Twierdzenie to jest falszywe.

d) Twierdzenie to jest prawdziwe, gdy obie funkcje sq wypukie.

Analiza rozwiazan tego zadania pokazuje, ze 82% studentéw miala falszywe
skojarzenia na temat wzajemnego polozenia wykreséw funkcji wypuktych oraz
wykreséw ich pochodnych. Ponad potowa badanych uwazata, ze w zbiorze funk-
¢ji wypuklych nieréwnos¢ miedzy funkcjami przenosi sie na taka samag nieréw-
no$¢ miedzy ich pochodnymi. Ponadto 16% respondentéw twierdzilo, ze dla
prawdziwoéci tej implikacji wystarczy wypuklosé tylko jednej z rozwazanych
funkcji. Tymczasem falszywosé akceptowanej przez studentéw implikacji ilu-
struja funkcje f(r) = z i g(z) = 2% + 2, € R. Funkcje te sa wypukle w swych
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dziedzinach, zachodzi nieréwno$é f(x) < g(x) w zbiorze liczb rzeczywistych
oraz f'(z) =1, ¢'(z) = 2z i nie zachodzi w zbiorze R nieréwnos¢ f'(z) < ¢'(z).

Ostatni z prezentowanych tu przykladéw zaliczony zostal do falszywych
przekonan typu FP ,symbol”. Niepoprawnie uzyty lub opisany przez studenta
w zadaniu symbol pojecia stal sie bowiem okazjg do popelnienia bledu, ktory
moze przerodzi¢ si¢ w falszywe przekonanie.

PRZYKEAD 7

Na trzecim roku pod koniec kursu analizy matematycznej omawia sie rézne ro-
dzaje calek, a w szczegdlnosci catki krzywoliniowe nieskierowane. Poproszono
studentéow o zredagowanie kilku wlasnych zadan z uzyciem tej catki. Przy ich
konstruowaniu studenci ujawnili szereg trudnosci w poprawnym ich sformuto-
waniu. Oto kilka charakterystycznych przyktadéw.

a) Obliczyé calke [, x* - y*ds po prostokgcie [0,2] x [0, 3].

b) Obliczy¢ [ -yds, gdzie y = 2%, x € [0,1].

¢) Obliczyé calke krzywoliniowg nieskierowang [yds, gdzie S : 22 +y? =2,
d) Obliczyé [ xds.

e) Obliczyé [(x +y)dx, y =22, z €0,3].

Autor zadania a) stosuje symbolike zwiazana z catka krzywoliniowa nieskiero-
wana, ale w sformutowaniu tematu zadania nie odréznia figury od jej brzegu.
Popelnia btad merytoryczny, gdyz rozwazany prostokat jest obszarem plaskim,
a nie krzywa, ale zapewne ma na mysli obwdd prostokata, a nie sam prostokat.
W zadaniach b) i ¢) w symbolu calki zostalo pominiete oznaczenie krzywej,
po ktorej nalezy catkowaé, ale autorzy podaja obok réwnanie tej krzywej. Na-
tomiast w przykladzie d) nie wiadomo, po jakim zbiorze nalezy obliczy¢ dana
calke. W zadaniu e) uzyto symbolu innej calki niz krzywoliniowa nieskierowa-
na. Powyzsze zadania byly spontanicznie tworzone przez studentow. Popelnio-
ne btedy swiadcza o niedoktadnym opanowaniu symbolu calki, ale by¢ moze
wynikaja réwniez z niezrozumienia omawianego pojecia.

3. Podsumowanie

W poprzednim punkcie podalismy kilka przykladéw falszywych przekonan
zaobserwowanych podczas prowadzonych zaje¢ z analizy matematycznej na
pierwszych trzech latach studiéw matematycznych na Akademii Pedagogicz-
nej w Krakowie. Wszystkie, zgodnie z okresleniem B. Pawlik (Pawlik, 2005)
cytowanym w punkcie pierwszym, powstaly w umysle studentéw w wyniku
stosowania przez badanych blednych schematéow myslowych i regul wniosko-
wania. Niepokojacym wydaje si¢ fakt duzej frekwencji poszczegdlnych bledow
w badanej grupie studentéw. Zachodzi zatem pytanie, dlaczego tak sie dzieje,
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ze w umysle uczacego sie powstajg niepoprawne schematy myslowe. Przyczyny
tego zjawiska sg zlozone. Zalezg one bowiem od osobistego stosunku osoby ucza-
cej sie do poznawanego materiatu, jej intelektualnych mozliwoéci przyswajania
réznych pojeé, jak réowniez tempa i przejrzystosci prezentacji tresci naucza-
nia na zajeciach. Zapewne nie da si¢ ich usunaé¢ z procesu nauczania. Zatem
dla poprawnej organizacji tego procesu wazna jest znajomosé kontekstow sy-
tuacyjnych, w ktérych moga pojawiaé sie falszywe przekonania. Dydaktyka
matematyki zwraca uwage na zalety wynikajace z analizowania z uczacymi sie
popelnianych przez nich bledéw (Krygowska, 1989).

Literatura

Dyrszlag, Z.: 1978, O poziomach i kontroli rozumienia pojeé matematycznych w pro-
cesie dydaktycznym, Studia i Monografie 65 (seria B), WSP w Opolu.

Kakol, H., Ratusinski, T.: 2004, Rola komputera w procesie rozwiazywania zadan ma-
tematycznych, Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Seria V, Dy-
daktyka Matematyki 26, 119-138.

Klakla, M., Klakla, M., Nawrocki, J., Nowecki, B.: 1992, Pewna koncepcja badania
rozumienia poje¢ matematycznych i jej weryfikacja na przykladzie kwantyfika-
toréw, Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Seria V, Dydaktyka
Matematyki 13, 181-223.

Krygowska, Z.: 1989, Zrozumie¢ btad w matematyce, Roczniki Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyki 10, 141-147.

FLobocki, M.: 1984, Metody badan pedagogicznych, PWN, Warszawa.

Major, J.: 2006a, Rola zadan i probleméw w ksztaltowaniu poje¢ matematycznych na
przyktadzie bezwzglednej wartosci liczby rzeczywistej, Roczniki Polskiego Towa-
rzystwa Matematycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyki 29, 297-310.

Major, J.: 2006b, Uwagi na temat obrazu wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej
u studentéw III roku matematyki, Matematika v Skole dnes a zajtra, Zbornik 6,
roénika konferencie s medzindrodnou tucast’ou, Ruzomberok, 171-176.

Major, J., Major, M.: 2004, Some remarks on students’ knowledge of the absolute
value, Mathematica, Proceedings of the XI'® Slovak-Czech—Polish Mathematical
School, 116-121.

Major, J., Powazka, Z.: 2006, Uwagi dotyczace pojecia wartosci bezwzglednej liczby
rzeczywistej, Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacti-
cam Mathematicae Pertinentia I, 163-185.

Pawlik, B.: 2005, Falszywe przekonania dotyczace przksztalcen geometrycznych na
plaszczyznie w rozumowaniach studentéw matematyki, Roczniki Polskiego To-
warzystwa Matematycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyki 28, 365-376.

Powazka, Z.: 2005, Uwagi wynikajace z badan nad rozumieniem podstawowych pojeé
analizy matematycznej, http//fdm.e-dlaszkoly.pl/file.php/6/CD/XIXSDM.



0 fatszywych przekonaniach obserwowanych na zajeciach z analizy matematycznej 223

Powazka, Z.: 2006, Wyniki badan wstepnych dotyczacych falszywych przekonan
w analizie matematycznej, http//fdm.e-dlaszkoly.pl/file.php/6/CD/XXSDM.

Powazka, Z.: 2007, Problémy studentov matematiky s pochopenim poimov urcity
a neurcity integral, Matematika v skole dnes a zajtra, Zbornik 7, roénika konfe-
rencie s medzindrodnou ucast’ou, Ruzomberok, 257-262.

Reber, A. S., Reber, E. S.: 1981, Slownik psychologii, Wydawnictwo Naukowe SCHO-
LAR, Warszawa. Polskie wydanie pod redakcja prof. dr hab. I. Kurcz i prof. dr
hab. K. Skarzynskie;j.

Instytut Matematyki
Uniwersytet Pedagogiczny

ul. Podchorgzych 2

PL-30-084 Krakow

e-mail: powazka@Qap.krakow.pl








