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Komputer jako narzedzie badania sytuacji

zadaniowe] w dtugoterminowej pracy
domowej ucznia

Abstract. In the article I submit a fragment of my research carried out in
2004-2007, which was connected with the role of mathematical computer
programs in the independent extracurricular work of the pupil. These
examinations were conducted in a group of 119 pupils from the second
grade of secondary schools.

The article concerns the specific form of homework in mathematics —
a long-term homework.

The purpose of this homework was to answer the questions:

a) In what mathematical situations do pupils use mathematical com-
puter programs by themselves, without recommendation of the te-
acher?

b) What are their motives to use a computer program as the means
which enables them to discover and structure the task solution?

¢) What reasoning can computer program provoke and what intuitions
can it improve?

d) What functions in the learning process can be met by computer
program and what can not be met not only within the range of
acquired knowledge, but also from the point of view of thinking
forms, creation types and sorts of pupils’ activity as well?

In the article I present the concept and proposal of the long-term
homework in mathematics. I analyse solutions of the task by the pupils.

Task: Check the graph of the square function y = az? + bx + ¢
depending on the coefficients a, b, ¢, where a # 0.

Observation carried out, and the analysis of its results lead to the
following conclusions:

1. The presented concept of the long-term homework in mathematics
with the use of a suitable mathematical program allows pupils to
organize their learning with the time rate adequate for themselves,
to increase their self-reliance, and to stimulate their participation
in the process of learning mathematics.
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2. The Winplot program appeared to be a useful tool in the phase of
preliminary examination of the problem, conducting experiments,
perception of relation, formulating and demonstrative verification
of hypotheses.

3. The Winplot program enabled to conduct reasoning on a different
level of abstraction than it usually takes place during lessons of
mathematics in the secondary school.

1. Wstep

W podstawie programowej ksztalcenia ogélnego! wéréd kompetencji, jakie
powinien osiagnaé uczen po ukonczeniu szkoly ponadgimnazjalnej, wymienia
sie m.in.:

a) planowanie, organizowanie i ocenianie wlasnej nauki, przyjmowanie za
nia odpowiedzialno$ci,

b) poszukiwanie, porzadkowanie i wykorzystywanie informacji z réznych Zré-
del, efektywne postugiwanie si¢ technologiami informacyjnymi i komuni-
kacyjnymi,

¢) rozwigzywanie probleméw w twérczy sposéb.

Analiza podrecznikéw i programéw szkolnych przekonuje jednak, ze dwie
pierwsze z tych umiejetnosci nie sa w centrum uwagi ich twoércow; takze na-
uczyciel nie znajduje zbyt wielu praktycznych wskazéwek jak przygotowywaé
ucznia do ich nabywania. Praca ze studentami przekonuje mnie, ze wiekszo$é
maturzystéw nie zdobywa tych umiejetnosci ani w szkole, ani podczas stu-
diéw. Rodzi sie wiec potrzeba poszukiwania warunkéw (sytuacji i srodkéw dy-
daktycznych), w ktérych kazdy uczen méglby samodzielnie zdobywaé wiedze
0 uczeniu sie matematyki, umial wyszukiwaé, interpretowaé i weryfikowaé in-
formacje pochodzace z réznych Zrédel oraz samodzielnie podejmowaé¢ badania
o charakterze matematycznym. Taka szanse upatruje w postugiwaniu sie mate-
matycznymi programami komputerowymi. Od kilku lat moje zainteresowania
badawcze koncentruja sie na tym zagadnieniu. W szeroko podejmowanych pra-
cach teoretycznych i eksperymentalnych szukam — w wielu ptaszczyznach —
rozwigzan problemu badawczego:

Jaka jest i jaka moze by¢ rola matematycznych programéw kom-
puterowych w samodzielnej pozalekcyjnej pracy ucznia?

Badania empiryczne prowadzitam w latach 2004-2007 w siedmiu liceach
ogolnoksztalcacych, wérdd 119 uczniéw drugich klas, ktérzy dobrowolnie w nich
uczestniczyli.

1Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 23 sierpnia 2007.
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Uczniowie ci otrzymali ode mnie dwa programy: C.a.R. (Compasses and
Ruler) i Winplot. Aplikacje te posiadaja opcje odpowiednie do wymagan sta-
wianych w programach matematyki na poziomie licealnym: pierwszy z nich
(C.a.R.) moze wspieraé nauke geometrii euklidesowej i analitycznej, drugi (Win-
plot) — algebry. Kazdy z nich jest ogélnie dostepny bez zadnych optat.

Istotne jest, iz w dwoch pierwszych latach nauki, a wiec réwniez w trak-
cie badan — zaréwno nauczyciel, jak i uczniowie nie postugiwali sie kompute-
rem na lekcjach matematyki. Z przeprowadzonej ankiety dowiedziatam sig, ze
nie mieli oni zadnych do$wiadczen w pracy z matematycznymi programami
komputerowymi. Musialam wiec opracowaé specjalny ,samouczek” z opisem
najwazniejszych instrukcji programéw oraz serie wskazdéwek do pracy z nimi.
Chce takze podkredli¢, ze uczniowie nie otrzymywali ani od nauczyciela, ani ode
mnie zadnych sugestii odnosnie koniecznosci i sposobu wykorzystania progra-
moéw w pracach domowych czy przy rozwiazywaniu zadan. To uczniowie sami
decydowali, czy i w jakich sytuacjach chca wykorzystywaé¢ komputer w toku
uczenia sie poza lekcjami.

Jednym z celéw moich badan bylo poszukiwanie takiej formy pracy z ucz-
niami przy wykorzystaniu matematycznych programéow komputerowych, ktéra
prowadzitlaby do nabywania umiejetnoéci uczenia sie matematyki przez samo-
dzielne eksperymentowanie, stawianie hipotez, ich precyzowanie, obalanie lub
dowodzenie, a takze podejmowanie samodzielnych préb formutowania wypo-
wiedzi? oraz tworzenia notatek. Uznalam, ze powinno to sie odbywaé na nie-
skomplikowanym materiale teoretycznym, w sytuacji przyjaznej dla ucznia, bez
stresu szkolnego i ograniczen czasowych. Takie warunki stwarzata dtugotermi-
nowa praca domowa. Moim zamierzeniem bylo wypracowanie zalozen tej
formy pracy z mozliwo$cia wykorzystania komputera oraz weryfika-
cja jej przydatno$ci w praktyce. Opracowujac te zalozenia wzorowalam sie
na metodzie projektu w nauczaniu.

Niniejszy artykul dotyczy tej formy pracy domowej uczniéw klas drugich
kieleckich liceéw ogodlnoksztatcacych; obejmuje on jedynie fragment obszerniej-
szych badan zwiazanych z ta problematyka.

2. Specyfika dtugoterminowej pracy domowej z matematyki

W polskim systemie szkolnym uczniowie po kazdej lekcji z matematyki
otrzymuja prace domowsa. Traktuje sie ja jako dalsze przedtuzenie lekcji w po-
staci pozalekcyjnej; najczesciej jest ona zadawana na koncu lekcji do bezposred-

2Wsréd osiagnieé, jakie ma posiaéé uczen koriczacy szkole érednia, w podstawie programo-
wej wymienia sie: umiejetnosé przeprowadzenia prostego rozumowania dedukcyjnego, umie-
jetnosé formutowania hipotez oraz ich weryfikacji. Natomiast jeden z celéw edukacyjnych
ujeto nastepujaco: ksztaltowanie umiejetnosci jasnego i precyzyjnego formulowania wypo-
wiedzi oraz argumentowania (zob. Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 23
sierpnia 2007 r.).
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niego wykonania przed kolejnymi zajeciami. W literaturze (Okon, 1968; Zbo-
rowski, 1972; Szpiter, 1998) na ogdl wskazuje sie, ze ma ona prowadzi¢ do:

e utrwalenia materialu przerabianego na lekcji,
e ksztaltowania umiejetnosci zwigzanych z celami i tematem lekcji,

e przygotowaniu si¢ do kolejnej lekcji lub krétkiego sprawdzianu.
Rzadko zas$ jej celem jest:

e opanowanie okreslonych wiadomoéci stanowiacych podstawe do omawia-
nia nowych zagadnien,

e wdrazanie do samoksztatcenia i rozwijania wtasnych predyspozycji ma-
tematycznych.

Niezmiernie rzadko, poza koniecznoécia przygotowania sie do obszerniejszej
pracy klasowej, uczniowie otrzymuja do wykonania dtugoterminowa prace do-
mowg. W praktyce nauczania w polskich szkotach nie ma ona wigkszego wplywu
na oceng ucznia. Celem wypracowanej przez mnie koncepcji pracy dhugotermi-
nowej z matematyki (poza diuzszym czasem przewidywanym na jej wykonanie)
jest stworzenie warunkow do:

e rozwijania umiejetnosci uczenia sie — przez dostarczanie narzedzi do sa-
modzielnego zaplanowania pracy badawczej, jej wykonania, dyskusji i pre-
zentacji wynikéw; stawiania ucznia w centrum procesu ksztalcenia: to
uczen decyduje o ksztalcie swojej pracy i tempie jej wykonania,

e poszerzenia pola do zindywidualizowanego uczenia sie — uczen moze wy-
bra¢ temat, w ktérym moze zaprezentowac si¢ od najlepszej strony, zgod-
nie ze swoimi zainteresowaniami i aspiracjami,

e budzenia pozytywnego stosunku do nauki oraz wiary w swoje mozliwosci.

Koncepcje dlugoterminowej pracy domowej ucznia drugiej klasy liceum
ogolnoksztalcacego mozna scharakteryzowaé nastepujaco:

1. Kazdy uczen otrzymuje liste zagadnien i zadan z nimi zwiazanych do sa-
modzielnego opracowania oraz instrukcje wykonywania pracy; lista zagad-
nien stanowi jedynie rusztowanie, na ktéorym opiera sie jego indywidualna
praca, sam bowiem dobiera sobie material oraz sposéb jego opracowania.

2. Po opracowaniu wybranego zagadnienia i zadan z nim zwiazanych uczen
przedstawia je w formie pisemnego sprawozdania; prace sg prezentowane
na forum klasy (réwniez z wykorzystaniem programu komputerowego,
rzutnika multimedialnego).

3. W dyskusji nastepuje omowienie jakosci i sposobu wykonania pracy.
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4. Koncowa ocene pracy (w formie niby recenzji) podaje nauczyciel matema-
tyki; ustala przy tym poziom rozumienia® opracowanego materiatu przez
referenta.

W prowadzonym przeze mnie badaniu zalezato mi na tym, by ewentual-
ne postugiwanie si¢ matematycznymi programami komputerowymi wynikato
z rzeczywistych potrzeb ucznia, a nie z checi dopasowania sie do moich ocze-
kiwan. Dlatego tez skonstruowana przeze mnie dtugoterminowa praca domowa
byla zadana i oceniona przez nauczycieli matematyki uczacych w danej klasie
(uczniowie nie wiedzieli, ze to ja jestem jej pomystodawca i autorem).

Lista zagadnien i zadan obejmowala:

a) 12 tematow (czesé I),
b) serie zadan (czesé II),
¢) serie probleméw otwartych (czes$é III).

Tematy zagadnien (z czesci I) celowo sformulowalam w sposéb ogdlny, by
uczen sam zdecydowal, ktore zagadnienia go interesuja, sam podjal decyzje, co
w wybranym dziale jest dla niego ciekawe i co moze interesujaco rozwiazaé (byé
moze z uzyciem komputera) i opisa¢. Zagadnienia te dotycza tresci programu
nauczania matematyki klasy drugiej liceum w zakresie rozszerzonym.

Oto przykladowe zagadnienia (przytaczam niektére z tematéw i zadan,
zwracam uwage na zadanie 2 z czesci 11, ktére bede omawiata w tym artykule):

Czesé I
1. Przeksztalcenia wykresow funkcji.
2. Wykresy funkcji z wartoscia bezwzgledna.
3. Wzajemne potozenie prostej i okregu, potozenie dwoch okregdw.

4. Wielokaty wpisane w okrag, wielokaty opisane na okregu.
Przykladowe zadania z czesci II:

ZADANIE 1

Wypracuj metode konstrukcji Srodkami geometrycznymi wykresu funkcji

y = 2.

3Przyjmuje, ze uczeh rozumie informacje (wypowiedz, tekst, pojecie) na poziomach: re-
cepcji, gdy jest w stanie $ledzi¢ czyje$§ wyjasnienia, reprodukcji, gdy potrafi to, co czy-
tal, odtworzy¢ (doslownie, w nieco zmienionej formie, swoimi stowami), aplikacji, gdy poza
$ledzeniem, odtwarzaniem potrafi zastosowaé (w takiej samej, nieco zmienionej, analogicz-
nej sytuacji zadaniowej), inspiracji, gdy jeszcze dodatkowo potrafi uzyé tych informacji
w nowej dla niego sytuacji, umie je zmodyfikowaé¢ oraz przetworzy¢ w sposéb twérczy (zob.
Trelinski, 2004, s. 26).
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ZADANIE 2
Zbadaj, jak zmienia sie ksztalt i polozenie wykresu funkcji danej wzorem y =
ax® + bx + ¢, gdzie a # 0, w zaleznosci od wspélczynnikéw a, b, c.

ZADANIE 3
Skonstruuj miejsce geometryczne punktéw (zbiér punktéw) plaszezyzny odle-
glych od danego okrggu o promieniu dtugosci r o dang liczbe dodatnia a.

ZADANIE 4

Wyznacz (opisz metode konstrukcji) punkt wewnetrzny tréjkata, ktérego odbi-
cie symetryczne wzgledem prostej zawierajacej bok tréjkata nalezy do okregu
opisanego na tym tréjkacie.

Przykladowe zadania — problemy otwarte (cze$¢ III):

ZADANIE 1

Co mozna powiedzie¢ o wspdélczynnikach a,b,c, gdzie a # 0, funkcji danej
wzorem y = ax> + bx + ¢, skoro wierzcholek paraboli bedacej jej wykresem
nalezy do prostej o réwnaniu x = —17

ZADANIE 2

Dany jest prostokat ABC D i punkt M. Niech punkty K, L, R, P beda odpo-
wiednio punktami symetrycznymi do punktu M wzgledem Srodkéw bokéw AB,
BC, CD, DA. Co mozna powiedzie¢ o czworokacie utworzonym z punktéw K|
L, R, P?

ZADANIE 3

W kwadracie ABC' D punkt E jest srodkiem boku BC', punkt F' srodkiem boku
CD, odcinki AE i AF dziela przekatna BD na 3 czesci. Co mozna powiedzie¢
o stosunku czesci podzielonej przekatnej?

Sprawozdanie z pracy oraz rozwiazania tych zadan pozwola — z jednej stro-
ny — ustali¢, na jakim poziomie uczen zrozumial treéci (pojecia, twierdzenia,
metody postepowania) objete danym tematem, z drugiej zas beda stanowié
material do dyskusji. W efekcie tego pozwola ocenié¢ jego umiejetnosé ucze-
nia sie, wskazg trudnosci, jakie napotykal, opracowujac dane zagadnienie oraz
posrednio umiejetnosé dzialania w zakresie matematyki szkolnej.

Instrukcja do pracy (rysunek 1),zawiera: informacje na temat, z jakich ma-
terialéw moga korzystaé uczniowie (samodzielnie znaleziona literatura, progra-
my komputerowe, Internet), wymogi, jakie ma spelnia¢ praca oraz kryteria,
wedlug ktérych bedzie oceniana. Jednym z wymogdw (zob. instrukeja) byto
sporzadzenie sprawozdania z pracy, ktére, oprécz rozwiazan zadan, powinno
zawiera¢ informacje o zrédlach, z jakich korzystal uczen, motywacje zaintereso-
wania wybranym tematem, napotkane trudnosci. Na realizacje pracy uczniowie
mieli 3 tygodnie.
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Dlugoterminowa praca domowa — instrukcja

. Prace nalezy wykonaé¢ samodzielnie. Mozna kontaktowaé si¢ z osobami
realizujacymi ten sam temat, ale nie mozna wspoélnie go realizowa¢. Kazda
osoba wybiera:

e jeden z 12 tematow z czesci 1,
e dwa zadania z czesci 11,

e jeden problem z czesci I11.

Opracowujac temat, mozna podawaé teorie, ciekawe przyktady i ich rozwia-
zania, wykresy, rysunki, konstrukcje, ilustracje, przyktady ,z zycia” itp.,
czyli wszystko to, co wydaje Ci si¢ interesujace i co potrafisz zrobi¢ w ob-
rebie danego tematu.
. Wynikiem pracy domowej ma byé sprawozdanie, ktére powinno
zawierac:

e motywacje zainteresowania tematem,

e metody dojécia do celu,

e trudnosci napotkane w trakcie realizacji,

e teorig, zadania, rozwigzania, wykresy, ilustracje, wyniki pracy z pro-

gramami komputerowymi — wedlug Twojej koncepcji.

. W trakcie realizacji pracy i przygotowania sprawozdania mozna
korzystaé z:

(a) podrecznikéw i innej literatury (wg. uznania),
(b) zbioréw zadan,
(c¢) Internetu,

(d) programéw komputerowych (,zrzutki z ekranu”, pliki itd.).

. Ostateczny termin oddania pracy domowej uplywa z dniem
.................... Woéwezas tez chetni uczniowie beda mogli zaprezentowaé
wybrane fragmenty swoich prac. Nalezy uprzedzi¢ o koniecznosci przygo-
towania odpowiedniego sprzetu (rzutnik multimedialny, komputer, ekran
itp.) potrzebnego przy prezentacji.

. Kryteria oceniania:

e spelnienie wszystkich wymagan instrukcji,

e samodzielno$¢ pracy,

e poprawno$é tresci,

e redakcja poprawnym jezykiem matematycznym,
e oryginalnosé pracy,

e estetyka wykonania pracy.

Rysunek 1.
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3. Cele badania

Celem badania po$wieconego organizowaniu dlugoterminowej pracy domo-
wej bylo uzyskanie odpowiedzi na pytania:

a) W jakich sytuacjach matematycznych uczniowie samodzielnie, bez pole-
cenia nauczyciela siegaja po program komputerowy?

b) Jakie motywy nimi kieruja, gdy traktuja program komputerowy jako $ro-
dek umozliwiajacy odkrycie oraz konstrukcje rozwiazania zadania?

¢) Jakie rozumowania moze prowokowaé program komputerowy, jakie intui-
cje wzmacniac?

d) Jakie funkcje w procesie uczenia si¢ moze, a jakich nie moze spelnia¢ pro-
gram komputerowy, nie tylko w zakresie przyswajanej wiedzy, ale takze
z punktu widzenia form my$lenia, rodzajéw tworczosci i typoéw aktywno-
Sci ucznia?

L. Poszukiwanie rozwigzania zadania z czesci ll

W niniejszym artykule ograniczam sie do omoéwienia pracy Kasi, uczen-
nicy klasy drugiej o profilu ogélnym. Dysponowala ona wlasnym kompute-
rem i matematycznymi programami. Przedstawiam rozwiazanie jednego z za-
dan z jej dlugoterminowej pracy domowej. Zaprezentowana przez uczennice
droga poszukiwania rozwiazania jest nie tylko pouczajaca dydaktycznie, ale
ujawnia funkcje, jakie moze spetlnia¢ program komputerowy w procesie uczenia
sie.

ZADANIE
Zbadaj, jak zmienia sie ksztalt i polozenie wykresu funkcji danej wzorem

y = ax® +br+c,
gdzie a # 0, w zaleznosci od wspélczynnikéw a, b, c.

Rozwiazujac to zadanie, Kasia postugiwala sie programem Winplot. Poniz-
sze rysunki sa fragmentami jej autentycznego sprawozdania z pracy dlugoter-
minowej, ktore wykonata. Opisala w nim swoje postepowanie, udokumentowalta
je, wklejajac zdjecia ekranu komputera. Komentarz, jaki zamieszczam, jest wy-
nikiem analizy jej pisemnego sprawozdania, rozmowy z nig oraz zachowania
podczas prezentacji rozwiazan tego zadania.
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Rysunek 2.

Kasia rozpoczela obserwacje zachowania wykresu funkcji kwadratowej
(rysunek 3), zmieniajac wspdlczynnik a; w efekcie wyciagnela dwa wnioski
odnosnie do polozenia ramion paraboli (rysunek 2) i ciekawe spostrzezenie, ze
wierzcholek paraboli porusza si¢ jakby (warto podkresli¢ to stowo) po prostej.
W jej mysli zarysowala sie pewna hipoteza; jej sformulowanie bylo mozliwe
dzieki mozliwosciom programu, ktéry pozwalal w ptynny i dynamiczny sposéb
zmienia¢ potozenie wykresu. To sklonito ja do wyboru konkretnych wartosci
b=2ic=1.

Dalsze eksperymenty z konkretnymi wartosciami wspotczynnikéow b i ¢ do-
prowadzily ja do przekonania, ze — jak pisze — ,Dla wybranych przeze mnie
wartoséci a wszystkie wierzchotki leza na tej samej prostej y = = + 1.” (rysu-
nek 4). Przekonanie to okazalo sie malo oczywiste, wymagalo bowiem — jak
mozna zauwazy¢ — potwierdzenia przez sprawdzenie w kilkunastu wybranych
przypadkach i, co ciekawe, nie tylko, gdy a bylo liczba catkowita. W ten sposoéb
uzyskala intuicyjna pewnosé, ze tak jest.
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Rysunek 3.

Analizujac ten fragment rozwiazywania, warto zwroci¢ uwage na dwie spra-
wy. Po pierwsze, w czasie bezposredniej rozmowy z nia ustyszatam: Ogromnie
zdziwitam sie tym, co odkrylam. Nie bylam pewna, czy dobrze policzylam, bo nie
mialam z czym sprawdzi¢. Nigdzie nie znalaztam takiego zadania. Ja w ogdle
jestem taka, Ze jak zobacze na wlasne oczy, to wtedy wierze, Ze tak jest. Dobrze,
ze mogtam sprawdzi¢ w Winplocie, Ze dobrze policzytam. Zobaczylam, Ze zawsze
dla dowolnych b i ¢, gdy zmienialam a, to wtedy wierzcholek paraboli zawsze
poruszal sie po tej prostej, ktorg ja znalazlam.

Opisany wyzej tok rozumowania oraz powyzsza wypowiedZ nasuwaja po-
dejrzenie, ze uczennica nie do konca rozumie sytuacje, ktéra bada. Faktycznie
chodzi o nastepujacy problem: wyznaczy¢ zbiér wierzchotkéw jednoparametro-
wej (przy konkretnie wybranych warto$ciach parametréw b = 2, ¢ = 1) rodziny
P parabol, z ktérych kazda jest dana wzorem y = ax?+2x+1. Bez $wiadomosci
tego faktu trudno zrozumieé, co nalezy wyznaczy¢ i tym bardziej trudno sobie
wyobrazi¢ cala sytuacje.
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Rysunek 4.

Sprawa druga, postepowanie Kasi ma wszelkie znamiona uogolnienia przez
uzmiennienie statych. Zauwazmy, ze postanowila ona uogélni¢ odkryty zwiazek
na dowolne wartosci parametréw (rysunek 5, rysunek 6). Przeprowadzony ra-
chunek jest faktycznie dowodem twierdzenia: jezeli wartoSci parametrow b i ¢
sa dowolnie ustalone, to zbiér wierzchotkéw rodziny parabol, z ktérych kazda
opisana jest réwnaniem y = ax? +bx +c, gdzie a # 0, tworzy prosta o réwnaniu
y= %bx +c.
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Rysunek 5.
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Mimo dojrzalo$ci matematycznej tego rozumowania (jak na licealistke),
rachunek nie byt wystarczajaco przekonywujacy. Autorka ponownie uznala, ze
nalezy jeszcze raz sprawdzi¢ prawdziwos$¢ odkrytego wzoru dla b = 2, ¢ = 1
(rodziny parabol badanej wczedniej); tym razem wykonujac wykresy funkcji
y=ax?+br+ciy= %bx—&—c (rysunek 7).
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Dopiero, gdy ,,zobaczyla” na ekranie komputera, ze prosta przechodzi przez
wierzcholki kolejnych parabol (jedna z nich przedstawia rysunek 8), byta pew-
na, ze odkryty zwiazek jest prawdziwy. Potrzeba sprawdzenia rachunku na dro-
dze wizualnej sugeruje, iz wykonane obliczenia nie wystarczyly, aby struktura
badanej sytuacji w jej mysli sie zinterioryzowala; dopiero wizualizacja proble-
mu, dostrzezenie parabol w ruchu przekonalo ja, iz tak jest naprawde.

Zauwazmy, ze program Winplot zostal wykorzystany przez Kasie w dwdch
réznych sytuacjach: a) do odkrycia twierdzenia w wyniku prowadzonej serii
eksperymentéw, b) do potwierdzenia poprawnosci rozumowania bedacego do-
wodem twierdzenia. W pierwszej sytuacji, bez uzycia komputera, ktéry na-
tychmiast kreslil parabole przy niewielkich — niemal ciaglych — zmianach para-
metru a, nie bytoby mozliwe sformutowanie wprost narzucajacej si¢ hipotezy.
Natomiast w sytuacji drugiej wizualizowal ogdlne rozumowanie; potwierdzalt
poprawnos¢ ,,dowodu”, sprawiajac, ze twierdzenie stato si¢ intuicyjnie prawdzi-
we. Wizualizacja, i to jest bardzo wazne, doprowadzita do pelnej interioryzacji
struktury problemu.
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Takze inni uczniowie — zaréwno w ankietach, jak i w rozmowach — czeg-
sto podkredlali fakt, ze dzieki uzyciu komputera mogli ,zobaczy¢” wlasnosé,
ktorej szukali, a takze dzieki wizualizacji problem stawat sie dla nich bardziej
zrozumiaty i tatwiejszy do wystowienia i zapamigtania.

Uczniowie akcentowali réwniez aspekt pracy z komputerem, na ktéry zwra-
cali uwage Kakol i Ratusinski (2004), a mianowicie: ,komputer jest w stanie
stworzy¢ inng sytuacje dydaktyczna, w ktorej uczen wyzbywa sie stresow wy-
nikajacych z tego, ze nie umie on rozwiaza¢ problemu. Komputer i ta nowa
sytuacja wzmagaja zainteresowanie problemem, pozwalaja rownoczesnie lepiej
go zrozumieé¢ i w konsekwencji umozliwiaja znalezienie odpowiedzi na posta-
wione w problemie pytania”.

Kolejny etap pracy Kasi zwigzany byt z badaniem zmian poltozenia wykresu
funkcji kwadratowej w zaleznosci od wspélczynnika b (rysunek 9).
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Tym razem nie wykonywata obliczen dla konkretnych wartosci parametréw,
lecz od razu zmieniata wartosci b (przy stalych wartosciach parametréw a, c)
w programie Winplot. Zauwazyla, ze wierzchotek paraboli porusza sie po innej
paraboli, o réwnaniu y = —ax? + ¢, ktéra ma ramiona przeciwnie skierowane
niz kazda z parabol danej rodziny. Wykorzystala takze zdobyte doswiadczenie
i wyznaczyla réwnanie poszukiwanej paraboli (rysunek 10, rysunek 11).

Podobnie jak poprzednio, nie byla pewna, czy znaleziony zwiazek jest praw-
dziwy. Sporzadzila wiec w programie Winplot wykresy parabol y = ax? +bx+c,
y = —ax? + c i przekonala si¢ o stusznosci wyprowadzonego wzoru (rysunek 12,
rysunek 13).

W dalszej kolejnosci rozpatrywala zmiany polozenia wykreséw rodziny fun-
keji kwadratowych, z ktérych kazda jest dana wzorem y = ax? + bx + ¢ w za-
leznosci od parametru c. Ustalila, ze woéwczas wierzchotek ,porusza” sie po
prostej o réwnaniu z = —% (rysunek 14).
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Kolejnym etapem dlugoterminowej pracy byta prezentacja wynikéw prze-
prowadzonego badania. Na forum klasy Kasia opowiedziata o swoich probach,
poszukiwaniach i otrzymanych rezultatach. Postugiwala si¢ komputerem i rzut-
nikiem multimedialnym, wykorzystujac program Winplot. Ogromnym zasko-
czeniem, zaréwno dla uczniéw, jak i nauczycielki, byla tres¢ jej referatu. Nie-
ktérzy uczniowie nie dowierzali podanym prawidlowosciom, jeden z nich pytal:



240 Renata Wojtu$

A skqd wiesz, Ze te wierzcholki lezqg na tej prostej czy paraboli? Moze sq tuz
obok, a nam sie tylko tak wydaje, Ze sq na tej wlasnie prostej czy paraboli?

{4 nonamelwp2

= | =] &
File Egqua View Btns One Two Anm Misc
¥e= .a_x“Z—bx—c ¥
Yy = —ax"Z+c
X
} f } }
1 2 3, 4
-1+
Rysunek 13.
li _
— L hEale, 0~ e
g, ‘)mn Y potopemar | Wipglor | 4 wm‘?fwm §73 ¢
Uplovind] Ln,»,dR n kg | ¢ pa atolo. rund | gl | U 4o "/
MIMIETY. 28 o o phaney oty I//f 43 poke
2GRN g b |
}
Rysunek 14.

Wowecezas uczennica wykorzystala polecenia FEztremes z menu One oraz
Intersections z menu Two i pokazala, ze wierzcholek paraboli y = ax? + bx +c

i punkt przeciecia paraboli z krzywa y = —ax?+c maja takie same wspélrzedne
(rysunek 15).
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5. Postawy uczniéw w toku pracy z programem

Uczennica, rozwigzujac zadania, siegnela po program komputerowy Win-
plot, gdyz znala jego mozliwosci i wiedziala, ze moze sie¢ nim postuzyé. Ko-
rzystala glownie z jego graficznych mozliwosci. Eksperymentowala z réznymi
wartosciami wspotczynnikow a, b, ¢. Program szybko i poprawnie sporzadzal
za nig wykresy funkcji kwadratowych, a ona mogta obserwowaé pojawiajace
sie regularno$ci. Dynamiczne i pltynne (niemal ciggle) zmiany kolejno jedne-
go z parametrow a, b, ¢ prowadzity do zmian polozenia wierzchotka paraboli
o réwnaniu y = ax?+bx+c, ktéry wizualnie kreslit krzywa. Jako co$ naturalne-
go pojawiata sie odpowiednia hipoteza dotyczaca zbioru wierzchotkéw rodziny
parabol.

Przeprowadzany eksperyment mial wszelkie cechy wnioskowania empirycz-
nego w dziedzinie matematyki na poziomie licealnym (Krygowska, 1977, s. 143).
Indukcyjne proby dla wybranych wartosci parametréw coraz bardziej przera-
dzaly sie w rozumowanie intuicyjne wykorzystujace obrazy poje¢; hipoteza byla
oparta na dostrzezonej regularnosci. Podobne zachowania obserwowalam takze
w pracach innych uczniéw.
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Bardzo trudno byloby osiagnaé¢ podobny efekt w nauczaniu tradycyjnym
wykorzystujacym krede i tablice, odrecznie wykonywane rysunki.

Obrazy prezentowane na ekranie komputera budzily réwniez watpliwosci:
czy mozna i w jakim stopniu wierzy¢ komputerowi (por. wypowiedZ ucznia w to-
ku prezentacji pracy przez Kasie). W sposéb naturalny pojawila sie potrzeba
dowodu hipotezy, tak rzadko spontanicznie przejawiana w toku klasycznych
lekcji matematyki. Uczennica przeprowadzila jej dowdd, wykonujac odpowied-
nie obliczenia. To jej nie przekonalo, mozna powiedzie¢, ze dowiedziala sie, ze
tak jest, ale nie zobaczyla tego. Kasia nie ma wiec pelnej Swiadomoéci meto-
dologicznej dedukceji, choé¢ do$é swobodnie operuje rachunkiem. Potrzebna jej
jest wizualna legalizacja formalnego rozumowania. By wzmocnié¢ jej wewnetrzne
przekonanie, niezbednym okazal si¢ program komputerowy.

Takze program komputerowy doprowadzit do pelnego zrozumienia proble-
mu; umozliwil interioryzacje struktury badanej sytuacji.

W Zadnym z podrecznikéw do szkot ponadgimnazjalnych nie ma takich roz-
wazan; badanie wykresu tréjmianu kwadratowego ogranicza sie¢ do przypadkéw,
w ktérych mamy konkretnie podane wartosci wspotczynnikow a, b, ¢ we wzorze
funkcji y = ax? + bz + c. Tu zaé mamy do czynienia z badaniem rodziny funkcji
(rodziny parabol), a wiec z problemem z wyzszego pietra abstrakcji matema-
tycznej (w sensie A. Vermandela i E. Cohorsa-Fresenborga (zob. Siwek, 1985).
Takie badanie wymaga znaczacego doswiadczenia matematycznego (metodo-
logicznego), ktérego wiekszodé licealistéw nie ma. Wladnie program Winplot
umozliwil im wyjscie poza zwykly przekaz wiedzy prezentowanej w podrecz-
nikach i na lekcjach; stal sie narzedziem wyzwalajacym twércze doswiadczenie
ucznia. Przekonali sie o tym ci uczniowie, ktorzy nie postugiwali sie programem
komputerowym. Zaden z nich nie wykryl omawianych wyzej zaleznoéci; ogra-
niczali si¢ oni jedynie do tradycyjnego badania tréjmianu kwadratowego oraz
potozenia jego wykresu w stosunku do osi uktadu wspétrzednych w zaleznosci
od znaku wyrdznika tréojmianu i wspoélczynnika a.

Na lekcjach z reguly nie ma czasu na prowadzenie przez uczniow badan;
bez pomocy programu komputerowego trudno bytoby przeprowadzié¢ takie ob-
serwacje i wyciaggnaé wnioski. Rozwiazywanie tego typu zadania metoda ,kartki
i otowka” jest praktycznie niewykonalne. Warunki takie stworzylto wykonywa-
nie dlugoterminowej pracy domowe;j.

Warto tez zwrdci¢ uwage na jezyk prezentacji rozumowan przez Kasie.
Jej opisy sa formulowane w sposéb poprawny jezykiem matematycznym. Nie
wszystkie prace uczniow mialy te ceche, choé¢ w instrukcji uczniowie zobligowa-
ni byli nie tylko do przedstawienia rozwiazania, ale takze do ujawnienia sposobu
dojécia do celu oraz opisu napotykanych trudnoséci. Wiedzieli oni réwniez, ze
ocenie podlegaé¢ bedzie poprawne postugiwanie sie jezykiem i symbolika mate-
matyKki.
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6. Uwagi koricowe

Jest oczywiste, ze opisane tu zachowania uczniéw nie moga by¢ przenoszone
wprost na inne sytuacje dydaktyczne, w ktorych wykorzystujemy programy
komputerowe. Tym niemniej przedstawione obserwacje, wyniki badania i ich
analiza pokazuja, ze:

1. Wypracowana koncepcja dlugoterminowej pracy domowej z matematyki
(laczaca samodzielne badanie danego zagadnienia z dyskusja oraz prezen-
tacja wynikéw badania) pozwalala uczniom organizowaé nauke we wla-
Sciwym dla siebie tempie, zwiekszaé samodzielnosé, zaktywizowaé swoj
udzial w procesie uczenia si¢ matematyki, wzbudzajac przy tym pozy-
tywne nastawienie do przedmiotu i usuwajac obciazenia psychiczne. Wy-
konanie tej pracy moze utatwi¢ program komputerowy, ktory staje sie
uzytecznym narzedziem dobrze organizujacym proces uczenia sie.

2. Nie wszyscy uczniowie samorzutnie siegaja po programy komputerowe.
Warunkiem wstepnym postugiwania si¢ nimi w pracy domowej jest wcze-
$niejsze dobre poznanie ich mozliwosci technicznych i operacyjnych. Dla
0s6b wykorzystujacych program Winplot okazal sie on uzytecznym na-
rzedziem w fazie wstepnego badania problemu, prowadzenia eksperymen-
tow, dostrzegania zaleznosci, formulowania i pogladowego weryfikowania
hipotez.

3. Praca z matematycznym programem komputerowym Winplot umozliwita
prowadzenie rozumowan na innym pietrze abstrakcji niz zwykle odbywa
sie to na lekcjach matematyki w liceum. Bez jego pomocy uczennica nie
bylaby w stanie zrozumieé¢ problemu, ktéry badata.
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