ROCZNIK NAUKOWO-DYDAKTYCZNY WSP W KRAKOWIE

Zeszyt 191 Prace z Rachunku Prawdopodobienstwa 1998
i jego Dydaktyki Il

Zofia Dunikowska, Maciej Major, Barbara Nawolska

Organizacja fazy matematyzacji, rachunkow

I interpretacji w procesie rozwigzywania zadan
stochastycznych na réznych poziomach
ksztatcenia matematycznego

Résumé. L’article est une voix dans une discussion générale relative aux
formes de contrdle des compétences mathématiques (les connaissances et
certaires capacités dans le domaine de mathématiques).

Dans l'article on s’est servi d’un probléme lequel ont dd solution-
ner les candidats aux études de mathématiques a L’Ecole Supérieure de
Pédagogie de Cracovie en 1993. Les mémes personnes, en tant qu’étu-
diants du 3e année de mathématiques, résolvaient ce probléme juste avant
les cours des probabilités.

L’ article présente I'analyse des solutions de ce probleme par lesdits
étudiants. La recherche avait comme but de Vérifier si et comment la
connaissance générale en mathématiques acquise au cours des études a
influencé la fagon de solutionner les probléemes de probabilités.

1. Uwagi wstepne

Niniejsza praca jest glosem w ogoélnej dyskusji nad formami kontroli wie-
dzy matematycznej i pewnych zdolnosci w zakresie matematyki. Aktualnosé
tego problemu, zwlaszcza w kontekscie rachunku prawdopodobienstwa, uswia-
damiajg nam zadania proponowane od ponad kilkunastu lat na egzaminach
maturalnych i egzaminach wstepnych na wyzsze uczelnie. Forma i problema-
tyka zadan z rachunku prawdopodobienistwa na tych sprawdzianach wiedzy
matematycznej nasuwajg pytanie: czy i jakg wiedze pozwalajg te zadania
kontrolowaé. Rozwazmy kilka typowych zadan ze wspomnianych egzaminéw.1

1) Ze zbioru A= {&e:x £ NTAte]R\t2—t+ (7—x+ \/68 - z2) > 0}
losujemy kolejno (bez zwrotu) trzy cyfry uktadajac je w kolejnosci
losowania w liczbe trzycyfrowa. Zaktadajac, ze wszystkie mozliwe
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do otrzymania w ten sposéb liczby sa jednakowo prawdopodobne,
oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczby mniejszej od 368.1

2) Sto o0s6b, wsréd ktdrych znajdujag sie panowie A i B, ustawia sie w
szereg w sposob losowy. Jakie jest prawdopodobienstwo ustawienia,
w ktédrym miedzy panami A i B znajduje sie doktadnie 40 os6b.2

3) Przy okragtym stole posadzono w sposob losowy 16 treneréw dru-
zyn pitkarskich 1 ligi. Oblicz prawdopodobiernistwo, ze trener Lecha
siedzi obok trenera Widzewa, pod warunkiem, Ze trener Ruchu sie-
dzi obok trenera Goérnika.3

Mozna dyskutowaé, czy zacytowane zadania sg w ogole zadaniami z rachunku
prawdopodobienstwa. Zadanie 1 dotyczy i sprawdza wiadomosci w zakresie
rozwigzywania rownan z parametrem, funkcji kwadratowej i teorii zbiorow.
Pytanie o prawdopodobienstwo jest tu raczej pozbawione sensu. Rachunki w
zasadzie obejmujg obliczanie mocy pewnych zbioréw. Zadanie to (cho¢ mowa
w nim o losowaniu i prawdopodobienstwie) nie ma w istocie wiele wspoélnego
z rachunkiem prawdopodobienstwa. Mozna toczy¢ spory, czy i jaka wiedze z
rachunku prawdopodobienstwa pozwala ono kontrolowa¢ i ocenia¢. Rozwig-
zywanie tego zadania nie obejmuje nawet konstrukcji przestrzeni probabili-
stycznej, w ktérej rozwigzuje sie (poprawnie) kazdy problem probabilistyczny
(rozwiagzujacy nawet nie musi rozstrzygnaé¢ czy wyniki sg jednakowo prawdo-
podobne, bo to zawarto w tresci zadania).

Zadania 2 i 3 sg w zasadzie zadaniami kombinatorycznymi. Cata trudnos¢
przy ich rozwigzywaniu sprowadza sie do wyznaczenia (za pomocg odpowied-
nich wzoréw) mocy pewnych zbioréw. Ponadto ich tres¢ tylko z pozoru jest
opisem pewnej rzeczywistej sytuacji.

Tego typu zadania z rachunku prawdopodobienstwa rozpowszechniano w
ostatnich latach poprzez publikowane zbiory zadan maturalnych i egzamina-
cyjnych (por. [1]). Tematyka tych zadan nie ukazuje prawdziwego obrazu
przedmiotu rachunku prawdopodobienstwa, natury jego pojec¢ i jego proble-
matyki. Taka forma zadan (a takze ich tres¢) stuzacych do kontroli wiedzy
probabilistycznej nie moze nie mie¢ wptywu na sposéb nauczania rachunku
prawdopodobienstwa w szkole. Nauczanie to zostaje sprowadzone do rozwija-
nia technik rachunkowych i to w zasadzie dotyczagcych kombinatoryki. Pod-
stawowymi usterkami takiego nauczania sa:

1) sztuczna tematyka zadan,

Egzamin maturalny w woj. olsztynskim, 1993r., profil mat.-fiz.

2egzamin maturalny w woj. tomzynskim, 1993r, profil mat.-fiz.

3egzamin wstepny z matematyki na kierunki: Informatyka i Matematyka na Wydziale
Matematyki i Fizyki Uniwersytetu Jagiellonskiego w 1993r
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2) brak konstrukcji przestrzeni probabilistycznej4, w ktérej rozwiazuje sie
zadanie na obliczanie prawdopodobienstwa (chodzi tu o organizacje fazy
matematyzacji jako typowa w rachunku prawdopodobienstwa aktywnos$é
matematycznag),

3) brak ustalonej definicji prawdopodobienstwa (najczesciej wspomina sie o
»klasycznej definicji”, ktora nie jest definicja i jej zakres stosowania jest
ograniczony, albo moéwi sie o aksjomatycznej definicji, ktéra w zasadzie
nie nadaje sie do rachunkoéw),

4) rozwigzywanie zadan nie obejmuje fazy interpretacji (chodzi o formuto-
wanie wnioskéw wynikajacych dla praktyki z wielkosci obliczonego praw-
dopodobienstwa) .

Te uwagi i zarzuty stawiane problematyce zadan z rachunku prawdopodo-
bienstwa sformutowano w wiekszosci odpowiedzi na ankiete ,,rachunek prawdo-
podobienstwa w twoich szkolnych wspomnieniach” zaproponowang absolwen-
tom szkét srednich (w wiekszosci byli to nauczyciele, w tym takze stuchacze
studiow podyplomowych i zaocznych, por. [5]).

Zadania z rachunku na egzamin wstepny na kierunek matematyka w kra-
kowskiej W SP przygotowuje sie od kilku lat w ramach seminarium naukowego
ze stochastyki i jej dydaktyki. Chodzi o formutowanie zadan w taki sposoéb,
aby ich rozwigzywanie obejmowato wszystkie etapy rozwigzania zadania pro-
babilistycznego, tj. etap konstrukcji przestrzeni probabilistycznej, jako modelu
opisanej w zadaniu sytuacji (doswiadczenia losowego), etap rachunkéw i de-
dukcji w tej przestrzeni, a oprocz tego kreowaly proces stosowania matematyki.
Rozwigzywanie obejmuje woéwczas organizacje fazy matematyzacji (konstruk-
cje przestrzeni probabilistycznej poprzedza tu przeklad pozamatematycznego
problemu na jezyk matematyki), oraz fazy interpretacji (chodzi o wnioski jakie
z rachunkoéw wynikajg na temat wyjsciowej sytuacji). W ten spos6éb mozna
sprawdzaé¢ pewne intuicje zwigzane z pojeciami i metodologig rachunku praw-
dopodobienstwa, a takze mozliwosci w zakresie argumentacji (chodzi o to, by
dowiedzie¢ sie, czy i jak egzaminowany rozumie co rachuje i po co). W tym
celu na egzaminie wstepnym proponowane sg zadania nieco odmienne, niz ma
to miejsce na innych uczelniach. Taka forma i problematyka zadan pozwala
petniej kontrolowa¢ wiedze stochastyczng i ogélnomatematyczng przez co ta-
twiej oceni¢ predyspozycje kandydata do studiowania matematyki.

4jako modelu opisanej w zadaniu sytuacji losowej
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Zadania z rachunku prawdopodobienstwa na egzaminie
wstepnym do krakowskiej W SP w latach 1993-1995

nowano nastepujace zadania z rachunku prawdopodobienstwa:

Zadanie 1. (1993 r))
1-1. Z urny o szesciu kulach ponumerowanych liczbami: 1, 2, 3, 4,

5, 6, losujemy jednoczesénie dwie kule. Oblicz prawdopodobiefstwo tego,
ze:

a) suma numerow wylosowanych kul bedzie liczba parzysta (zdarzenie
A,

b) suma numeréw wylosowanych kul bedzie liczbg nieparzysta (zda-
rzenie B).

1-2. W grze losuje sie réwnoczesnie dwie kule z powyzszej urny.
Przed losowaniem gracz skre$la na kuponie (rys. 1) jedna z liczb od
3 do 11. Jesli suma numeréw wylosowanych kul jest réwna wczesniej
skreslonej liczbie, to gracz zdobywa punkt. Czy taka gra przypomina Ci
w czyms$ totolotka i dlaczego? Czym, wedtug Ciebie, rézni sie ona od
prawdziwego totolotka?

1-3. Postanowite$ wzig¢ udziat w tej grze. Jakg podejmiesz w tej
sytuacji decyzje co do wypetniania kuponu?

3 4 5 6 7 8 9 10 11

rys. 1
Zadanie 2. (1994 r.)

2-1. W urnie U sa 3 kule biate i 4 czarne, a w urnie V jest 6 kul
biatych i 1 czarna. Obie urny sg identyczne z wygladu. Najpierw losujesz
jedna z tych urn i nie zagladajac do jej wnetrza losujesz z niej kule. Jakie
jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej?

2-2. Znajdz prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej w takim
doswiadczeniu losowym, gdy w urnie U jest 9 kul biatych i 1 czarna, aw
urnie V — 2 biate i 8 czarnych.

2- 3. Czy dostrzegasz, czym jest zarazem w obu przypadkach

poli-
czone prawdopodobienstwo? Czy jest to jakas prawidlowos¢ czy zbieg
okolicznosci? Sprébuj ujaé te prawidtowos¢ w formie twierdzenia. Udo-
wodnij je.
Zadanie 3. (1995 r.)
Dane sg trzy urny:
— urna ui zjedng kulg o numerze 6 i dwiema kulami o
— urna U2 z jedna kulg o numerze 0 i dwiema kulami o
— urna n3 zjedng kulg o numerze 2 i dwiema kulami o
3- 1. Sposréd dwu urn: ui i U2 masz prawo wybraé sobie jedna,

druga bierze Twoj przeciwnik w grze. Kazdy z Was losuje kule ze swojej

W latach 1993-95 na egzaminie wstepnym do krakowskiej W SP zapropo-

ni
ni
ni
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urny. Numer wylosowanej kuli to wylosowana liczba. Zwycieza ten, kto
wylosuje wiekszg liczbe. Na wybor ktoérej urny sie zdecydujesz i dlaczego?

3-2. Masz prawo wybra¢ sobie jedng z trzech urn, jedna z dwu
pozostatych wybierze sobie Twoéj przeciwnik w grze. Kazdy z Was losuje
nastepnie liczbe i zwycieza ten, kto wylosuje liczbe wiekszg. Czy jest
wsréd tych urn najlepsza? Czy prawo pierwszenstwa jest w tej sytuacji
dla Ciebie przywilejem? Jak uzasadnisz odpowiedzi na gruncie rachunku
prawdopodobienstwa?

Te same zadania zaproponowano réwniez 32 studentom 11l roku matema-
tyki przed rozpoczeciem zaje¢ z rachunku prawdopodobienstwa. To ci sami
studenci, ktérzy rozwigzywali juz zadanie 1 na egzaminie wstepnym w roku
1993.5

Niniejsza praca dotyczy analizy rozwigzan tych zadan przez wspomnia-
nych studentéw a celem badan byto sprawdzenie, czy i w jaki sposéb, ogdlna
wiedza matematyczna zdobyta w czasie studiéw (5 semestréw studiowania
matematyki) wptywa na sposdb rozwigzywania zadan z rachunku prawdopo-
dobienistwa. W toku dotychczasowych studiéw ci studenci nie zetkneli sie
z pojeciami i zadaniami z tej dziedziny matematyki. Jednocze$nie mozna sa-
dzi¢, ze znaczna cze$¢ wiedzy szkolnej z rachunku prawdopodobienstwa zostata
przez nich zapomniana. W rozwigzaniach nie powinno by¢ zatem miejsca na
mechaniczne stosowanie pewnych wyuczonych w szkole algorytmdéw, stosowa-
nych czesto bez ich zrozumienia. Oczekiwano natomiast, ze pomimo braku
odpowiednich narzedzi (wzordéw i twierdzen) ogdlna kultura matematyczna
pozwoli na racjonalne podejscie do problemu i inne niz przed laty poprawne
jego rozwigzanie.

Analizujac prace studentéw zwracano w szczego6lnosci uwage na nastepu-
jace zagadnienia:

(a) Jak rozumiana jest tres¢ zadania;

(R) Jak organizowana jest faza przektadu pozamatematycznego problemu na
jezyk matematyKki;

(7) Jak organizowana i przeprowadzana jest faza dedukcji i rachunkéw;
(n) W jaki sposob i jakim jezykiem interpretowane sg uzyskane wyniki.

Pierwsze zagadnienie wigze sie z umiejetnoscig odczytywania tekstu matema-
tycznego. Drugie dotyczy racjonalnego doboru przestrzeni probabilistycznej
jako modelu dla doswiadczenia losowego opisanego w zadaniu (rozwigzujac
zadanie mozna konstruowac¢ rézne nieizomorficzne modele probabilistyczne).

5Trzy osoby z tej grupy, z r6znych powodoéw, nie zdawaty tego egzaminu w 1993 r.
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Trzecie zagadnienie dotyczy stosowania matematycznej wiedzy do usprawnia-
nia rozwigzania, wykorzystywania analogii i pewnych ,symetrii”. Ostatnie
zagadnienie wigze sie z faza interpretacji uzyskanych wynikéw liczbowych w
~realnym sSwiecie” a wiec z podejmowaniem pewnych praktycznych decyzji w
oparciu o wielkosci uzyskanych prawdopodobienstw, uogdlnianiem pewnych
zaobserwowanych faktéw, ocenianiem czy zaobserwowane zaleznosci sa przy-
padkowe, czy jest to dajaca sie udowodni¢ prawidtowos¢.

3. Analiza rozwigzan zadania 1

Zadania 1-1 mozna rozwigza¢ nastepujaco.

Rysunek 2 prezentuje klasyczng przestrzen probabilistyczng Q dla réwno-
czesnego losowania dwu kul z urny.

Zdarzenie B jest w tym ujeciu modelu zbiorem tych odcinkéw, ktore tacza
wierzchotek ,,nieparzysty” z ,,parzystym”. Jest takich odcinkéw 3-3, a wiec 9
jest moca zbioru B. Model jest klasyczny, a zatem P(B) = yh = 8. Zdarzenie
A jest w tym modelu zbiorem pozostatych odcinkéw. A i B sg zdarzeniami
przeciwnymi, a wiec P(A) —1- P(B) = 1—] = |.

Kazdy odcinek reprezentuje inng
dwuelementowa kombinacje zbioru
szesciu kul. Wszystkich wynikow
losowania jest zatem tyle, ile
wspomnianych odcinkéw, a wiec
Sft, tj- 15.

rys. 2.

3.1. Analiza rozwigzan zadania 1-1

W pisemnym sprawdzianie wzieto udziat 32 studentéw Ill roku matema-
tyki.

— Jedna osoba nie podjeta préby rozwigzania zadania.

— Pozostate osoby rozwigzanie uzyskaty prowadzac rozumowanie w modelu
klasycznym i wykorzystujgc twierdzenie klasyczne rachunku prawdopo-
dobienstwa. Nie wszystkie osoby konstruowaty model w sposéb jawny.
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Zaledwie w 22 pracach znajdujg sie zapisy pozwalajace na jednoznaczne
stwierdzenie, jaki model zostat przyjety dla doswiadczenia opisanego w zada-
niu. W jedenastu pracach przedstawiono zbior fi poprzez wypisanie mozliwych
wynikow jednoczesnego losowania dwu kul z urny; w dziesieciu przypadkach
zbiér ten jest pietnastoelementowy, w jednym przypadku zbior fi przedsta-
wiono za pomocag tabeli (macierzy) o wymiarach 6 x 6 bez przekatnej (jedno-
czesne losowanie dwu kul z urny zostato zastgpione dwukrotnym losowaniem
bez zwracania kuli z urny). Jedenascie os6b z tej grupy nic nie wspomina
0 zbiorze fi i ogranicza sie do podania wynikéw, ktore sprzyjajg zdarzeniom
A i B. Pozostatle 9 os6b prowadzi jedynie pewne rozumowania, oparte na
kombinatorycznych wzorach, ktére pozwalajg im na wyznaczenie mocy pew-
nych zbioréw. Liczby wystepujace w rachunkach pozwalaja wnioskowa¢, ze
obliczane sg moce zdarzen A i B. Przyklad najczesciej prowadzonego rozu-
mowania przedstawia rys. 3.

rys. 3.

Po obliczeniu mocy zdarzen A i B wszyscy rozwigzujacy (31 osob), korzy-
stajg z twierdzenia klasycznego do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia
A. Prawdopodobienstwo zdarzenia B siedem o0so6b oblicza za pomocg twier-
dzenia o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego, pozostali korzystajg po-
nownie z twierdzenia klasycznego.

W dwoch rozwigzaniach wystgpity btedy, ktérych zrédio tkwi w braku
konstrukcji zbioru fi. W pierwszym przypadku poprawnie wyznaczono wyniki
sprzyjajace zdarzeniom A i B (w omawianym rozwigzaniu sg one podzbiorami
15 elementowego zbioru fi). Btad powstat przy obliczaniu prawdopodobienstw
zdarzen. Obliczono je dzielgc moce zbioréw A i B przez 5 <6 a wiec przez 30
(nalezato podzieli¢ przez 15). W drugim przypadku w pracy widnieje jedynie
nastepujacy bledny zapis: P(A) = |,P(B) = |. By¢ moze zapis jest efektem
nastepujacego rozumowania:

W urnie sg kule o numerach parzystych i nieparzystych:

— jesli wylosujemy dwie kule o numerach parzystych, to suma bedzie pa-
rzysta,

— jesli wylosujemy dwie kule o numerach nieparzystych, to suma bedzie
parzysta,
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— jesli wylosujemy dwie kule: jedna, z numerem parzystym a druga z nu-
merem nieparzystym, to suma bedzie nieparzysta,

Sa trzy mozliwosci, zdarzeniu A sprzyjaja dwie, zdarzeniu B jedna. Rozwig-
zanie oparto na niewtasciwym postulacie, ze te trzy mozliwosci sa jednakowo
prawdopodobne.

3.2. Analiza rozwiazan zadan 1-2. i 1-3

Wiekszos¢ studentéw nie miata probleméw z rozwigzywaniem zadania 1-2.

Na pytanie ,,Czy ta gra przypomina Ci totolotka” 24 osoby odpowiedziaty
twierdzaco i wskazaty najwazniejszg ceche podobienstwa tych dwu gier: w
obydwu przed losowaniem skresla sie liczby na kuponach, a o zwyciestwie de-
cyduje przypadek (wygrana jest zmienng losowag). Siedem os6b nie wypowiada
sie w ogoble na temat podobienstwa gier.

Podstawowa rdznice a wiec to, ze totolotek jest gra losowag a gra z zadania
1 — gra strategiczno-losowa, zauwazyly 22 osoby, cztery nie wypowiedziaty
sie na temat roznic. Pozostali wskazywali na inne, mniej istotne réznice:

— w totolotku typujemy numery kul, w grze z zadania — sume numeréw kul,
— tu jest tylko 11 liczb a w totolotku 49 liczb,
— w totolotku sg mniejsze szanse niz w tej grze.

W odpowiedzi na pytanie ,Jaka podejmiesz decyzje co do wypetniania
kuponu?” prawie wszystkie osoby zdecydowaty sie na wybor liczby siedem.
Decyzje uzasadniano nastepujgco:

— Skresle 7 bo jest najwiecej, az 3, mozliwosci wylosowania dwdch kul takich,
Zze suma = 7;
— Skresle 7 poniewaz prawdopodobienstwo wylosowania kul wynosi |.

W kilku pracach wnioskowania te poparto konstrukcjg nowego modelu proba-
bilistycznego, generowanego przez zmienng losowg X , ktéra losowanym kulom
przypisuje sume ich numeréw. W tym modelu wynikami sg sumy wylosowa-
nych kul. W pozostatych pracach ograniczono sie jedynie do wypisania trzech
wynikéw, ktore dajg sume 7.

W dwu przypadkach swojg decyzje uzasadniano nastepujgco:

— W podanym kuponie skreslitabym na pewno liczbe nieparzysta, bo prawdo-
podobienistwo, ze suma jest liczbg nieparzystg jest wieksze od zdarzenia A s
Mysle, ze wybratabym 7.

— Skresle liczbe nieparzysta, gdyz prawdopodobienstwo tego, ze suma wyloso-
wanych liczb bedzie nieparzystg jest wieksze od tego, ze suma wylosowanych

ejest to dostowny cytat
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liczb bedzie liczbg parzysta. Nie bede skresla¢ 3 i 11, bo prawdopodobienstwo
wylosowania liczb, ktérych suma daje 3 r 11 jest najmniejsze, wynosi ono
Skresle 7 bo prawdopodobienstwo liczb, ktérych suma daje 7 jest najwieksze i
wynosi Prawdopodobienistwo wylosowania liczb, ktérych suma daje 5 lub 9
jest juz mniejsze i wynosi

Ostatnie stwierdzenia nie sg poprawne. Z faktu, ze prawdopodobienstwo
zdarzenia {suma numeréw wylosowanych kul bedzie nieparzysta} jest wieksze
od prawdopodobienstwa zdarznia {suma numeréw wylosowanych kul bedzie
parzysta} nie wynika, ze liczba na ktéra warto postawic¢ jest liczbg nieparzysta.

Pomimo braku odpowiednich narzedzi prawie wszyscy podejmowali probe
atakowania problemu, co dobrze ilustruje nastepujacy fragment rozwigzania
zaczerpniety z pracy studenta.

Musze przyznaé, ze nie do konca pamietam wzory na kombinacje, permu-
tacje i wariacje. Nie chcialbym sie pomyli¢ wiec sprébuje to zrobi¢ w troche
inny sposéb. Moga byc¢ pary:

(1.2) (1,3) (1,4) (1,5 (1,6)
(2.3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3.4) (3,5 (3,6)

(4.5) (4,6)

(5.6)

Wiecej par nie ma bo np. para (5, 6) i (6,5) to w tresci zadania to samo.
Wszystkich mozliwosci jest wiec 15. Przy okazji pogrupowatem rozwigzanie
(troche nieswiadomie) w kolumny, w ktérych sumy liczb sa parzyste i niepa-
rzyste (naprzemian). Prawdopodobienistwo = y~ = | (Wszystkich mozliwosci
jest 15, szes$¢ par daje liczbe parzysta).

4. Analiza poréwnawcza rozwigzan zadania 1 na egzaminie
wstepnym i po pieciu semestrach studiowania matematyki

Analizie poréwnawczej poddano prace z rozwigzaniami zadania 1 dwudzie-
stu dziewieciu studentéw? 11l roku matematyki, ktérzy przed trzema laty roz-
wigzywali to samo zadanie na egzaminie wstepnym. Analize przeprowadzono
poréwnujac imiennie obie wersje ze szczegdlnym zwrdéceniem uwagi na podo-
bienstwa i réoznice indywidualnie kazdej pary prac. Poréwnywano jak te same
osoby kiedy$ i dzisiaj rozwigzywaty to samo zadanie. Celem tego poréwnania

7Na sprawdzianie zadanie to rozwigzywato 32 studentéw, z ktérych trzech nie pisato
egzaminu wstepnego (dotgczyli do grupy w trakcie | i Il roku studiéw).
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byto uzyskanie odpowiedzi na pytanie, czy i jak studia matematyczne wpty-
wajg na sposob rozwiazywania zadania z rachunku prawdopodobienstwa przed
rozpoczeciem kursu tego przedmiotu (w programie studiéw matematycznych
w krakowskiej W SP zajecia z rachunku prawdopodobiernistwa rozpoczynaja sie
w VI semestrze). W szczegblnosci interesowano sie jak dotychczas zdobyta
wiedza z innych dziatbw matematyki (zwiaszcza z logiki i teorii mnogosci)
wplywa na umiejetno$¢ organizacji trzech faz procesu stosowania matematyki

(por [2]). W tym celu w analizie poréwnawczej rozwigzan brano pod uwage
nastepujace kryteria:

— sposo6b konstrukcji modelu probabilistycznego;

— dobodr srodkéw matematyzacji i argumentacji (poréwnywanie, formuto-
wanie i wycigganie wnioskéw, dostrzeganie analogii i istotnych réznic);

— racjonalizacje rachunkow;
— umiejetnos$¢ postugiwania sie jezykiem matematycznym;
— umiejetnos¢ redagowania tekstu (forma prezentacji rozwigzania).

W wyniku prowadzonej, wedtug powyzszych kryteridow, analizy 29 par prac
wyodrebniono dwie grupy:

I grupe (20 prac), w ktérej zauwazono pewng ,poprawe” sposobu rozwig-
zania,

Il grupe (9 prac), w ktérej mozna dostrzec, w przeciwienstwie do grupy I,
pewnego rodzaju ,,pogorszenie” wynikow.

W pracach | grupy ,,poprawa” dotyczyita:

a) logiki, konsekwencji i racjonalizacji prowadzonych rozumowan czyli:
— konstrukcji modelu wtasciwego dla danego doswiadczenia losowego,
— racjonalnego korzystania z modelu,

— umiejetnosci formutowania wnioskow,

— podejmowania racjonalnych decyzji w oparciu o wielkosci obliczo-
nych prawdopodobienstw,

— dostrzegania i opisywania istotnych réznic i podobienstw,

b) zastgpienia mechanicznego stosowania wyuczonych schematéw (algoryt-

mow) prowadzeniem rozumowania zgodnie z naturalng dedukcjg (zdro-
wym rozsgdkiem), czyli:

— konstruowania modelu bez zbednej formalizacji,

— zaniechania niepotrzebnego, w tym zadaniu, stosowania wzoréw
kombinatorycznych,
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— rezygnacji ze zbednego, w tym przypadku, obliczania wartosci ocze-
kiwanej na rzecz rozsadnych wnioskowan,

c) sposobu redakcji i prezentacji rozwigzania.

Do omawianej | grupy prac zaliczono réwniez dwie prace, w ktérych nie
mozna zaobserwowac poprawy, poniewaz zaréwno na egzaminie wstepnym jak
i teraz zaprezentowano w peini poprawne rozwigzanie. W grupie tej znalazty
sie ponadto dwie prace, w ktorych poprawa dotyczyta rozumowania (patrz
punkt a)), niestety sposoéb ich redakcji pozostawia wiele do zyczenia.

Zaprezentowane zestawienie nie jest klasyfikacjg, niektére prace sa zali-
czane jednoczes$nie do kilku grup.

Zauwazone postepy ilustrujg nastepujace przyktady zaczerpniete z prac.

Poprawa rozumowania w zakresie konstrukcji modelu

Fragment rozwigzania studentki z egzaminu wstepnego

- {(z.y) :x.y G{1,2,3,4,5,6}}, A — zdarzenie polegajgce na tym, ze
suma numeréw wylosowanych kul bedzie liczbg parzysta, Zdarzenie to zajdzie,
gdy wylosujemy:

1° dwie liczby parzyste, (2,4,6)

2° dwie liczby nieparzyste, (1,3,5)

N(Q)=Ca= 4an = 155N (A)=cl + °Il = 6-p(A) = ik-

Fragment rozwigzania tej samej studentki ze sprawdzianu przed VI seme-
strem:

Na poczatku rozwigzania pojawia sie rysunek:

rys. 4.
a nastepnie zapis:

Aby wylosowane kule miaty numery, aby ich suma byta liczbg parzysta,
to moga to by¢ dwie kule o numerach parzystych, albo dwie kule o numerach
nieparzystych.

P{A\) = prawdop. tego, ze dwie kule majg nr. parzyste,

P(A2) = prawdop. tego, ze dwie kule majg nr. nieparzyste,

P(A) = prawdop. tego, ze suma nr. wylosowanych kul jest parzysta.
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P(A) = P(AI)+P(A2), P(Ay) = 3-(N+N)> PN) = 3-(M+UN) = 5
P(A) = | + =1

Prawdopodobienistwo wylosowania kul o numerach, ktérych suma jest pa-
rzysta, wynosi

Przytoczone cytaty ilustrujg istotng poprawe dotyczacg rozumowania. Na
egzaminie rozwigzanie uzyskano stosujac pewien wyuczony w szkole algorytm,
bez giebszego jego zrozumienia. W pierwszym kroku studentka opisuje prze-
strzen wynikow jako zbiér dwuwyrazowych wariacji zbioru {1,2,3,4,5,6}, a
nastepnie oblicza N(kl) i N(A) korzystajgc ze wzoru na liczbe dwuelemento-
wych kombinacji zbioru szescioelementowego.8 Analizujac rozwigzanie mozna
wnioskowagé, ze studentka mysli o wynikach doswiadczenia jako o dwuelemen-
towych podzbiorach. Przyczyna btedu w zapisie mogta by¢ zbyt powierz-
chowna wiedza w zakresie logiki. W rozwigzaniu zauwaza sie tendencje do
zbyt duzej, niepotrzebnej w tym przypadku, formalizacji zapisu (por. [5].9)
Rozwigzujgc to samo zadanie po uptywie dwodch i pét roku studiowania ma-
tematyki studentka nie pamieta o ,.szkolnym algorytmie rozwigzywania”, ale
analizujgc tres¢ zadania uzyskuje poprawne rozwigzanie. Rozumowanie roz-
poczyna od wyznaczenia (w formia ikonicznej) wszystkich wynikéw doswiad-
czenia i okreslenia ich prawdopodobienstw. Nastepnie ,rozktada” zdarzenie A
na dwa zdarzenia rozigczne, A\ oraz A: i wyznacza wyniki sprzyjajgce tym
zdarzeniom. Ostatnim krokiem jest obliczenie prawdopodobienstw zdarzen
Ai i1 A2. Studentka liczy je tak jakby korzystata z definicji prawdopodobien-
stwa.10 Nalezy tu zwrdci¢ uwage, ze studentka nie zna tej definicji a jej sposob
obliczania prawdopodobienstwa jest konsekwencjga poprawnie prowadzonego
rozumowania.

Poprawa rozumowania w zakresie formutowania wnioskéw
i podejmowania decyzji

Fragment rozwigzania studenta z egzaminu wstepnego (zad 1-3):

Przypuszczalnie gracz bedzie skreslat liczby nieparzyste, a wiec 3, 5, 7, 9,
11, poniewaz wyzej dowiedliSmy, ze wylosowanie kul, ktérych suma numeréw
jest nieparzysta jest wieksze.

8symbol N(C) oznacza liczbe elementéw zbioru C

9te formalizacje ilustruje cytat z zeszytu ucznia: Okresl przestrzen zdarzen elementarnych
dla dwukrotnego rzutu moneta: U = {w : ’>= (m\,\m2) A mi € {O,R} ni= 1,2}, f(Q) =
Wj = 22= 4, W* = nk= 4

10chodzi tu o definicje prawdopodobienstwa proponowanag w [6]
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Fragment rozwigzania tego samego studenta ze sprawdzianu przed VI se-
mestrem:

Wiemy, ze wylosowanie kul, ktorych suma jest liczbga nieparzysta jest bar-
dziej prawdopodobne, niz gdy jest parzysta, dlatego na kuponie na pewno powi-
nienem skreslic¢ liczbe nieparzysta, teraz zobacze, ktéra z liczb od ¥ do 11 (oczy-
wiscie nieparzystych) wystepuje najczesciej jako suma numeréw dwu kul. Jest
to liczba 7, bo sprzyjajgce takiemu wynikowi sg losowania: (1,6) (2,5) (3,4)

Rozumowanie przedstawione na sprawdzianie nie jest w peini poprawne,
gdyz nalezato rozpatrzy¢ wszystkie liczby wystepujace na kuponie. (Z faktu,
ze prawdopodobienstwo uzyskania liczby nieparzystej jest wieksze niz praw-
dopodobienstwo uzyskania parzystej, nie wynika, ze liczbg na ktérg warto
postawi¢ jest liczba nieparzysta.). Pomimo to jednak warto podkresli¢, ze
student zauwaza potrzebe weryfikacji postawionej hipotezy.

Poprawa rozumowania w zakresie dostrzegania réznic

Fragment rozwigzania studentki z egzaminu wstepnego (zad 1-2):

Moim zdaniem jest to gra roznigca sie nieco od totolotka, poniewaz jest w
tej grze do skreslenia tylko jedna cyfra na 9 mozliwosci, a w totolotku skresla
sie 5 cyfr na 45

Fragment rozwigzania tejze studentki ze sprawdzianu przed VI semestrem:

. W naszej grze prawdopodobieristwo wylosowania 1 jest natomiast

Na egzaminie wstepnym studentka podata jedynie niezbyt istotng réznice
a obecnie zauwaza, ze opisana w zadaniu gra jest strategiczno-losowa, bo nie
wszystkie wyniki, na ktére stawia sie w grze, sg jednakowo prawdopodobne.

W pracach Il grupy ,,pogorszenie” zaobserwowano w nastepujacych aspek-
tach:

a ) brak logiki i konsekwencji w prowadzonych rozumowaniach,

— brak konstrukcji modelu probabilistycznego,

— nieumiejetno$¢ korzystania z modelu i podejmowania racjonalnych
decyzji,

— nieporadnos$¢ w formutowaniu wnioskoéw,

— niedostrzeganie istotnych roéznic i zasadniczych podobienstw,
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b) bezradnos$¢ rozwigzujacego w przypadku, gdy nie pamieta on wzorow z
rachunku prawdopodobienstwa poznanych w szkole $redniej (student nie
szuka innych drég rozwigzania),

c) sposob redakcji tekstu matematycznego,
— brak objasnien uzywanej symboliki,
— kolizje oznaczen,
— brak komentarzy,
— nieporzadek w zapisach,
— nieprecyzyjnos¢ sformutowan.

Do omawianej Il grupy prac zaliczono ponadto dwie prace, ktére prezen-
towaty ten sam poziom w obydwu wersjach (byty stabe i sg stabe, studenci
nie zrobili postepow).

Powyzsze spostrzezenia ilustrujg przyktady.

Pogorszenie rozumowania w zakresie konstrukcji modelu

Fragment rozwigzania studentki z egzaminu wstepnego (zad 1-1)

Niech A bedzie zdarzeniem polegajgcym na wyciagnieciu kul, ktérych suma
numeréw bedzie liczbg parzysta
Q= {12,13,14,15,16,23,24,25,26,34,35,36,45,46,56}
4= {13,15,24,26,35,46}, #4 = 6 P{A) =

Studentka obliczyta nastepnie w analogiczny sposéb prawdopodobienstwo
zdarzenia B.

W rozwigzaniu zadania 1-1 przez te studentke na sprawdzianie przed VI
semestrem pojawit sie bez zgdanego komentarza btedny zapis: P(A) — |,
P(B) = 5, ktérego prébe interpretacji przedstawiono juz na str 43.

Pogorszenie rozumowania w zakresie dostrzegania istotnych réznic

Fragment rozwigzania studenta z egzaminu wstepnego (zad 1-2):

. U, naszej grze (...) skreslenie liczby 6 jest korzystniejsze dla nas niz
skreslenie liczby 3. Aby sie o tym przekonac¢ rozpatrzmy dwa zdarzenia:
X — suma numeréw wylosowanych kul wynosi 3
Y — suma numeréw wylosowanych kul wynosi 6
X =<{1,2»,#X = 1,Y = {{1,5}, {2,4)}, #Y = 2, P(X) = jg, P{Y) = £
Prawdopodobienstwo zdarzenia Y jest wieksze niz prawdopodobienstwo zdarze-
nia X .
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Fragment rozwigzania tegoz studenta ze sprawdzianu przed VI semestrem:

[Gra] roézni sie od totolotka tym, ze w naszej grze skreslamy na kuponie
sume wylosowanych kul, a w totolotku skreslamy wylosowane liczby.

Jedna ze studentek na egzaminie rozwigzata poprawnie zadania 1-1 i 1-3,
a na sprawdzianie ograniczyta sie do rozwigzania tylko zadania 1-1. Inna
studentka na egzaminie rozwigzata zadanie 1-1, na sprawdzianie stwierdzita:
Nie potrafie rozwigza¢ tego zadania.

Reasumujac, wyniki analizy poréwnawczej ukazuja pozytywny wptyw do-
tychczasowych studiéw matematycznych na rozwadj zdolnosci doboru matema-
tycznych srodkéw argumentacji przy rozwigzywaniu zadan stochastycznych.
Na 29 analizowanych par prac zaobserwowano tylko 7 prezentujacych gorszy
poziom w stosunku do egzaminu wstepnego. Pozostali, pomimo braku od-
powiednich narzedzi (zapomniane wzory i twierdzenia), wykazali sie lepszg
umiejetnoscig organizacji wszystkich trzech faz procesu stosowania matema-
tyki.

5. Analiza rozwigzan zadania 2

Zadanie 2-1 jest tradycyjnym zadaniem na obliczanie prawdopodobienstwa
zdarzenia. Zadanie mozna rozwigza¢ trzema sposobami (por. [3]). Przed-
stawmy te dwa z nich, ktére pojawity sie w analizowanych pracach.

Spos6b 1.
Rozwazmy nastepujace zdarzenia:

A\] — zostanie wylosowana urna U,
Ay — zostanie wylosowana urna V ,
C — zostanie wylosowana kula czarna.

Z tresci zadania wynika, ze suma zdarzen Ay i Ay jest zdarzeniem pewnym,
Ay N Ay — 0 oraz, ze P(Ay) = P{Ay) = |. W umie U sg 3 kule biale
i 4 czarne, a w urnie V jest 6 biatych i jedna czarna wiec P(C\ALu) = vy

i P(C\Ay) = y. Stosujagc twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
otrzymujemy:

P(C) = P(AU)P(C\Au) + P(AV)P(C\AY) = | .i +i.i = A

Sposob 2.

Opisane w tym zadaniu doswiadczenie losowe jest dwuetapowe. Pierwszy
etap (nazwijmy go wstepnym) to losowanie jednej z dwéch urn, drugi — to
losowanie kuli z wylosowanej urny. Skonstruujmy probabilistyczny model tego
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doswiadczenia korzystajac z drzewa stochastycznego z rysunku 5. Modelem
probabilistycznym jest tu para (D,p), gdzie

Q= {Uo,Um,Vo,V*},

p zas jest funkcjg okreslong nastepujgco:

uy G Q - U o [/ Fo V «
3 4 6 1
p I 14 14 14 14
Rozwazmy zdarzenie C — {wylosowana kula bedzie czarna}. W modelu

probabilistycznym (D,p) jest C — {[/e, V«}, a wiec

0C) =RU.)HP(v) =i.4+i. UA.

rys. 5.

Zadanie 2-2 roézni sie od zadania 2-1 tylko danymi liczbowymi, a zostato
ono umieszczone jedynie po to, aby sugerowato odkrycie twierdzenia, o ktérym
mowa w zadaniu 2-3. Dla danych z zadania 2-2 mamy P(C) = | ‘m+ 2'm =
%—Rozwiqzanie zadania 2-3 wymaga przeanalizowania danych zawartych w
zadaniach 2-1 i 2-2, a takze zinterpretowania uzyskanych w tych zadaniach
wynikéw liczbowych. Zadanie to sprawdza umiejetnos¢ formutowania wnio-
skow z uzyskanych wynikéw liczbowych i uogélniania ich w formie twierdzenia.
Wartosci prawdopodobienstw uzyskane w zadaniach 2-1 i 2-2 mozna zinterpre-
towac nastepujaco:

W zadaniu 2-1 mamy: P (C) = w zadaniu 2-2 mamy: P (C) = w
obydwu przypadkach policzone prawdopodobienstwo jest stosunkiem liczby
kul czarnych w obydwu urnach do liczby wszystkich kul w tych urnach (liczba
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kul w poszczegdlnych urnach zostata tak dobrana, aby w kazdym przypadku
uzyskane wyniki liczbowe byty ulamkami nieskracalnymi). Wartos¢ P(C)
mozna wiec zinterpretowac¢ jako prawdopodobienstwo wylosowania kuli czar-
nej z urny powstatej ze zsypania wszystkich kul z tych dwu urn. Ale liczby kul
w urnach U iV sa réwne. Czy ta rownosc jest istotna? Jak to rozstrzygnac?
Sa to kolejne pytania, ktdére powinny pojawi¢ sie w trakcie rozwigzywania
zadania. Sformutujmy (w formie hipotezy) nastepujace twierdzenie:

Jezeli w urnie U jest b{ kul biatych, C\ kul czarnych, a w urnie V 62 kul
biatych, C2 kul czarnych oraz bi fc\ = 62+ C2= s, to prawdopodobierstwo
wylosowania kuli czarnej wedlug schematu opisanego w zadaniu 2-1 jest réwne
prawdopodobienstwu wylosowania kuli z urny, w ktérej jest b\ 12 kul biatych

i ci + c2 kul czarnych (tj. urny powstatej ze zsypania do jednego pojemnika
zawartosci obu urn U i V).

Postepujac analogicznie jak przy rozwigzaniu zadania 2-1 otrzymujemy

ci+ .2
2s

5.1. Prezentacja rozwigzan zadan 2-1 i 2-2.

Zadania 2-1 rozwigzywato 32 studentow, z ktorych 25 uzyskato poprawne
wyniki
— badz korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym —

spos6b 1 (postgpito tak 16 os6b, lecz tylko jedna sprawdzita, czy spet-
nione sg zatozenia twierdzenia),

badz konstruujac model za pomoca drzewa — sposéb 2 (postgpito tak 9
0oso6b).

Z pozostatych siedmiu oséb dwie nie rozwigzaly zadania, a pie¢ zamiescito
chaotyczne i niepoprawne rachunki nie prowadzace do oczekiwanego wyniku.

Ponizsze cytaty pochodzg z prac, w ktorych wykonywano niezrozumiate
obliczenia:

P(U) — prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej z urny U,
P{V) — prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej z urny V ,

P= IP(U) mP(V)

IL_ L A
98 ~ 48 — 24
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— a) zd A) losuje urne U, P{A) = j,
zd B) losuje urne V, P(B) = j,

P(A)YMP(B)=1

b) zd A) losuje urne U, P{A) =
zd B) losuje urne V, P(B) = Vijj,

PAYNP(B) = i

W obu przypadkach prawdopodobienistwo wylosowania kuli czarnej jest praw-
dopodobienstwem wylosowania czarnej kuli z urny gdzie prawdopodobieristwo
to jest mniejsze.

W rozwigzaniach tych zauwazy¢ mozna dodatkowo btedy wynikajgce z
mylenia pojeé¢: zdarzenie i jego prawdopodobienstwo, iloczyn zdarzen i iloczyn
prawdopodobienstw.

Zadanie 2-2, réznigce sie od poprzedniego tylko danymi liczbowymi kazdy
rozwigzywat sposobem stosowanym w rozwigzaniu zadania 2-1. Tu rowniez
uzyskano 25 poprawnych odpowiedzi (kto nie rozwigzat zadania 2-1 nie roz-
wigzat tez zadania 2-2).

5.2. Analiza rozwigzan zadania 2-3

Analizujac rozwiagzania zadania 2-3 mozna stwierdzi¢, ze 11 os6b nie za-
uwazyto tezy, o jaka tu chodzi, w tym:

— dwie osoby wcale nie rozwigzatly zadania, wiec nie mogly niczego zaob-
serwowac,

— piec¢ os6b rozwigzato zadanie btednie, nie zauwazylo wiec wystepujacej
w zadaniu prawidtowosci,

— trzy osoby, mimo dobrych wynikéw liczbowych, nie zauwazyty zadnej
prawidtowosci,

— jedna popeinita btad rachunkowy w drugiej czesci zadania, wiec nie do-
strzegta prawidtowosci.

Pozostali (21 os6b) zauwazyli prawidtowosé, o ktdrg chodzi w zadaniu i
roznie ja formutowali np:

— Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej jest w obu przypadkach wy-
razone stosunkiem ilosci kul czarnych do ilosci wszystkich kul.
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— W obu przypadkach prawdopodobienstwo jest prawdopodobieristwem wylo-
sowania kuli czarnej z urny gdyby wszystkie kule byly wjednej umie.

— Obliczone prawdopodobienstwo wyraza sume czarnych kul w obu urnach
przez sume wszystkich kul w obu urnach.

— Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej bedzie takie samo, gdy wrzu-
cimy kule z urn U i V do jednej i bedziemy losowac z tej jednej.

— Prawdopodobienstwo w obu przypadkach liczymy jakby kule znajdowaty sie
w jednej umie.

— Prawdopodobienstwo wylosowania kul czarnych z obu urn sumuje sie i wy-
nosi tyle ile prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej sposréd kul z urn
Uu+V.

— ... prawdopodobienstwo jest tgczng sumg czarnych kul w obu urnach.

— ... prawdopodobienstwo jest w obu przypadkach ilorazem ilosci wszystkich
kul czarnych przez ilos¢ wszystkich kul w obu urnach.

— .. .prawdopodobienstwo to jest rowne sredniej arytmetycznej odpowiednich
prawdopodobienstw dla kazdej z urn.

Stwierdzenia te nie sg w peini poprawne, gdyz brak jest stosownych za-
tozen, a czes¢ z nich jest btedna. Niektorzy (z tych 21 oséb) poprzestali na
takim sformutowaniu, inni (11 0s6b) probowali ujaé swoje spostrzezenia w
formie twierdzenia. Udato sie to siedmiu osobom, w tym tylko pie¢ podato
poprawny dowdd twierdzenia (jedna z nich podata i udowodnita twierdzenie
ogolniejsze dla n réwnolicznych urn).

Przesledzmy fragment jednej pracy ilustrujacy proces odkrywania i formu-
towania twierdzenia.

W obu przypadkachll policzone prawdopodobienstwo wylosowania kuli czar-
nej jest takie samo jakbysmy wrzucili wszystkie kule z obu urn do jednej urny
i z tej jednej urny losowali kule czarng. Ale czy wazne to, ze w obu urnach
jest taka sama liczba kul?

Wezmy urne U jak w zadaniu 1-1 i wezmy urne U', ktéra ma dwie kule
czarne i 3 biafe.

Policze prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej opisang metodag

14 12 17
2 72 857” " ~35

A gdybysmy kule z urn U i U1 wrzucili do jednej to prawdopodobienstwo wylo-
sowania kuli czarnej wyniesie ~ Czyli ta prawidlowo$¢ zachodzi dla dwéch urn
o réwnych liczbach kul.

Sprobuje teraz sformutowac jakie$ twierdzenie.*

"chodzi tu o prawdopodobieristwo obliczone w zad 2-1 i 2-2
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Mamy dwie urny U i V. W obu urnach jest po k kul. W urnie U jest m kul
czarnych a reszta biatych, w urnie V n kul czarnych , reszta biatych. Praw-
dopodobienistwo wylosowania kuli czarnej metoda jak wyzejjest takie samo jak
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej z urny do ktérej wsypano zawar-
tosS¢cum U i V.

Dowaod

Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej metodg jak wyzej

1 m | n Im+n_m+n
2"TrT 2"ft= 2 k = 2Kk

Kul w urnie jest 2k a kul czarnych m-\-n. Prawdopodobieristwo wylosowa-
nia kuli czarnej z jednej urny wynosi n2*n
Pokazatem te rownosc¢ ckd.

Warto zauwazy¢, ze powyzszy cytowany fragment oraz fragment rozwiagza-
nia cytowany w zadaniu 1 (ilustrujgcy proces atakowania problemu pomimo
braku odpowiednich narzedzi) pochodzg z tej samej pracy, autor tej pracy na
egzaminie wstepnym nie rozwigzat zadania z rachunku prawdopodobienstwa.

Podsumowujac rozwigzania zadan 2-1 i 2-2 mozna stwierdzi¢, ze przewaza-
jaca wiekszos$¢ os6b, ktdre podjety probe ich rozwigzania, uzyskata poprawne
wyniki. Jednak nie wszystkie rozwigzania sg kompletne. W wielu wypad-
kach zabrakito komentarzy objasniajacych sposéb rozwigzania i prowadzone
rachunki. Szczegdblnie jest to widoczne w grupie o0s6b, ktére stosowaty twier-
dzenie o prawdopodobienstwie catkowitym. Mozna przypuszczaé, ze wiele z
nich rozwigzywato to zadanie wedilug poznanego w szkole schematu (algo-
rytmu).

Niepokojacym jest to, ze tylko nieliczne osoby (po pieciu semestrach stu-
diéw matematycznych) sg swiadome, ze wykorzystujac teze twierdzenia nalezy
sprawdzi¢, czy spetnione sg jego zatozenia.

Zadanie 2-3. nie byto typowe. Do problematyki probabilistycznej wia-
czono idee zwigzane z logika (formutowanie i weryfikacja pewnego twierdze-
nia). Istotno$¢ zatozenia, ze w urnach jest taka sama liczba kul, ujawnia sie
dopiero podczas prowadzenia dowodu, ktérego w wielu pracach zabrakio. By¢
moze wiasnie to jest przyczyng gorszych wynikéw niz w przypadku dwoéch
poprzednich czesci tego zadania.

6. Analiza rozwigzan zadania 3

Najkroétszy sposéb rozwigzania zadania uzyska¢ mozna stosujgc forme iko-
niczng (miarowa interpretacja przestrzeni probabilistycznej, [6]).
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Zakreskowane oczka kwadratu na rysunku

— 6a) prezentuja wyniki sprzyjajace zdarzeniu
A\ = {wygra gracz losujacy kule z urny w, gdy przeciwnik losuje z urny «2},
— 6b) prezentuja wyniki sprzyjajace zdarzeniu
Az = {wygra gracz losujacy kule z urny uz gdy przeciwnik losuje z urny U3},
— 6c) prezentuja wyniki sprzyjajace zdarzeniu
A3z — {wygra gracz losujacy kule z urny Us gdy przeciwnik losuje z urny ui}.

Prawdopodobienstwa poszczegélnych zdarzernn wynosza odpowiednio

r(n,) = 8§, Bz |, P(A3) =
Zatem urna ui jest lepsza od urny UZi urna Uz lepsza od urny «3, a urna U3
lepsza od urny «i. WSréd urn ui, w, us nie ma urny najlepszej.

Zestawienie liczbowe dotyczgace rozwigzan zadania 3 ilustruje ponizsza ta-
belal2.

ROZWIEZANIE
POPRAWNIE BEEDNIE BRAK

" 17 14 1
iR) 5 — 27
N 1 7 14
S 11 16 5

Omowimy teraz rozumienie tresci zadania ( zagadnienie (a)).

12symbole: (a), (B), (7), (£) okreslono na str. 41



58 Zofia Dunikowska, Maciej Major, Barbara Nawolska

1) Liczne btedy potwierdzajg, ze nie zrozumiano zasad gry. Interesowano
sie wylgcznie szansami wylosowania kuli o wiekszym numerze z wybranej urny
i natychmiast formutowano wnioski:

Urna u:z jest lepsza, bo prawdopodobienstwo wylosowania z niej liczby wiek-
szej (A) wynosi | a prawdopodobienstwo wylosowania z urny u\ liczby wiekszej
) wynosi [;

Z dwu urn u2i us wybieram uz (lepsza), bo co prawda prawdopodobieristwo
wylosowania z tych urn liczby wiekszej jest takie samo (z uz2 liczby 4, z w, liczby
3), ale liczba 4 jest wieksza niz 3.

2) Nie wszyscy wiasciwie zrozumieli co to znaczy ,wybieram urne”. W
rozwigzaniach konstruowano drzewo odpowiadajgce losowaniu urn, np. dla
trzech urn przebieg doswiadczenia zilustrowano drzewem (rys. 7):

rys. 7.

W tych zapisach w oznacza najprawdopodobniej wygrana, p za$ przegrana,
co sugeruje komentarz obok zapisu: p(w) = prawdopodobieristwo wygranej
gdy wybratem urne uj.

3) Na og6t Zle interpretowano zwrot ,prawo pierwszenstwa jest przywile-

jemﬂ
Pierwszenstwo wyboru nie jest przywilejem bo nie daje mozliwosci stupro-
centowej wygranej;

Zle interpretowano zwrot ,,urna najlepsza”.

WsSréd urn nie ma najlepszej, ktora zapewnitaby zwyciestwo;

Nie ma urny najlepszej, bo wybierajgc urne zawsze ryzykuje.
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Problemy zwigzane z organizacjg fazy matematyzacji ((/3)) ilustrujg po-
nizsze obserwacje:

1) Na og6l nie konstruowano jawnie zbioru fi wynikéw (w niektérych przy-
padkach mozna sie tylko domysla¢ o jaki zbiér chodzi). Na ogél wypisywane
sa, lub tylko sygnalizowane pary: pierwszy element to numer kuli wylosowa-
nej z jednej urny, drugi element to numer kuli wylosowanej z drugiej urny, lub
rysowane fragmenty drzewa, np.

rys. 8.

2) Konstruowano klasyczng przestrzen probabilistyczng bez zadumy nad
tym, czy jest ona modelem rozwazanego doswiadczenia losowego. Wyniki
doswiadczenia zapisano nastepujaco:

6-0+
6 -4+
1-0+
1-4-
opatrujac 6w zapis komentarzem: + wygrana gra, — przegrana gra i wniosek:

wybieram urne u\ bo prawdopodobienstwo wygranej wynosi |.

Rozrézniano zatem cztery wyniki, ktdore uznano za jednakowo prawdo-
podobne (niezaleznie od faktu ze w sktadzie W, sa np. dwie kule o nr 1).
Bezkrytycznie przyjmowanie w kazdej sytuacji postulatu jednakowego praw-
dopodobienstwa wszystkich wynikoéw, ilekro¢ sg one losowe, jest rezultatem
wytacznego postugiwania sie klasycznymi przestrzeniami probabilistycznymi
w wielu szkolnych ujeciach rachunku prawdopodobienstwa.

3) Popetniano btedy w konstrukcji modelu wynikajace z niezrozumienia
przepiséw gry. Zbiér wynikéw zapisywano (bez komentarza) nastepujaco:

w = {60,64,64,10,14,14,10,14,14,62,63,63,12,13,13,12,13,13}.

Zapis sugeruje che¢ rozrézniania np. jedynek, ale pomija w wynikach losowania
przypadek, gdy jeden z graczy losuje z urny u2, a drugi z U3. Pojawit sie takze
~tajemniczy” sposéb zapisywania wynikéw: wybieram urne ui bo:
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W organizacji fazy rachunkéw ((7)) oprécz btedéw bedacych konsekwen-
cja powyzszych bledéw, pojawiaty sie btedy dotyczace dziatann na utamkach,
btedy w mnozeniu, pomijanie niektérych wynikéw sprzyjajacych rozwazanym
zdarzeniom.

W fazie interpretacji (<)) formutowane wnioski mozna podzieli¢ na grupy:

1) Wyciagano bledne wnioski dotyczace wyboru urny spowodowane nie-
zrozumieniem zasad gry zaproponowanej w zadaniu.

W urnie us wszystkie numery sg mniejsze od 4, a w urnie W, dwa numery
sg mniejsze niz 4 — wybieram urne ui;

Prawdopodobieristwo wylosowania liczb 3, 4, 1 2urn vs, . u\ jest takie
samo. Wybieram urne uz bo wylosowana 4 to najwieksza z liczb 1, 3, 4;

Uwazam, ze wsroéd tych urn najlepsza jest urna w, poniewaz najwigksze
prawdopodobienstwo (2) ma kula nr 4 w losowaniu z urny Uz, a kula o nr 1 ma
najwieksze prawdopodobieristwo wylosowania z urny u\, 2urny Us najwieksze
prawdopodobienstwo ma kula nr 3 a poniewaz 4 > 3 > 1 zatem urna U: jest
najlepsza;

rys. 9.

Po wykonaniu rysunku 9 pojawia sie komentarz:

... tu widaé, ze najlepiej wylosowa¢ urne U2 poniewaz prawdopodobienstwo
wylosowania liczby wiekszejjest |, aprzeciwnikjesli nawet wylosuje urne wy to
chociaz prawdopodobieristwo wylosowania liczby wiekszej jest tez | ale przeciez
3 < 4

Wybiore urne U gdyz 4 > 1 a prawdopieristwo wylosowania 6 2 urny u\
wynosi tylko g. Wybdér urny u\ bytby wiec duzym ryzykiem;
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Sposrod urn LW, u2 lepsza jest u2, gdyz p(4) = p(83) = | ale 4> 3;

2) Formutowano bledne wnioski pomimo poprawnie skonstruowanego mo-
delu oraz poprawnych rachunkoéw:

u2 jest najlepsza urng bo najwiekszg liczbe mozna z niej wylosowa¢ z naj-
wiekszym prawdopodobienstwem;
z urn ui u2 lepsza jest Ui
z urn uz U3 lepsza jest uz
z urn U3 ui lepsza jest U3
wybieram urne uz bo: gdy mam urne ui a przeciwnik jedng z dwu pozostatych
to prawdopodobieristwo mojej wygranej wynosi | + 1= | gdy mam urne uz to
prawdopodobieristwo mojej wygranej wynosi | -f § = »
gdy mam urne U3 to prawdopodobiefstwo mojej wygranej wynosi | -f | =

W ostatnim wniosku pojawia sie zatem sumowanie prawdopodobienstw zwy-
ciestw przy dwu réznych zestawach rekwizytéw, np. | to prawdopodobiernstwo
zwyciestwa gracza losujgcego kule z urny z ui, gdy przeciwnik losuje kule z
urny u2, a ! — to prawdopodobienstwo zwyciestwa gracza losujgcego z ui,
gdy przeciwnik losuje z U3. Fakt, ze jedna z tych sum przekroczyta jedynke nie
budzi u rozwigzujacego zadnych zastrzezen, co wiecej, preferuje ten przypadek
jako najlepszy z mozliwych;

3) Formutowano bez komentarza i uzasadnienia niepoprawne wnioski:

Kazda urna daje takg sama szanse wygranej (nie ma urny najlepszej);
Wybiore urne jakgkolwiek bo i tak nic to nie da;
Wyboér urny jest zupeinie niepotrzebny gdyz:

6zui lub 4 z u2 f n

s zu\ lub 0 2 u2 5 : 5
Irui Ilub 0 r u2 | : |
1rui lub 4 z u2 § : 8§

widaé, ze wybierajac ktorgkolwiek urne mamy jednakowe szanse.

4) Wyciagano btedne wnioski wynikajace, jak mozna przypuszczac, z przy-
jecia btednego zatozenia ze relacja ,,bycia lepsza urng” jest przechodnia. Stu-
dent poprawnie wykazat, Zze urna ui jest lepsza od u2 oraz ze urna u: jest
lepsza od urny U3. Nastepnie stwierdzit, ze urna ui jest najlepsza (przy-
puszczalnie skorzystat z przechodniosci tej relacji). Takie postepowanie jest
charakterystyczne dla jednej ze strategii heurystycznych ((C) Anchoring —
reguta zakotwiczenia) opisanych przez Kahnemana i Tversky’ego (por. [7]).

llosciowe zestawienie rozwigzania zadania przedstawia tabela
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Poprawne Btedne Brak
odpowiedzi odpowiedzi odpowiedzi
Pytanie 1 13 17 2
Pytanie 2 8 22 2

7. Wnioski koncowe

Celem pracy byto uzyskanie odpowiedzi na pytanie, czy i w jaki sposéb stu-
diowanie matematyki przed rozpoczeciem kursu rachunku prawdopodobien-
stwa wpltywa na sposob rozwigzywania zadan z rachunku prawdopodobien-
stwa. Przeprowadzone badania sktaniajg do wielu refleksji na temat sposobu
ksztalcenia nauczycieli matematyki. Mozna przypuszczaé, ze w ksztalceniu
przysztych nauczycieli zbyt wiele uwagi poswieca sie teoretycznym aspektom
omawianych pojeé¢, kladac nacisk na dedukcje i rachunki, a zbyt mato uwagi
poswieca sie ksztattowaniu intuicyjnego rozumienia poje¢. W czesci rachun-
kowej czesto nie zwraca sie uwagi na sens prowadzonych rachunkoéw. Niezbyt
czesto etap weryfikacji jawi sie jako pewna refleksja nad otrzymanym wy-
nikiem, jego sensem i jego konsekwencjami. Niekiedy zaobserwowaé¢ mozna
skutki szufladkowania probleméw. Niepokojgcym jest obserwowany czesto
brak zrozumienia tresci zadania wynikajacy ze stabej umiejetnosci czytania
tekstu matematycznego. Wyniki badan sugerujg brak dbatosci o omawiane
wyzej zagadnienia w ksztatceniu nauczycieli. Ponadto, w ksztatceniu tym
wiecej troski nalezatoby poswieca¢ zagadnieniom dotyczacym jezyka opisu i
argumentacji, zaréwno jego poprawnosci, precyzji jak i stylistyki oraz grama-
tyki, zwilaszcza, ze chodzi o ksztatcenie przysztego nauczyciela matematyki.
W pracach studentéw zaobserwowano mato czytelng, czasem nawet niezrozu-
miatg forme stownej i symbolicznej prezentacji rozwigzania. Zagadnieniom
zapisu, prezentacji rozwigzania, stosowanej symboliki i przejrzystej formy ze-
wnetrznej nalezatoby réwniez poswieca¢ wiecej uwagi.

W pracach studentéw zauwazono pewng nieporadnosc¢ jezykowaq. llustrujg
to ponizsze cytaty:

— Prawdopodobienstwo wyraza sume czarnych kul,

A zdarzenie wylosowania kuli czarnej,

U — wylosowanie urny U,

A\U — wylosowanie kuli czarnej pod warunkiem, ze z urny U;

— Urna u2 ma wiegksze szanse;

— Prawdopodobienstwo, ze w urnie u\ wypadnie 6;

— Urna U2 wygrywa z najwiekszym prawdopodobienstwem;

— Jezeli mamy dwie urny z kulami i losujemy z nich jedng, a nastepnie z urny
wylosowanej losujemy kule okreslonego koloru, to ....
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W ostanim stwierdzeniu zwrot losujemy kule okreslonego koloru jest nie-
poprawny, losujemy bowiem kule, a o jej kolorze mozna méwi¢ dopiero po
jej wylosowaniu (jest to czesty wyniesiony ze szkoty zwrot typu ,losuje kule
czarng”).

Zauwazono, ze studenci Il roku matematyki majag nierzadko spore trud-
nosci natury logicznej.

Rozwigzanie zadania 2-3 wymagato pewnych umiejetnosci w zakresie for-
mutowania i dowodzenia twierdzen. Prawie 40% badanych studentéw nie pod-
jeto proby sformutowania odpowiedniego twierdzenia. Z pozostatych (prébu-
jacych zapisa¢ twierdzenie) mniej niz potowa czyni to poprawnie, a zaledwie
30% z tej grupy przeprowadza dowdd.

W zadaniu 1 najczesciej przyjmowanym modelem probabilistycznym jest
taki, w ktéorym U jest zbiorem dwuelementowych kombinacji zbioru (l, 2,3,4,
5,6). Jednakze w wielu pracach wyniki zapisywane sg niepoprawnie z punktu
widzenia logiki, w postaci par, a traktowane tak jak dwuelementowe podzbiory.

Rachunek prawdopodobienstwa postuguje sie specyficznym jezykiem, w
ktorym uzywa sie terminéw nie wystepujacych w innych dziatach matematyki.
Mozna przypuszczaé, ze w szkolnym kursie rachunku prawdopodobienstwa nie
przywigzuje sie do jezyka zbyt duzej wagi. Ponadto, uzywana w szkole termi-
nologia moze powodowaé niejasnosci (np. mylone jest pojecie zdarzenia ele-
mentarnego, zdarzenia losowego i prawdopodobienstwa zdarzenia). llustruje
to nastepujacy cytat

— W obu przypadkach prawdopodobienstwo policzone jest jako suma dwodch
zdarzen prowadzacych do tego samego okreslonego wyniku.

Rozwigzujacy nie dostrzegaja specyficznej roli czasu w probabilistycznych
analizach. Szczegolnie uwidacznia sie to w opisie zdarzen. W analizowanych
zadaniach zdarzenia okreslane sa przy uzyciu czasu przesztego co niesie w
konsekwencji informacje o zajsciu tego zdarzenia, a wiec nie ma sensu pytac o
jego prawdopodobienstwo.

— A wylosowatem kule biatg 13
— Suma wylosowanych numerow jest liczbg parzysta.

— B — zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana jest kula czarna.
— A — wylosowanie kuli czarnej.

Wyniki rozwigzan dwoch pierwszych zadan sa bardzo zblizone. Zrozu-
mienie tresci tych zadan nie sprawito studentom wiekszych trudnosci ((or)).
Po skonstruowaniu modelu probabilistycznego opisywanych tam doswiadczen
losowych ((/3)), w wiekszosci uzyskano dobre rozwiazania ((7)) i dokonano po-

13zamiast ,zostanie wylosowana kula biata”
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prawnej interpretacji wynikéw liczbowych (zad. 1) oraz zauwazono pewne
prawidtowosci, chociaz nie zawsze umiano je poprawnie sformutowaé w jezyku
matematyki ((<$)). Zadanie 3 sprawito rozwigazujagcym duze trudnosci. Naj-
wiecej klopotéw bylo ze zrozumieniem tresci ((a)). Trudnosci pojawity sie
takze w kolejnych fazach rozwigzania. Szczegoélnie problemy ujawnity sie w
fazie interpretacji, kiedy to mimo uzyskania poprawnych wartosci liczbowych,
ich zinterpretowanie okazato sie nietatwe. Poréwnujac liczbe poprawnych od-
powiedzi dla poszczegdlnych zadan, mozna stwierdzi¢, ze zadanie 3 sprawito
rozwigzujacym najwiecej problemow.

Dla zadan 2 i 3 nie przeprowadzono analizy poréwnawczej tak jak w przy-
padku zadania 1, bo studentéw rozwigzujacych te zadania na egzaminie wstep-
nym bedzie mozna przebada¢ w podobny sposéb: jedna grupe za rok (kandy-
daci z 1994 r.) druga grupe za dwa lata (kandydaci z 1995 r.). Opracowanie
dotyczgce wynikéw egzaminu wstepnego obejmujace zadania 2 (rok 1994) i 3
(rok 1995) mozna znalez¢é w pracach [3] i [4]. Z tychze powoddéw nie mozemy
wyciggac¢ zadnych wiarygodnych wnioskéw, jak to miato miejsce w przypadku
zadania 1. Posiadane materiaty pozwalaja jedynie na postawienie hipotezy, ze
obecnie prezentowane rozwigzania sa:

— bardziej precyzyjne,
— bardziej czytelne,
— lepiej interpretowane,
— zawieraja wiekszy procent poprawnych wynikéw.
Nalezy zwré6ci¢ na koniec uwage, ze wiecej (niz na egzaminie wstepnym) os6b

podejeto prébe rozwigzania zadania (oddano mniej pustych kartek).
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