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Pe3tomMe. B paboTe feMOHCTpUpyeTCca MonbITKa LLeNIOCTHOro npeacrasse-
HUSA B LUKO/IbHOM MNpernojaBaHMWM T. Ha3. CTOXaCTUYECKOro cofep>xaHus,
T.e. onucaTesibHON CTaTUCTUKU, TEOPUN BEPOATHOCTEN N MaTeMaTNYeCKOM
CTaTUCTUKN. PaboTy OTKpPbIBAET NOMNbITKa 060CHOBaHUSA LieneHarnpas/ieH-
HOCTU aHanms3a Ha3BaHHOW Bbllle TeEMaTUKW, a TAKXKe KpaTKuii ncrtopuye-
CKuin 0630p. flanblle m3naraeTcsa XapakTepucTuka MeTOANYECKOW KOH-
uenumm aBTOPOB CTaTbW, a TakXKe ee peanmsaunsa B ydyebHMKaxX HEKO-
TOpOW aBTOPCKOW mporpamMmmbl, MMeHyemon Biekitna Matematyka. B aToi
nporpamMmme peannsyeTcs MNPUHLUMM CAMPaSIbHOro obyyeHuMs: a) nocteneH-
HO pacluupseTcsa chepa pearMpoBaHUsA yYeHMKa Ha CTUMYJ bl BHELLHEro
mupa (V knacc — mup pebeHka B knacce, VI knacc — mup pebeHka B
wkone, VIl knacc — mup pebeHKa B OKpy>katoLleil ero feficTBUTeNbHO-
cTn), n 6) nocteneHHo oborawjaroTca cpeacTBa A4na Knaccupmkaymnm cta-
TUCTUYECKNX faHHbIX (V Knacc — Tabnuubl, CTONOUKOBbIE AMarpaMmmebl,
V| Knacc — npoueHTHble gnarpammsbl, VIl Knacc — pBOHbIE guarpam-
Mbl, rpagukn).

B panbHelwen yactn gaH o063op yyebHukoB ansa V-V Il knaccoB m3
cepuun Biekitna Matematyka no peanmsaumm obyveHUsA cToxacTUHECKOMY
cofep>aHuio, a Tak>ke NMPUBELEHO CoMocTaBneHMe noaxoaa, paspaboTaH-
HOro aBTOpamMmu cTaTbu, C APYTMMUN U3BECTHbLIMU KOHUeNUnamMu (0CobeHHOo
T. Bapru, M. erimaHa n A. 9Hrensa). Pa6oTy 3aBepLuatoT obuime 3ame-
YaHMA Mo 06YYEHUNIO CTOXacTUYECKOMY COAepXKaHUIo B CpefHelN LUKose.

W step

Tresci statystyki opisowej, rachunku prawdopodobienstwa i statystyki ma-
tematycznej bedziemy w niniejszej pracy nazywac tresciami stochastycznymi.
Ich rola i znaczenie w dzisiejszym zyciu cztowieka, w nauce jest ogélnie znana
i uznawana. Jak pokazujg badania, przeprowadzone w roku 1994 w siedmiu
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krajach (Holandii, Kanadzie, Niemczech, Polsce, USA, Szwajcarii, Szwecji),
uzyskane przez Polakéw wyniki dotyczace umiejetnosci niezbednych do rozu-
mienia tekstow pisanych, dokumentéw urzedowych, kwestionariuszy, wykre-
séw, tabel itp. sg niepokojace

.. .ponad 75% badanych Polakéw nie potrafito na podsstawie dwu pro-
stych wzietych z holenderskiego dziennika wykreséw odpowiedzie¢ na py-
tanie o zwigzek miedzy poziomem sprzedazy ogni sztucznych i liczbg wy-
padkoéw z nimi zwiazanych (...) Okoto 40% Polakéw nie potrafito na
podstawie mapki pogody z jednej z gazet (z podanymi temperaturami w
poszczegollnych stolicach), powiedzie¢, o ile — wedtug przewidywanych
maksymalnych temperatur — stopni cieplej bedzie w Bangkoku niz w
Seulu. ([1], str. 7-71)

Tymczasem $rodki masowego przekazu (telewizja, radio, czasopisma) zasypuja
nas kazdego dnia olbrzymia iloscig informacji prezentowanych w réznorodny
sposob: za pomocg graféow, wykresow, tabel itp. Informacje te majag stuzy¢
lepszemu rozumieniu proceséw spotecznych, socjalnych, czy naukowych. Zro-
zumienie ich jest warunkiem koniecznym do aktywnego udziatu kazdego czto-
wieka w zyciu spotecznym, mozna by nawet powiedzie¢, ze jest warunkiem
koniecznym demokratyzacji spoteczenstwa. Natomiast fakt ich niezrozumie-
nia przez wiekszos¢ spoteczenstwa z jednej strony utrudnia ludziom mozliwos¢
podejmowania rozsadnych decyzji na przykiad w referendach czy wyborach,
z drugiej za$ pozwala na manipulowanie spoteczenstwem. Przykiadem tego
moze by¢ nastepujgca (przeczytana w prasie) wypowiedz: ... bedziemy podej-
mowac takie dziatania, aby wszystkie grupy spoteczne zarabiaty powyzej Sred-
niej krajowej ... .Jak zareaguje ,przecietny Polak” na tego typu hasto: czy
zauwazy, ze jest wprowadzany w biad, czy tez da sie oszuka¢ pieknym, niezro-
zumiatym stowom? Innym zagadnieniem, wartym zastanowienia jest to, czy
autor tych stow mowit je Swiadomie? Czy rozumiat on to, co mowi?

W Polsce nie ma tradycji zajmowania sie problemami statystyki opiso-
wej w szkole podstawowej, szczegdlnie na lekcjach matematyki. Tresci te nie
znajdowaly sie na ogét w programach nauczania matematyki. Z tego tez
powodu wiekszo$¢ Polakéw nie rozumie informacji przekazywanych im w po-
staci diagramow stupkowych, kotowych, piktogramoéw, instrukcji, tabel itd.
Niewatpliwie za taki stan czesciowo odpowiedzialna jest szkota. Ona to po-
winna przysposobi¢ mitodego cztowieka do zycia we wspoétczesnym Swiecie i do
petnienia funkcji petnowartosciowego, inteligentnego i krytycznego obywatela,
bowiem umiejetnos¢ stawiania i formutowania pytan dotyczacych otaczajacej
cztowieka rzeczywistosci, odbioru, analizy i interpretacji danych, podejmo-
wania wiasciwych decyzji, spetniajg coraz wazniejsza role w demokratycznych
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spoteczenstwach wykorzystujgcych nowoczesne technologie i réznorodne $rodki
informacji i komunikacji.

Niemniej wazng role w peinym, nie tylko matematycznym wyksztatceniu,
odgrywajg takze rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna.
Trudno obecnie wyobrazi¢ sobie w petni wyksztatconego cztowieka bez znajo-
mosci podstawowych metod probabilistycznych i statystycznych stosowanych
w naukach empirycznych i codziennym zyciu.

Tresci stochastyczne w wyksztatceniu ogélnym cztowieka

Jednym z podstawowych celéw szeroko rozumianej edukacji jest przygo-
towanie cztowieka do zycia w nowoczesnym spoteczenstwie, w ktérym mate-
matyka odgrywa coraz to wieksza role. W zwigzku z tym jednym z celéw
nauczania matematyki powinno by¢ dostarczenie uczniom wiasciwego mate-
riatlu i odpowiednich metod do poznania i rozumienia otaczajgcego ich swiata.
Tresci stochastyczne umozliwiajg wtasciwag realizacje tego celu nauczania ma-
tematyki.

Cztowiek od samego poczatku swego istnienia usitowal zrozumie¢ prawa
rzadzace Swiatem, ktéry go otacza, pragnal poznac strukture i przebieg zja-
wisk losowych, z ktérymi miat do czynienia w codziennym zyciu. Podsta-
wowg metoda, ktérg sie na ogot postugiwano, byla obserwacja. Poczynione
spostrzezenia, odkrywane prawidtowosci cztowiek wykorzystywat do tworze-
nia odpowiednich regut, wedtug ktérych potem starat sie postepowacé. Wsrod
wielu odkrytych w ten sposéb prawidtowosci takich jak wymiary przedmiotéw,
odlegtosé, ciezar, réwnolicznosé zbiorow znajdowata sie takze wiasnos¢ stabi-
lizacji czestosci wzglednej wystepowania poszczegélnych wynikéw okreslonych
zjawisk w dhugich seriach powtarzajgcych sie prob. Prawidlowos¢ ta legla
u podstaw powstania w XVII wieku odpowiedniego pojecia abstrakcyjnego,
jakim bylo pojecie prawdopodobienstwa. Rachunek prawdopodobienstwa i
statystyka matematyczna pojawity sie wraz z powstaniem pytania, jak czesto
w diugiej serii prob wystepuja okreslone zdarzenia. Podobnie powstawaly tez
inne dyscypliny matematyczne.

W [9] J. Neyman tak opisuje ten rozwdj:

Zazwyczaj rozwoj pewnej gatezi matematyki ksztattuje sie wedtug
nastepujgcego modelu. Najpierw ustala sie pewna kategorie prawidto-
wosci i to stwarza pewng ilos¢ probleméw postepowania indukcyjnego.
Nastepnym krokiem jest opracowanie abstrakcyjnego modelu zjawisk, w
ktérym nieco mgliste poczatkowo prawidtowosci podnosi sie do roli pod-
stawowych pojec¢ i aksjomatow i czyni sie starania, zeby wyrazi¢ je za
pomoca mozliwie precyzyjnych okreslen. Abstrakcyjny model materna-
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tyczny stuzy do wyprowadzania réznorodnych wnioskéw z przyjetych ak-
sjomatow i wtedy pojawia sie rozumowanie. Whnioski te stuzg czesciowo
do zweryfikowania adekwatnosci modelu matematycznego, a czesciowo
do tworzenia regut postepowania indukcyjnego.

Opis ten w odniesieniu do rachunku prawdopodobienstwa mozna przedstawic¢
w postaci schematu przdstawionego na rys. 1 (jego analize rozpoczynamy od
goérnego okna).

rys. 1. Model rozwoju statystyki i rachunku prawdopodobieristwa

Przez reguty postepowania indukcyjnego J. Neyman rozumie dostosowanie
ludzkiego zachowania do obserwowanych zjawisk losowych w oparciu o zebrany
zasob informacji, ktory w danym momencie wydaje sie w miare peiny.

Na pierwszym wiec etapie ludzie obserwowali przebieg zjawisk losowych,
prébowali szukaé rozwigzan réznorodnych probleméw zwigzanych z tymi zjawi-
skami. Na ogot czynili to na drodze empirycznej. Obserwowali wystepujace re-
zultaty, liczyli czestosci odpowiednich wynikéw, probowali odkry¢ wystepujace
prawidtowosci i na ich podstawie tworzy¢ reguty postepowania indukcyjnego.
Podczas obserwacji ciemnych chmur na niebie odkryto, ze do$¢ czesto po ich
pojawieniu sie nastepowaly burze, gwattowne deszcze, $niezyce, a to zmuszato
ich do szukania odpowiedniego schronienia. W podobny sposéb postepowano
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podczas angazowania sie w gry hazardowe, ktére towarzyszyty cztowiekowi od
samego poczatku jego egzystencji. Stosowano wiec procedury, ktore dzi$ za-
liczamy do metod statystyki opisowej. W dzisiejszych czasach réwniez, aby
uzyska¢ odpowiedzi na stawiane przez zycie problemy, zbieramy dane staty-
styczne, porzadkujemy je, przedstawiamy w postaci graficznej i analizujemy
otrzymane wykresy w celu znalezienia odpowiednich prawidtowosci, by na ich
podstawie uzyska¢ odpowiedzi na interesujgce nas pytania. Réznica oczywi-
Scie polega na tym, ze teraz mamy do dyspozycji nowoczesne $rodki techniczne
oraz réznorodne metody opracowania zebranych danych statystycznych.

Opisywane powyzej postepowanie nie zawsze przynosito oczekiwane rezul-
taty, czesto pojawialy sie znaczne réznice miedzy otrzymanymi wynikami a
subiektywnymi odczuciami opartymi z jednej strony na obserwowanych cze-
stosciach, z drugiej na prowadzonych czesto przy tej okazji rozumowaniach,
nie zawsze merytorycznie poprawnych. Dla wyjasnienia tych réznic cztowiek
zaczal przenosi¢ swoje problemy na grunt czysto teoretyczny i abstrakcyjny.
Dato to poczatek powstania rachunku prawdopodobienstwa i statystyki ma-
tematycznej jako dziedziny matematyki.

Stosunkowo p6zno, bo dopiero po Il wojnie swiatowej, w okresie wielkiego
rozwoju rachunku prawdopodobienstwa i przenikania jego poje¢ oraz metod do
nauk empirycznych i zycia codziennego, pojawity sie postulaty wprowadzania
elementéw statystyki i rachunku prawdopodobienstwa do programoéw szkol-
nych. W Polsce po raz pierwszy te tresci stochastyczne znalazty sie w szkole
w roku 1968, w ostatniej klasie szkoty sSredniej (zob. [19], [12]). Nieco pézniej
elementy statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa zostaty takze
wprowadzone do programu szkoly podstawowej (zob. [7], [17]). Od samego
poczatku problematyka ta nie cieszyta ani sympatig uczniow ani specjalnym
uznaniem nauczycieli matematyki. Zitozylo sie na to wiele przyczyn, wsréd
nich:

— brak merytorycznego i dydaktycznego przygotowania nauczycieli mate-
matyki w tym zakresie (wielu nauczycieli nie miato w programach swoich
studiow tych tresci),

— nie najwilasciwsze koncepcje dydaktyczne wprowadzania tych zagadnien
do praktyki szkolnej zawarte w obowigzujgcych podrecznikach,

— brak odpowiedniej literatury dla nauczyciela (jedynych wzorcéw do two-
rzenia dydaktycznych uje¢ stochastyki dostarczaly akademickie ujecia,
w ktérych rachunek prawdopodobienstwa jest prezentowany jako gotowa
teoria dedukcyjna),



72 Henryk Kakol, Stanistaw Wotodzko

— zbyt mata znajomos¢ tresci stochastycznych wsréd rodzicéw i reszty spo-
teczenstwa, brak motywacji w zadaniach i problemach adresowanych do
ucznia.

Nasilaty sie protesty przeciwko umieszczeniu tych tresci w szkole podstawowej,
stopniowo zmniejszano liczby godzin przeznaczonych na nauczanie matema-
tyki czego konsekwencja stato sie usuniecie elementéw statystyki i rachunku
prawdopodobienstwa z programéw matematyki dla szkét podstawowych.

Obecnie nasilajg sie tendencje do ponownego wigczania tresci stochastycz-
nych do programoéw szkolnych. W niektérych krajach, na przyktad w Anglii,
czy USA , elementy statystyki znajduja sie juz w programach matematycznego
ksztatcenia dzieci w wieku 5 lat, a elementy rachunku prawdopodobieristwa w
programach ksztatcenia dzieci w wieku 11 lat, oczywiscie na odpowiednim
materiale i odpowiednimi metodami. W Polsce idee stochastyczne trafity po-
nownie do szkoly podstawowej za sprawg dwoéch, zatwierdzonych przez Mini-
sterstwo Edukacji Narodowej (MEN), programéw nauczania. Program Mate-
matyka 2001 ([18]) wprowadza tresci statystyczne i elementy rachunku praw-
dopodobienstwa poczgwszy od klasy I, natomiast Btekitna Matematyka ([10])
tresci statystyczne wprowadzg poczawszy od klasy V, a tresci z rachunku praw-
dopodobienstwa od klasy VIII. Zagadnieniom tym wiele miejsca poswieca sie w
publikacjach dotyczacych dydaktyki rachunku prawdopodobienstwa (zob. [13],
[14], [4]). W przygotowywanych obecnie Podstawach Programowych z Mate-
matyki ([16]) proponuje sie wprowadzi¢ tresci stochastyczne w szkole podsta-
wowej poczawszy od poziomu P2 (klasy IV-VI, wiek 11-13 lat) i kontynuowac
przez caty okres pobytu ucznia w szkole podstawowej i Sredniej do poziomu
P5 (klasy XI1-XI11, wiek 18-19 lat).

Koncepcja dydaktyczna nauczania tresci stochastycznych w szkole

W komentowanej tu koncepcji ksztatcenia matematycznego tresci stocha-
styczne proponuje sie wprowadzac¢ w takiej kolejnosci, w jakiej tresci te po-
wstawatly, to znaczy w ich historycznej kolejnosci. Najpierw wiec nauczanie
postuluje sie zaczyna¢ od elementéw statystyki opisowej, by potem poprzez
gry losowe przejs¢ do rachunku prawdopodobienstwa, wreszcie zakonczy¢ na
elementach statystyki matematycznej. Schemat z rys. 2 przedstawia sposob i
kolejnos$¢ nauczania tych tresci.

Do argumentéw, przemawiajacych za omawiang koncepcja stochastycznego
ksztatcenia, zaliczymy nastepujace:
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— tresci stochastyczne mozna wigcza¢ do programu, jak pokazujag liczne
badania dydaktyczne, stosunkowo wczes$nie, juz nawet w nauczaniu po-
czatkowym;

— problematyka statystyki opisowej jest dla uczniéw tatwa i niezwykle in-
teresujaca, dotyczy bowiem problemoéw codziennego zycia;

— pojecie czestosci wzglednej jest bardzo pomocne przy budowie modelu
probabilistycznego jako narzedzia do rozstrzygania problemoéw, ktére
moga wystgpi¢ w przysztosci;

— wida¢ cel i motywacje nauczania rachunku prawdopodobienstwa jako
teorii, ktéra na podstawie informacji z przesztosci i terazniejszosci moze
by¢ wykorzystana przy podejmowaniu decyzji dotyczacych przysztosci;

— wida¢ koniecznos$¢ konstrukcji modelu probabilistycznego potrzebnego
do rozwigzania okreslonego problemu;

— pojecie zmiennej losowej, jedno z najwazniejszych poje¢ rachunku praw-
dopodobienstwa, jest w tym ujeciu ksztattowane dos¢ wczesnie jako cecha
populacji, oczywiscie w ujeciu propedeutycznym;

— jest widoczna motywacja uczenia elementéw statystyki matematycznej
jako narzedzi do weryfikacji stawianych w statystyce opisowej hipotez.

rys. 2. Kolejno$¢ nauczania tresci stochastycznych
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W powyzszej koncepcji nauczania elementéw stochastyki (statystyka opi-
sowa, rachunek prawdopodobienstwa, statystyka matematyczna) na poziomie
szkoty podstawowej (a takze $redniej) uwzgledniono:

— matematyczny model rozwoju nauk matematycznych, a w szczegolnosci
powstania statystyki i rachunku prawdopodobienstwa ([9]);

— zasade paralelizmu dydaktycznego ([2)).

Wprowadzenie elementéw statystyki opisowej do szkoty przynosi, oprécz
wspomnianych wyzej, jeszcze inne korzysci zaréwno intelektualne, jak i utyli-
tarne. Oto niektore z nich:

— umiejetno$¢ stawiania racjonalnych pytan-probleméw w okreslonej sytu-
acji problemowej, w ktorej sie znajdujemy, jest jedng z najwazniejszych
umiejetnosci praktycznych bardzo uzytecznych w zyciu;

— umiejetnosci planowania badan, podejmowania decyzji, interpretowania
zebranych danych czy tez wreszcie udzielania odpowiedzi na postawione
w trakcie badan pytania, to jedne z podstawowych umiejetnosci, ktore
powinny cechowaé¢ kazdego cztowieka w jego codziennym zyciu;

— postugiwanie sie ré6znorodnymi srodkami graficznymi podczas opracowy-
wania zgromadzonych danych pozwala na intuicyjne ksztattowanie réz-
norodnych poje¢ zaréwno probabilistycznych (szansa, rozktad prawdopo-
dobienstwa, zmienna losowaitd.), jak i czysto matematycznych (funkcja,
wykres funkcji, rézne wiasnosci funkgcji itd.).

Rysunek 3 przedstawia schematycznie proponowany sposob realizacji tresci
statystycznych w szkole podstawowej ([3]).

Caty ten cykl skiada sie z kilku wzajemnie powigzanych ze sobg etapow,
wedtug ktérych na ogoét postepujemy przy badaniu poszczegélnych interesujg-
cych nas wiasnosci okreslonej populacji. Pierwszym etapem wystepujacym w
tym schemacie jest sytuacja problemowa. Jest ona zawsze zwigzana z okre-
Slong populacjg. Sytuacje te moze sprowokowaé nauczyciel, moga ja stworzy¢
uczniowie. Najbardziej interesujg uczniéw sytuacje problemowe dotyczace ota-
czajacej rzeczywistosci i Swiata dziecka. Z kazda takg sytuacjg zwigzanych jest
na ogo6t wiele pytan-probleméw. Kazde z nich dotyczy jednej, okreslonej cechy
elementéw rozwazanej populacji. Ten etap stawiania (formutowania) pytan nie
sprawia uczniom wiekszych trudnosci. Kolejnym etapem jest planowanie ba-
dan. W statystyce zagadnieniom doboru proéby i jej losowosci poswieca sie
wiele uwagi. Nastepnie sg tworzone narzedzia badan, tj. kwestionariusze.
Zbieranie i zapisywanie danych, to jedna z najbardziej uciazliwych czynno-
Sci. Prowadzac badania statystyczne z dzieémi mamy do dyspozycji od razu
wielu ankieterow. Zebrane dane nalezy zapisa¢, uporzadkowac i przedstawic
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w postaci graficznej. Mozna tutaj postuzy¢ sie komputerem lub kalkulatorem
graficznym, pamietajgc jednak o tym, aby co najmniej jeden cykl badania
statystycznego byt przeprowadzony bez ich uzycia. Nastepnym etapem jest
interpretacja graficznego przedstawienia danych. Odczytywanie z grafow roz-
nych wlasnosci rozpatrywanych cech jest istotnag i wazng umiejetnoscia, ktérag
nalezy ksztattowac¢ od samego poczatku uczenia tych zagadnien. Zebrane dane
pozwalajg na formutowanie szeregu spostrzezen i wnioskéw, przy czym nalezy
by¢ bardzo ostroznym przy udzielaniu odpowiedzi na podstawie prowadzonych
badan statystycznych. Pamieta¢ nalezy, ze formutowane tutaj wnioski to tylko
pewne hipotezy, ktére nalezy weryfikowac.

rys. 3. Sposo6b realizacji tresci ze statystyki opisowej

Poréwnywanie otrzymanych wnioskéw z postawionymi na wstepie pyta-
niami, z tym co podpowiadata nam intuicja, otrzymane czesto na tym polu
sprzecznosci moga by¢ doskonalg okazjg do rozpatrywania takiego, czy po-
dobnego problemu na drodze teoretycznej. W sposéb naturalny przechodzimy
tym samym do zagadnien zwigzanych z nauczaniem rachunku prawdopodo-
bienstwa. Gry losowe, ktore od poczatku stale towarzyszyty ludzkosci, Swiet-
nie nadaja sie do wprowadzania tych zagadnien ([15]). W ich kontekscie mozna
wprowadzi¢ pojecie doswiadczenia losowego i jego probabilistycznego modelu,
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pojecie niezaleznosci doswiadczen, pojecie gry sprawiedliwej. Na podstawie
naturalnej akceptacji przez uczniéw symetrii przyrzadéw losujacych uzywa-
nych w grach (rozumowania typu ,jednakowo mozliwe na podstawie syme-
trii”’), a takze na podstawie zaobserwowanej czestosci wzglednej konkretnych
rezultatow gier mozna ksztattowac pojecie modelu probabilistycznego dla roz-
patrywanych doswiadczen losowych. Pojecie prawdopodobienstwa proponuje
sie w omawianej tu koncepcji wprowadza¢ na tle popularnych gier hazardo-
wych, na przykiad ,jednorekiego bandyty” . Przyrzadem losujacym jest auto-
mat do gry (mozna go spotka¢ w wielu salonach gier i w ré6znych odmianach).

W naturalny sposéb korzystamy z faktu, ze wprowadzone przez nas praw-
dopodobieristwo ma charakter dualny ([8]). Tworzac bowiem modele pro-
babilistyczne dla konkretnych sytuacji (doswiadczen losowych) przyjmowane
prawdopodobienstwo jest okreslane na podstawie

— czestosci wzglednej zdarzen, jakie zaszty w przesztosci,
albo
— posiadanej wiedzy o zjawiskach losowych, o ich naturalnej symetrii.

Kolejny etap dotyczacy nauczania elementéow statystyki matematycznej
poswiecony powinien by¢ w gtéwnej mierze weryfikacji hipotez, formutowa-
nych i stawianych przy okazji prowadzonych badan statystycznych. Naleza-
toby tu wykorzystywaé¢ umiejetnosci ucznidéw dotyczgce prowadzenia badan
statystycznych, ktére nabyli na poczatku uczenia sie omawianych tresci pro-
babilistycznych. Jest to wiec okazja do spiralnego nauczania tych zagadnien.
Jest tez okazja do pokazania uczniom, ze weryfikacja hipotez odbywa sie przy
pomocy metod stworzonych w tym celu w statystyce matematycznej lub wzie-
tych z rachunku prawdopodobienstwa.

Z powyzszego wynika, iz w okresie calego pobytu w szkole uczen poznaje
otaczajgcag go rzeczywistos¢, a podstawowym narzedziem stuzgcym do tego sa
metody statystyki opisowej. Z drugiej strony niektdre pojecia statystyki opi-
sowej sa podstawa do tworzenia modeli probabilistycznych dla opisu pewnego
typu doswiadczen losowych. Dla wielu rozpatrywanych doswiadczen losowych
podstawg konstrukcji odpowiednich modeli probabilistycznych pozostanie na-
sza wiedza o tych doswiadczeniach, naturalna akceptacja symetrii zwigzanych
z realizacja tych doswiadczen. Umiejetno$¢ konstrukcji odpowiedniego modelu
probabilistycznego opisujgcego doswiadczenia losowe jest bowiem warunkiem
koniecznym dla okreslenia prawdopodobienstwa zdarzenia zwigzanego z reali-
zacja tego doswiadczenia losowego.
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Elementy statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa
w podrecznikach Bilekitnej Matematyki

Przedstawiona powyzej koncepcja dydaktyczna nauczania elementéw sto-
chastyki moze by¢ wprowadzona juz w szkole podstawowej. Doswiadczenia
szkolne i badania psychologiczne wskazujg bowiem na to, ze na poziomie klas
IV-VI mozliwe jest stopniowe przechodzenie do systematyzowania i pogte-
biania zrozumienia istoty zebranych danych, analizy rozpatrywanych sytuacji
losowych, opis symboliczny i werbalny otrzymywanych informacji. Z tego tez
powodu proponujemy wprowadzanie elementéw statystyki poczawszy od klasy
V, a elementéw rachunku prawdopodobienstwa od klasy VIII.

Ponizsza tabela przedstawia proponowane tresci, ktére znalazty sie w pro-
gramie Bilekitnej Matematyki ([10]).

Klasa V

Tresci Uczen

Zbieranie danych zwigzanych z sy-
tuacjami z zycia szkolnego.

Graficzne przedstawianie danych w Potrafi dane przedstawi¢ w postaci
postaci diagramow stupkowych. diagramoéw stupkowych.
Odczytywanie informacji z diagra-

mow.

Klasa VI

Tresci Uczen

Proste pytania o charakterze sta-
tystycznym zwigzane z otaczajaca
ucznia rzeczywistoscig, z zyciem
szkolnym, rozrywka, nauka itp.
Planowanie badan statystycznych
w konkretnych, nieskomplikowa-

nych sytuacjach, konstruowanie ta-
bel i kwestionariuszy.
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1

Zbieranie, kodowanie, zapisywanie
danych zwigzanych ze stawianymi
pytaniami i graficzne ich przedsta-
wianie w postaci tabelek, diagra-
mow stupkowych i kotowych (pro-
centowych).

Srednie arytmetyczne.

Odczytywanie z graféw informaciji,
a takze proby formutowania wnio-
skow dotyczgcych badanej wias-
nosci.

Henryk Kakol, Stanistaw Wotodzko

2

Potrafi przedstawi¢ dane w postaci
diagramow stupkowych, kotowych.

Potrafi na podstawie grafu sformu-
towacé réznorodne wnioski.

Klasa VI

Tresci

Uczen

Planowanie i przeprowadzanie pros- Potrafi przeprowadzi¢ proste bada-

tych badan statystycznych.

Zbieranie i zapisywanie danych,
takze przy uzyciu komputera.
Czestos¢ wzgledna.

Graficzne przedstawianie danych

przy pomocy réznorodnych srod-
kow.

Poréwnywanie zaleznosci pomiedzy

dwiema cechami. Diagram pod-
wojny.

Interpretowanie danych
przedstawionych w rézny sposoéb.
Wyciaganie wnioskow z danych.

nie statystyczne, opracowac zebra-
ne dane i przedstawic¢ je w postaci
odpowiedniego diagramu.

Umie odczytywacé z grafow
réznorodne witasnosci i formutowaé
whnioski.
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Klasa VIII

Tresci Uczen

Proste gry losowe. Doswiadczenia
losowe im towarzyszace.

Ocenianie i szacowanie wynikow

gier.

Prowadzenie gier (takze przy uzy- Potrafi w rézny sposéb przedstawic¢
ciu komputera), gromadzenie, orga- oraz zinterpretowac¢ dane otrzyma-
nizowanie, kodowanie, przedstawia- ne podczas gier.

nie i interpretacja uzyskanych da-

nych empirycznych.

Wyjasnienie pojawiajacych sie Potrafi wyjasni¢ na przyktadzie

sprzecznosci na drodze teoretycz- przydatnos$¢ modelu teoretycznego

nej: tabele, drzewa, kwadraty. dla opisu przebiegu doswiadczenia
losowego.

Odroéznianie gier ,,sprawiedliwych”
od ,niesprawiedliwych”.

Przy konstruowaniu programu przyjeliSmy zasade nauczania spiralnego,
ktora jest realizowana m.in. nastepujaco:

— poszerzamy stopniowo zakres reagowania na bodzce swiata zewnetrznego
(klasa V — $wiat dziecka w klasie, klasa VI — sSwiat dziecka w szkole,
klasa VII — Swiat dziecka w otaczajacej go rzeczywistosci);

— wzbogacamy stopniowo narzedzia do klasyfikacji danych statystycznych
(klasa V — tabelki, diagramy stupkowe, klasa VI — diagramy procen-
towe, klasa VIl — diagramy podwodjne, wykresy).

Realizacja programu Biekitha Matematyka

W podreczniku dla klasy V ([11]) hasta programowe realizujemy w licza-
cym 6 stron rozdziale pt. Statystyka opisowa podzielonym na dwa paragrafy:
Jakie lubisz zwierzeta? oraz lle masz pieniedzy? W pierwszym rozdziale, na
kanwie nowelki o uczniu klasy V ijego psie, animujemy lekcje, na ktdrej ucznio-
wie opowiadajg o wiasnych domowych zwierzetach. Zebrane dane uczniowie
zapisuja w tabeli nazwanej przez nauczycielke tabelg czestosci oraz ilustrujag
przy pomocy tzw. diagramu stupkowego. Z diagramu uczniowie odczytali,
ze w ich klasie pies jest najczesciej trzymanym w domach zwierzeciem, na
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drugim miejscu wystepuje papuga, na trzecim ryby, najrzadziej za$ wyste-
puje kanarek. Drugi przykiad gromadzenia i prezentacji graficznej danych
statystycznych dotyczyt wielkosci kieszonkowego ucznia. Tematy stuzgce do
dyskusji nad sposobami gromadzenia danych i ich prezentacji moga pochodzi¢
od uczniéw (np. ilo$¢ czasu poswieconego na nauke w domu, liczebno$¢ rodzin
uczniowskich, dyscypliny sportowe uprawiane przez uczniéw danej klasy itp.).
Nalezy podkresli¢, iz uczniowie nizszych oddziatéw szczegblnie zywo interesuja
sie problemami swojej klasy (Swiat dziecka w klasie), a uczniowie klasy V dys-
ponuja ponadto odpowiednimi umiejetnosciami matematycznymi, zatem sag
przygotowani psychofizycznie do przyswojenia i opanowania proponowanych
tematow .

W podreczniku do klasy VI ([6]) rozdziat Statystyka opisowa liczy 18 stron
i jest podzielony na trzy paragrafy: Koto fortuny, Kto jest bardziej pracowity?
oraz Jak odpoczywamy? W pierwszym z nich na tle znanej gry telewizyjnej
badamy czestosci wystepowania poszczegélnych spoétgtosek i samogtosek w je-
zyku polskim. Uczniowie prébuja dostrzega¢ praktyczne korzysci (dotyczace
szans wygranej w konkursie) wynikajgce z poréwnywania tych czestosci. W
drugim paragrafie poréwnujemy srednie oceny z poszczegélnych przedmiotéw,
w trzecim za$ wskazujemy na mozliwos¢ zilustrowania danych z ankiety przy
uzyciu diagramu procentowego. Diagram ten pojawia sie wiec w sposob na-
turalny. To samo dotyczy pojecia sredniej arytmetycznej. Uczniowie swoimi
obserwacjami obejmujg inne klasy ($wiat dziecka w szkole).

Rozdziat Statystyka opisowa w podreczniku do klasy VII ([20]) liczy 11
stron i jest podzielony na 4 paragrafy: Prowadzenie badan statystycznych,
Znajdowanie odpowiedzi na postawione poprzednio pytania, Poréwnywanie
dwoch cech tej samej populacji, Poréwnywanie dwoch préb tej samej populacji.
W proponowanych tekstach méwimy o organizowaniu badan statystycznych,
ilustrujemy podstawowe pojecia statystyczne: populacja, proba, cecha. W
spos6b naturalny pojawia sie pojecie czestosci wzglednej. Poréwnujemy dwie
cechy poprzez szukanie miedzy nimi zaleznosci ilosciowej oraz poréwnujemy
dwie proby za pomocag zaobserwowanych srednich arytmetycznych. W swo-
ich badaniach uczniowie wychodzg poza szkole (Swiat dziecka w otaczajacej
go rzeczywistosci) oraz otrzymujag dalsze narzedzia matematyczne ( diagramy
procentowe i wykresy).

Podrecznik do klasy VIII ([5]) obejmuje rozdziat Gry losowe liczacy 17
stron i podzielony na paragrafy: Automaty do gry, Kule i urna oraz Kostki
do gry i monety. W pierwszym z nich opisano zasady funkcjonowania popu-
larnego automatu do gry oraz préby odpowiedzi na pytania dotyczace szansy
wygranej oraz sprawiedliwosci gry. Wprowadzono pogladowo pojecia doswiad-
czenia losowego oraz niezaleznosci takich doswiadczen. Okazuje sig, iz mozna
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uzywajac niesformalizowanego jezyka upogladowié¢ pojecie prawdopodobien-
stwa (zwanego wymiennie szansg) oraz wartosci oczekiwanej zmiennej losowej.
Jest to, jak sie wydaje, niezta proba tworzenia modelu matematycznego dla
konkretnej sytuacji w rzeczywistosci. W nastepnych paragrafach rozwaza sie
proste gry losowe zwigzane z konkretnymi sytuacjami zyciowymi, przy czym
w analizach i wnioskowaniach wykorzystuje sie drzewa oraz interpretacje geo-
metryczng (miarowg) modelu probabilistycznego, zdarzenia w tym modelu i
jego prawdopodobienstwa. Przy pomocy tych $rodkéw udaje sie przystepnie
rozwigza¢ pozornie trudne zagadnienie probabilistyczne.
Oto fragment tekstu omawianego podrecznika (str. 204-206).

Kostki do gry i monety

Kostki do gry sa czestym atrybutem w réznych grach. Oto przykiady.

Rzuca sie jedng kostkag. Jezeli wypadng 2 oczka lub 4 oczka lub 6 oczek,
to punkt zdobywa Pawet, w przeciwnym przypadku punkt otrzymuje Dorota.
Wygrywa ta osoba, ktora pierwsza uzyska 5 punktow.

Oczywiscie taka gra jest sprawiedliwa, gdyz w pojedynczym rzucie kostka
szanse wygrania przez Pawla i Dorote sg réowne (uzasadnij dlaczego?). Nato-
miast innym, ciekawszym problemem bytby taki: po siedmiu losowaniach w
tej grze prowadzi Dorota 4 : 3. Jaka jest szansa, ze Dorota wygra?

Ponizsze rysunki pokazujg etapy rozwigzania tego problemu.

Jezeli stan meczu jest 4:3, to po nastepnym rzucie bedzie 5:3 albo 4:4. Szanse
kazdego wyniku sg takie same. Podzielmy nasz kwadrat na potowe (rys. 4).
Dorota wygra, jezeli stan meczu bedzie 5:3. Zamalowana cze$¢ kwadratu ilu-
struje jej wygrana (rys. 5). Jezeli stan meczu jest 4:4, to po nastepnym rzucie
kostka moze wygra¢ Dorota lub Pawet. W dalszym ciggu szanse ich wygra-
nia sg rowne. Pozostate czesci kwadratu musimy podzieli¢ znowu na dwie
potowy. Zamalujmy cze$¢ Doroty (rys. 6). Oznacza to, ze szansa wygrania
przez Dorote wynosi |, a szansa wygrania przez Pawta wynosi

Podrzucamy symetryczng monetg do chwili pojawienia sie orla, ale nie
wiecej niz 3 razy. Za uzyskanie orta otrzymujemy 1 punkt, gdy orzet nie
pojawi sie tracimy 4 punkty. Czy tagra jest sprawiedliwa?
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Drzewko na rysunku 7 ilustruje przebieg naszego doswiadczenia.

rys. 7.
Szansa uzyskania orta za pierwszym rzutem rowna sie |, za drugim — \ z\
czyli natomiast za trzecim — | z \, tzn. W sumie szansa uzyskania orta

rowna sie
1 11 1 1 1_ 1 1 1 7

2+ 2'2+2'2'2* 2+ 4+ 8_ &
a szansa uzyskania 3 reszek |. Oznacza to, ze gdybysmy podrzucali moneta
na przyktad 8 razy, 7 razy wypadtby orzet, tzn. zdobylibyémy 7 punktéw,
1 raz nie otrzymalibysmy orta, wtedy stracilibySmy 4 punkty, w sumie wiec
zyskalibysmy 3 punkty. Zatem w jednym rzucie monetg mozemy zyskac |
punktu, astraci¢ |, wiec zysk wynosi | punktu. W sumie gra tajest korzystna
dla nas, ale nie jest sprawiedliwa.

Uwagi koncowe

Celem niniejszej pracy bylo przedstawienie pewnej koncepcji ksztatcenia
stochastycznego w ramach ogélnego ksztatcenia matematycznego na poziomie
szkoty podstawowej. Powstaje pytanie, jak sie ma proponowane ujecie do
innych koncepcji nauczania stochastyki. Dokonamy pewnych poréwnan z nie-
ktérymi koncepcjami analizowanymi przez A. Plockiego w rozdziale 18 ksigzki
[14] (str.423-449). Jak sie wydaje nasze propozycje (adresowane do uczniow
klas V-VII1l) tematycznie zawierajg sie w zbiorze tresci kursu T. Vargi dla
dzieci w wieku 6-12 lat. Nie mozna zatem twierdzié, iz przekroczyliSmy pe-
wien etap psychofizycznego rozwoju ucznia. Z obserwacji przebiegu wdrazania
koncepcji T. Vargi w szkolnictwie wegierskim (oraz pézniejszego stopniowego
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wycofywania sie z jej realizacji) mozna wnioskowag, iz rozpoczynanie przez nas
nauczania elementéw statystyki opisowej w klasie V ma pewne uzasadnienia.
Podobnie mozna sie ustosunkowa¢ do koncepcji M. Glaymana (i jego zespotu)
opracowanej rowniez dla uczniow w wieku 6-12 lat. H. Freudenthal nie prefe-
ruje aksjomatycznego ujecia rachunku prawdopodobienstwa oraz opowiada sie
za wczesnym ,nasycaniem” matematyki szkolnej tresciami stochastycznymi.
Za A. Englem probujemy stosowa¢ symulowanie doswiadczen i gier losowych.
Staramy sie jedynie by nasze przykiady byly bardziej ,bliskie rzeczywisto-
Sci” niz bajkowe teksty tego autora. Przyznajemy tez duzy wplyw na nasze
propozycje podrecznikom School Mathematics Project (SMP).

Z powyzszego wynika, ii przedstawiona w niniejszej pracy koncepcja dy-
daktyczna wprowadzenia i uczenia elementéw stochastyki moze by¢ w petni
realizowana juz w szkole podstawowej. Jej egzemplifikacja sg ujecia zapro-
ponowane w podrecznikach Bitekitnej Matematyki ([5], [0], [11], [20]). Jest
oczywistym, iz tresci tych powinno sie uczy¢ takze w szkole $redniej. Zaréwno
program jak i koncepcja dydaktyczna realizacji powinny by¢ tak skonstru-
owane, by absolwent szkoty Sredniej potrafit:

— zaplanowac i przeprowadzi¢ badania statystyczne dotyczgce postawio-
nego przez siebie lub zleconego do badan problemu;

— odroéznia¢ otrzymane z proby losowej rozne rozkitady badanej cechy w
odpowiednich populacjach;

— rozumieé¢ w spos6b poprawny znaczenie Sredniej otrzymanej z préby lo-
sowej;

— sformutowac odpowiedz na postawione przed badaniami pytania;

— zbudowac¢ model probabilistyczny dla rozpatrywanego w zadaniu odpo-
wiedniego doswiadczenia losowego;

— obliczy¢ prawdopodobienstwo rozpatrywanego w zadaniu zdarzenia lo-
sowego;

— oblicza¢ prawdopodobienstwa warunkowe zdarzen losowych;

— oblicza¢ prawdopodobienstwa zdarzen losowych zwigzanych ze schema-
tem Bernoulliego;

— konstruowac i rozréznia¢ rézne rozkiady prawdopodobienstwa (ciggle,
ziarniste).
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