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Nieprzechodnio$¢ pewnej relacji zwigzanej
z gra typu bingo

Résumé. L’article présente une solution détaillée d’un probléme suivant
(montré dans [1]).

Chacun de deux joueurs prend un des quatre coupons du dessin 1. On
tire une boule de la urne contenant six boules numérotées. Si le numéro
de la boule retirée se trouve sur ce coupon, le joueur barre la case avec ce
numéro. On ttre les boules sans remise aussi longtemps qu’un des joueurs
ne barre tous les deux numéros dans une ligne sur son coupon. Ce joueur
gagne. Nommons le coupon kj ,,meilleur" que le coupon ki si les chances
du joueur qui a choisi le coupon kj sont plus grandes que celles de son
adversaire avec le coupon Ki.

Le probléeme consiste a montrer si parmi les coupons existe le me-
illeur. La solution releve I'intransitivité d’une relation, ce qui est assez
surprenant.

1. Wprowadzenie

Podstawowag forma aktywnosci matematycznej jest rozwigzywanie zadan.
Czesto jednak sprowadzane ono zostaje do stosowania gotowych wzoréw, czy
algorytmoéw, do mechanicznych obliczen, nierzadko bez rozumienia istoty wy-
konywanych operacji. W procesie rozwigzywania zadan matematycznych brak
jest refleksji nad przeprowadzonym rozumowaniem, brak weryfikacji jego po-
prawnosci, brak takze interpretacji otrzymanego wyniku. Czestym powodem
tego bywa fakt, iz zadania matematyczne adresowane do ucznia sg zawsze
gotowe, juz przez kogo$ sformutowane w jezyku matematyki i osadzone w
konkretnym matematycznym modelu. Rozwigzywanie zadania nie obejmuje
woweczas takich waznych aktywnosci matematycznych, jak:

— przekiad pozamatematycznego problemu na jezyk matematyki, a wiec
formutowanie zadan matematycznych na tle pozamatematycznych sytu-
acji,
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— konstrukcja modelu matematycznego danej sytuacii,
— interpretacja uzyskanych wynikow,

— odkrywanie uzasadnianie i wykorzystywanie do matematycznych wnio-
skowan réznego typu analogii i izomorfizmow,

— wykorzystywanie metody (algorytmu) rozwigzywania jednego zadania
do rozwigzania zadania ,,analogicznego”.

Do inspirowania wymienionych powyzej aktywnosci mozna wykorzystac
zadania z rachunku prawdopodobienstwa, bowiem rozwigzywanie takiego za-
dania zwykle rozpoczyna sie od konstrukcji przestrzeni probabilistycznej jako
modelu pewnej (nierzadko pozamatematycznej) sytuacji. Ponadto, czesto nie
jesteSmy w stanie intuicyjnie udzieli¢ poprawnej odpowiedzi na pytania po-
stawione w zadaniach probabilistycznych, pomimo tego, ze problemy w nich
opisywane nie sg zbyt skomplikowane, a z wieloma z nich spotykamy sie w co-
dziennym zyciu. W wielu sytuacjach rozwigzanie probabilistycznego zadania
zaskakuje odpowiedzig jaka uzyskujemy w wyniku prowadzonych rachunkoéw.
Bardzo czesto zdumiewa nas wielko$¢ obliczonego prawdopodobienstwa, gdyz
przed rozwigzywaniem zadania nasz ,zdrowy rozsadek” sugerowat zupeilnie
inng jego ocene.

W matematyce szkolnej wazng role odgrywaja relacje, i wiele miejsca po-
Swieca sie badaniom ich wiasnosci. Szczegolnie mocno akcentuje sie whasnosc
zwang przechodnioscig relacji. Matematyka szkolna dostarcza wielu przykia-
dow relacji, ktére spetniajg warunek przechodniosci np: relacja réwnolegtosci
prostych (ptaszczyzn), relacje przystawania i podobienstwa figur, relacja in-
kluzji, relacje réwnosci, wiekszosci, mniejszosci, relacja podzielnosci itd.

Réwniez w zyciu codziennym poréwnujac pewne sytuacje czesto mamy do
czynienia z sytuacjami wymagajacymi porownania pewnych fizycznych wiel-
kosci np.: ciezaru, wzrostu, ceny, objetosci, predkosci itp. W tych sytuacjach
korzystamy z relacji liniowo porzadkujgcych, a wiec posiadajacych wiasnosé
przechodnosci.

Zaréwno w szkole, jak i w zyciu codziennym niezbyt czesto spotykamy
sie z relacjami, ktére nie sg przechodnie. Jednym z nielicznych szkolnych
przyktadoéw jest relacja prostopadtosci prostych (ptaszczyzn).

Rozwazmy nastepujaca sytuacje ujawniajgcg nieprzechodnos¢ pewnej re-
lacji.

Zatdzmy, ze w grze uczestniczy dwoch graczy. Kazdy z nich wybiera jeden
z wielu przyrzadéw losujacych liczbe, bedacych rekwizytami w grze. Kazdy
losuje liczbe a zwycieza ten kto wylosuje liczbe wiekszg. Z dwu przyrzadéw
losujacych ten nazwijmy lepszym, ktéry daje graczowi wieksze szanse na zwy-
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ciestwo. Takimi przyrzadami losujgcymi sag szescienne kostki zwane nieprze-
chodnimi kostkami Bradleya Efronal:

— kostka o dwu S$ciankach z dwoma oczkami i czterech $ciankach z
trzema oczkami,

— kostka &2) ° dwu $ciankach z szescioma oczkami i czterech $ciankach z
jednym oczkiem,

— kostka &3, o dwu $ciankach bez oczka i czterech $ciankach z czterema
oczkami;

trzy zestawy kart:

za — ,as”, ,szostka”, ,6semka”;
zb — ,trojka”, ,piatka”, ,siédemka”;
zc — ,dwdéjka”, ,czworka”, ,dziewigtka”;

ruletki Dietricha Morgensterna, tj. ruletki, ktérych tarcze podzielone sa na
trzy rowne sektory (jako wycinki kota) oznaczone liczbami:

— ruletka ri, z liczbami 1, 6i 8,
— ruletka I'2, z liczbami 3, 5i 7,
— ruletka '3, z liczbami 2, 4 i 9.

Wylosowana liczba to liczba na sektorze wskazanym przez strzatke.
Rozwazmy nastepujaca gre, w ktérej uczestniczy dwoch graczy. Pierwszy
gracz wybiera jedng z trzech kostek Bradleya Efrona, a nastepnie drugi gracz
wybiera jedng z dwu pozostatych. Kazdy z graczy rzuca wybrang kostka.
Zwycieza ten, kto wyrzuci wiekszg liczbe oczek.
Oto problemy, jakie pojawiajag sie na tle wspomnianej gry:

— Czy wsrod owych przyrzadow losujacych jest ,,najlepszy”, tj. taki, ktory
gwarantuje graczowi wieksze szanse na zwyciestwo niz ma jego przeciw-
nik w grze, niezaleznie od tego, ktérym sposrdd pozostatych przyrzadéw
losuje liczbe ten przeciwnik?

— Czy postepujac racjonalnie nalezatoby skorzysta¢ z oferowanego pierw-
szenstwa gdy chodzi o wyboér przyrzadu w trakcie przystepowania do

ary?

ITaka nazwa przyjeta sie w literaturze, cho¢ nie jest ona poprawna, gdyz nie kostki sag
przechodnie tylko pewna relacja.
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Rozwigzanie tego typu zadan?2 ujawnia pewien paradoks. W przypadku
opisanych kostek Bradleya Efrona, kostka ki jest ,lepsza” od kostki k2, kostka
ka2 jest ,lepsza” od kostki fc3i — co jest paradoksem — kostka ks jest lepsza
od kostki ki. Analogiczng sytuacje mamy w przypadku zestawow kart, zwstaw
za jest ,lepszy” od zestawu zb, zestaw zb ,lepszy” od zstawu zc a zestaw
zc ,lepszy” od zestawu za- Nietrudno wykazac¢, ze ruletka ri jest ,lepsza”
od r2, ruletka r2jest ,lepsza” od r3a ruletka r3jest ,lepsza” od n. Wsréd
przyrzadéw w kazdej tréjce nie ma wiec ,najlepszego”. Z prawa pierwszen-
stwa, gdy chodzi o wyboér przyrzadu losujacego, nie nalezy korzysta¢. Relacja
,byC lepszym” nie jest wiec przechodnia, co kildci sie z naszymi intuicjami.
Fakt, ze wsrod opisanych przyrzadow losujagcych nie ma najlepszego przestaje
dziwi¢, gdy uswiadomimy sobie, ze kazde dwa przyrzady pordéwnuje sie w innej
przestrzeni probabilistycznej.

2. Nieprzechodnos$¢ pewnej ralacji a kupony bingo

Dalsze rozwazania dotyczg procesu podejmowania decyzji w sytuacjach
niepewnosci. Wytanianie optymalnej decyzji na gruncie matematyki obejmuje
formutowanie i rozwigzywanie pewnego zadania z rachunku prawdopodobien-
stwa.

Problem, o ktérym mowa, przytoczono bez rozwigzania w [1]. Niniejsza
praca zawiera pewng propozycje tego rozwigzania. Ujawnia ono nieprzechod-
nios¢ pewnej relacji. Nieprzechodnio$¢ ta jest faktem nieco zaskakujgcym.
Dydaktyka matematyki zalicza tego typu paradoksy do tzw. zadan-stochas-
tycznych niespodzianek i traktuje je jako wazny srodek matematycznej akty-
wizacji ucznia (por. [2], s. 205-225).

Rozwazmy gre z udziatem dwu graczy: Ga i Gb- Kazdy nabywa jeden
z czterech kuponéw z rys. 1 Z urny U o szesciu kulach ponumerowanych
liczbami 1, 2, 3, 4, 5, 6, losuje sie kule. Je$li numer wylosowanej kuli znajduje
sie na kuponie gracza, to skresla on pole z tym numerem. Kule losuje sie
bez zwracania tak dtugo, az jeden z graczy skresli obie liczby w wierszu na
swoim kuponie. Méwi on wtedy ,bingo!” i zostaje zwyciezcg. Jest to pewna
miniatura gry bingo (rosyjskie loto).

Sformutujmy problem tak, aby dotyczyt podejmowania decyzji. Zatézmy,
ze proponujg Ci udziat w tej grze, oferujac prawo pierwszenstwa, gdy chodzi
o wybor kuponu. Jakg podejmiesz decyzje w takiej sytuacji? Jak te decyzje
uzasadnisz na gruncie rachunku prawdopodobienistwa? Rozwigzywanie tego
pozamatematycznego problemu rozpoczyna sie od szczeg6towej analizy samej

2mozna je znalez¢ w [2]
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gry, a ta od konstrukcji modelu probabilistycznego doswiadczenia losowego,
jakie jest przeprowadzane w grze. Z urny U losowana jest bez zwracania kula
tak dtugo, az padnie ,,bingo”. Jest to doswiadczenie o losowej liczbie etapow.
Liczbe losowan kuli mozna uwaza¢ za czas jego trwania. Wynik losowania
kodujmy ciggiem numeréw kolejno wycigganych kul.

rys. 1.

Gra moze zakonczy¢ sie remisem, gdy po tym samym losowaniu, obaj
gracze skres$lg dwie liczby w wierszu na swoich plaszach. Remis moze sie
zdarzy¢ np. w przypadku gdy gracz G a wybierze kupon ki, gracz Gb kupon
&2t w losowaniu za$ za | razem zostanie wylosowana kula o numerze 3, za Il
— 0 numerze 2, a za Il — o numerze 4.

Nazwijmy kupon kj ,lepszym” od kuponu fd, jesli w opisanej grze szanse
gracza, ktory ma kupon kj, sg wieksze od szans jego przeciwnika, ktéry ma
kupon Ki.

W zadaniu chodzi w istocie o rozstrzygniecie, czy ws$réd wspomnianych
kuponéw jest najlepszy? Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Wyka-
zemy, Ze kupon pierwszy jest lepszy od drugiego, drugi lepszy od trzeciego,
trzeci lepszy od czwartego, czwarty zas lepszy od pierwszego. Oznacza to, ze
nie ma wsrdd nich najlepszego, a wiec do kazdego kuponu wybranego przez
gracza z prawem pierwszenstwa, drugi gracz moze wybrac¢ lepszy kupon. Ra-
cjonalnie postepujac gracz nie powinien przystawaé¢ na oferowane mu prawo
pierwszenstwa. Przy wyborze kuponu lepiej by¢ ,,drugim”.

1. Wykazemy, ze kupon k\ jest lepszy od kuponu k2 Niech L = {1,2,3,4,
5,6}. Zatézmy, ze gracz G a wybrat kupon k\, a gracz Gb — kupon k2. Jesli
za pierwszym razem wylosowano z urny U kule o numerze 3, za drugim kule
0 numerze 1, za trzecim o numerze 2, to gra konczy sie po trzech losowaniach
zwyciestwem gracza G a.

Gra musi zakonczy¢ sie po co najwyzej czwartym losowaniu. W celu uza-
sadnienia tego faktu przypusémy, ze zwyciezca zostat wyloniony dopiero po
pigtym losowaniu. Wtedy wynik jest pewng pieciowyrazowg wariacja bez po-
wtérzen zbioru L.

Przypusémy, ze ostatnim wyrazem tej wariacji jest 1. W tym przypadku
gra konczy sie wygrang gracza G a, wiec jednym z czterech pierwszych wyra-
zOw wariacji musi by¢ 2. W tej sytuacji trzy pozostate wyrazy musza naleze¢
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do zbioru {3,4,5,6}. Moga nimi by¢ 345, 346, 356 lub 456. W kazdym przy-
padku wsréd czterech pierwszych wyrazoéw wariacji wystepuja liczby dajace
zwyciestwo ktoremus z graczy, a wiec we wszystkich czterech przypadkach gra
konczy sie po co najwyzej czterech etapach. Analogicznie dowodzimy, gdy
ostatnim wyrazem wariacji jest 3, 5 lub 6.

Zalézmy teraz, ze ostatnim, pigtym wyrazem wariacji jest 2 (lub 4). Gra
konczy sie wtedy wygrang gracza Ga lub tez gracza Gbm Woéwczas jednym z
czterech pierwszych wyrazéw musi by¢ 1 (2) lub 4 (3). Analizujac kolejno oby-
dwie sytuacje i przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do poprzedniego,
dochodzimy w kazdym przypadku do sprzecznosci. PokazaliSmy wiec, ze loso-
wanie, a wiec i gra nie moze trwac ,,dtuzej” niz 4 etapy.

2. Gra trwa co najmniej dwa etapy. Moze trwac trzy etapy (132) lub moze
zakonczy¢ sie dopiero po czwartym losowaniu (1352). Oznacza to, ze do prze-
strzeni wynikéw fi doswiadczenia losowego przeprowadzanego w grze nalezg
dwu-, trzy- i czterowyrazowe wariacje bez powtdrzen zbioru L. Ale nie kazda
wariacja tej postaci przedstawia mozliwy wynik doswiadczenia. Wariacja 13
nie nalezy do przestrzeni fi, poniewaz opisuje ona sytuacje gdy zaden z gra-
czy nie skreslit jeszcze dwu liczb w jednym wierszu. Podobnie do przestrzeni
fi nie nalezg wariacje 123 i 1234. Przestrzen fi jest wiec zbiorem tych dwu-,
trzy- i czterowyrazowwych wariacji bez powtérzen ze zbioru L, ktére speiniajg
nastepujace warunki:

1) wsrdod k — 1 pierwszych wyrazéw fc-wyrazowej wariacji (k — 2, 3,4) nie
wystepuja jednoczesnie obydwie liczby z ktéregokolwiek wiersza na oby-
dwu planszach,

2) wsrod k - 1 pierwszych wyrazéw wariacji znajduje sie liczba taka, ze
wraz z &-tym wyrazem wariacji daje ktorys z wierszy z planszy px lub
Vie
3. Rozktad prawdopodobienistwa na przestrzeni fi jest funkcja p, ktora
To-wyrazowej wariacji u ze zbioru fi przypisuje wartos¢

, X 101 1

m= 2,3,4).
6—m+ 1 ( )

Wszystkie nalezace do przestrzeni fi wariacje jednakowej diugosci sg jedna-
kowo prawdopodobne. Jesli zatem zdarzeniu sprzyja k wariacji o dtugosci m,
to prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest réwne K mg ¢ | ........... g "m+r

Rozwazmy zdarzenia:

A = {zwydezy gracz G a},
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{zwyciezy gracz Gbj,
R

{gra zakonczy sie remisem }.

Zdarzenia A, B i R tworza uktad zupeitny zdarzen (AUi3UJf?=fiiAnR =
AnR = BDR = 0).

4. Poklasyfikujmy wariacje sprzyjajace zdarzeniom A, B i R, pod wzgle-
dem ich dtugosci. Rozwazmy zdarzenia:

Aj

Bj

{gra zakonczy sie po j etapach wygrana gracza G’a),

{gra zakonczy sie poj etapach wygrang gracza Gb},

Rj = {gra zakonczy sie remisem poj etapach}, dlaj = 2,3,4.

W przestrzeni probabilistycznej (f2,p) mamy:

A2= {12,21,34,43}%;
B2

{24,42,56,65};
A3

{312,321,512,521,612,621,134,143,534,543,634,643,
132,231,152,251,162,261,314,413,354,453,364,463};
Bs = {524,542,624,642,156,165,256,265,356,365,456,465,

254,452,264,462,516,615,526,625,536,635,546,645};
Rs = {412,234,324,142}.

pN =4-to ={o

P =4a=

6
B(A3) = 24
120 ~ 30’
6
P(B3) = 24
120 ~ 30’
F(R=4 - - 1
(R3) 126 = 30"

tatwo sprawdzié, ze

R4+ D {1452,1542,1462,1642,2354,2534,2364,2634,3254,3524,3264,3624,
4152,4512,4162,4612,5142,5234,5324,5412,6142,6234,6324,6412},

a wiec

P(R4)>24-— - =
Voo 360 30
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Zauwazmy, ze zdarzeniu As sprzyjaja wyniki: 1352, 1532, 1362, 1632.
Permutujac pierwsze 3 wyrazy kazdej z tych wariacji uzyskamy 8 kolejnych
wynikéw losowania sprzyjajacych zdarzeniu Az. Zamieniajac w kazdym z po-
wyzszych ciggéw miejscami dwojke (ostatni wyraz) z jedynka, uzyskamy 12
kolejnych wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A4. Zdarzeniu A4 sprzyjaja wiec
co najmniej 24 wyniki.

Zdarzeniu As sprzyjaja takze wyniki: 3154, 3514, 3164, 3614. Postepu-
jac analogicznie, jak poprzednio stwierdzamy, ze zdarzeniu A: sprzyjajg takze
kolejne 24 wyniki. Zdarzeniu Az sprzyja wiec co najmniej 48 wynikéw, praw-
dopodobienstwo kazdego wynosi 3', a zatem P(As4) > 48 «~

Policzmy, ile wynikéw doswiadczenia sprzyja zdarzeniu B.. Sag takimi
wynikami m.in. wariacje: 1356, 3156, 1456, 4156, 2356, 3256. Permutujgc
pierwsze 3 wyrazy kazdej z tych wariacji uzyskamy 12 nastepnych wynikow
(wariacji) sprzyjajacych zdarzeniu A.. Zamieniajgc w kazdej z tych waria-
cji miejscami szostke (ostatni wyraz) z piagtka uzyskamy 18 kolejnych wariacji
sprzyjajacych zdarzeniu B.. Zdarzeniu B: sprzyja co najmniej 36 wynikéw, a
zatem P(34) > 36 "

Zdarzenia A2,As,As,B2,B3,B4,R3, R4 tworzg ukiad zupelny zdarzen, po-
nadto

P(A2)+ P(A3)--P(A4)+ P{B2)+ P(B3)+ P(B4)+ P(R3)+ P(R4)

A A AAAAAA

- 30+ 30+ 30+ 30+ 30+ 30+ 30+ 307 U

a wiec P (/14) = P(P4) — Poniewaz A = A2 UA3U As i B =
B2U R 3U fl4, wiec

P(Q) = C(AN + P(Nla)+ P(J14)= A +~ + 1 = A
P(B) = PlL) + F(ft)+P(B4) =+ +

I+

+ A

Zatem P(A) > P(B). Szanse gracza, ktéry ma kupon k\ sg w opisanej grze
wieksze niz szanse gracza, ktéry ma kupon k2. Kupon k\ jest lepszy od kuponu
k2.

5. Pokazemy teraz, ze kupon k2 jest lepszy od kuponu k3, sprowadzajac
sytuacje, w ktérej gracz Ga ma kupon k2, a gracz Gb kupon k3, do sytuacji,
gdy Ga ma kupon k\ a Gb kupon . W tym celu wystarczy odpowiednio
przenumerowac¢ kule w urnie i odpowiednio liczby na kuponach i k2 tak,
aby kupon k\ stat sie kuponem a kupon kuponem k3. Zauwazmy, ze z
punktu widzenia gracza nie jest wazne, ktéry wiersz zostanie skreslony, a wiec
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jesli na dowolnym kuponie przestawimy wiersze to uzyskany w ten sposéb
~-nowy” kupon daje takie same szanse na zwyciestwo, jak kupon wyjsciowy.
Podobnie w kazdym wierszu mozna zamieni¢ miejscami wystepujace w nim
liczby.

Dwa kupony nazwijmy rownowaznymi, jesli jeden z nich mozna uzyska¢ z
drugiego poprzez przestawienie w nim wierszy lub zamiane miejscami liczb w
wierszach.

Przeksztatémy kupony &2 i ks w sposéb przedstawiony na rys. 2.

zamiana liczb w drugim

wierszu
kupon kupon &2
zamiana wierszy 4 5  zamiana liczb w drugim 4 5
4 5 1 3 wierszu
kupon k3 kupon k3a kupon k3b
rys. 2.

Funkcja g :L —L (L = {1, 2,3,4,5,6, }) okreslona nastepujaco:

7)) = 2, 52 =4, 58 =6, 5@ =15 g)=3 56 =1,
jest bijekcjg ze zbioru L na L.
Okreslmy na przestrzeni D funkcje G nastepujaco:
__(BH.5(*)), gdy u = (a, b);
GH =< 5(2).56 5. gdy u = (a, 6,0)
- {9 {a).9{b).g9(c).9(d)), gdy u = (a b,c,d).

Przeksztatémy liczby na kuponach p\ i ps przez funkcje 5 (rys. 3).

funkcja g N 2 4
6 5
kupon ki kupon k\g = kupon &2a
funkcja g 4 5
5 6 3 1
kupon k3 kupon k3g = kupon K3b

rys. 3.



96 Maciej Major

Zauwazmy dalej, ze G (fi) jest przestrzenig wynikéw dla sytuacji, gdy gracz
Ga ma kupon fi2a, gracz Gb za$ kupon k3 Wynika stad, ze kupon k2a jest
lepszy od ksb, a poniewaz kupony k2 i k2a oraz ks i k3b sg réwnowazne, wiec
kupon k2 jest lepszy od k3.

6. Aby wykazaé, ze kupon ks jest lepszy od £4, wystarczy w ks zamienié
miejscami liczby w pierwszym wierszu kuponu ks i rozwazy¢ funkcje h : L -> L:

h{1) = 3, h{2) = 1, h{3) = 4, h(4) = 5, h(5) = 2, h{6)

W celu pokazania, ze kupon ks jest lepszy od fci nalezy zamieni¢ miejscami
na kuponie ks liczby w obydwu wierszach i rozwazy¢ funkcje / : L — L:

(D=5 102) =1 /(3 =2 I4) =6, /(5) = 3, 1(6)

Wykazalismy zatem, ze wéréd tych czterach kupondéw nie ma najlepszego.

3. Uwagi koncowe

Potawione na wstepie pytania staty sie punktem wyjscia do sformutowania
i rozwigzania zadania probabilistycznego. W tym celu nalezato dokona¢ prze-
kfadu pewnego pozamatematycznego problemu na jezyk matematyki, skon-
struowac¢ model probabilistyczny, wykonaé¢ w tym modelu stosowne obliczenia
a nastepnie zinterpretowac¢ uzyskane wyniki.

Ten sam problem mozna rozwiaza¢ w innym modelu probabilistycznym.
Mozna przyjaé, ze losowanie kuli kontynuujemy az urna U bedzie pusta. Prze-
strzen fi* jest wtedy zbiorem wszystkich permutacji zbioru L. Dla kazdego
y G fi* jest woéwczas p(u) = 4,. Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzen w
takim klasycznym modelu probabilistycznym sprowadza sie do liczenia mocy
zdarzen A, B i R, te za$ rachunki sg skomplikowane z uwagi na to, ze liczba
mozliwych wynikéw wynosi az 720.

W rozwigzaniu zaproponowanym w tej pracy opis przestrzeni fi jest nieco
skomplikowany, ale obliczanie prawdopodobienstw zdarzen A, B i R jest prost-
sze i ciekawsze.

Rozwigzanie zadania ujawnia pewien pozorny paradoks. Ws$rod czterech
kuponéw nie ma najlepszego. W omawianej sytuacji relacja ,,by¢ lepszym”
nie jest przechodnia, co kidci sie z naszymi intuicjami. W zrozumieniu i wy-
jasnieniu tego paradoksalnego faktu moze pomodc refleksja nad rozwigzaniem,
w ktorym kazde dwa kupony poréwnywane i oceniane byly ze sobg w innej
przestrzeni probabilistycznym. Inny wiec sens miato stwierdzenie, ze kupon
ki jest ,lepszy” od kuponu k2, inny za$ stwierdzenie, ze k2 jest ,lepszy” od
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k3, wedtug innego kryterium (bo w innych przestrzeniach probabilistycznych)
dokonywalty sie te oceny.
Celem pracy byto:

— pokazanie, ze nauczanie rachunku prawdopodobienstwa mozna wzboga-
ca¢ o pewne paradoksy, problemy-stochastyczne niespodzianki, rozwia-
zanie ktorych ujawnia, jak zte wnioski formutujemy kierujac sie intuicja;

— ukazanie roli przestrzeni probabilistycznej jako pewnego modelu do-
Swiadczenia losowego i jej konstrukcji jako istotnego etapu rozwigzy-
wania zadania z rachunku prawdopodobienstwa;

— pokazanie, jak racjonalizowac obliczanie prawdopodobienstwa, pomija-
jac, na ogot mato ciekawe, rachunki zwigzane z kombinatoryka przy ob-
liczaniu prawdopodobienstwa w klasycznych modelach probabilistycz-
nych.
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