ROCZNIK NAUKOWO-DYDAKTYCZNY WSP W KRAKOWIE

Zeszyt 191 Prace z Rachunku Prawdopodobienstwa 1998
i jego Dydaktyki Il

Dydaktyczne zabiegi zwigzane z ujawnianiem
strategii Kahnemana-Tversky’ego
we wnioskowaniach stochastycznych

Résumé. L’article a pris pour but de relever I'application des stratégies
heuristiques de Kahneman et Tversky [7] dans les déductions stochasti-
ques. Ce but est réalisé par les probléemes choisis de telle maniere que
les étudiants les résolvant soient réelment obligés de s’appuyer sur les
stratégies mentionées ci-dessus. Dans les recherches on ne se contente
pas d’établir la diagnose: I'individu se sert de la stratégie heuristique
de Kahneman et Tversky, mais par le choix d’autres problemes (cha-
que probléme précédent a son correspondant), on essaye d’éliminer les
déductions erronées et de développer les intuitions stochastiques correc-
tes.

1. Uwagi wstepne

Badanie i odkrycie matematyczne jest nie tylko rezultatem czystej
dedukcji, myslenia indukcyjnego i mys$lenia przez analogie, ale takze my-
$lenia intuicyjnego. ([5], str. 398).

Intuicje wykorzystywane sg w kazdym dziale matematyki, a zatem takze
w rachunku prawdopodobienstwa. Intuicje zwigzane z rachunkiem prawdopo-
dobienstwa, nazywane intuicjami stochastycznymi, okreslane sa jako

zdolno$¢ dochodzenia do pewnych sadow i przekonan o charakterze
probabilistycznym i statystycznym (a w pewnym sensie takze i kombina-
torycznym) bez swiadomego wnioskowania, a nawet bez uswiadamiania
sobie przestanek uzasadniajgcych to przekonanie czy sad ([5], str. 402).

Whnioski natury intuicyjnej sg wnioskami, ktére wydajg nam sie oczy-
wiste, ktére formutujemy natychmiast, prawie bez gtebszego zastanowie-
nia, z pominieciem dedukcji i rozumowan, rachunkéw i argumentacji, a
na podstawie zachowanych w pamieci obrazéw, schematow i modeli spo-
tykanych uprzednio sytuacji ([5], str. 403).



100 Barbara Nawolska

Czasami (zwitaszcza w rachunku prawdopodobienstwa) zdarza sie, ze intuicja
podpowiada nam btedne rozwigzania.

Od poczatku istnienia rachunku prawdopodobienstwa zawsze byty
kwestie sporne, to znaczy zadania, ktore byty réznie rozwiazywane, do-
poki szczegbtowa analiza nie wykazata, po czyjej stronie byta racja (por.
ny.

Kazdy, kto zajmuje sie zadaniami ze stochastyki, moze zaobserwowac
u siebie i innych, ze w tej dziedzinie w o wiele wigkszym stopniu niz w
innych dziatach matematyki istniejg btedne wyobrazenia (por. [8]).

W rachunku prawdopodobienstwa czesciej niz w algebrze, czy geometrii
pojawiaja sie btedne wnioski, a poprawne rozwigzanie jest zaskakujace, budzi
zdziwienie a nawet sprzeciw.

Przyczyny tak czesto popetnianych btedéw, w ocenach sytuacji zwigzanych
z ryzykiem albo niepewnosciami co do stanéw $Swiata zewnetrznego, psycholo-
gowie upatrujg w tym, ze

cztowiek — gdy podejmuje wazne decyzje lub rozwiazuje problemy
losowe — rozumuje wedtug regut zwanych schematami przyczynowymi.
Moze nawet wiedzie¢, ze rozwigzania oparte na statystyce, na mysleniu
probabilistycznym sa trafniejsze i lepsze, a mimo to odrzucaje. Psycholo-
gowie uwazaja, ze jest to zwigzane ze stwierdzonym w badaniach faktem,
iz szukanie jednoznacznych przyczyn i przeSwiadczenie, ze ta sama przy-
czyna zawsze wywotuje te same skutki, jest u ludzi naturalng metoda
poznawania i porzadkowania rzeczywistosci. Gdyby rozwigzywali pro-
blemy czy poznawali rzeczywisto$¢ statystycznie, musieliby przyja¢, ze
nie zawsze po A nastepuje B, ze mozliwe jest B, C i D. Przyjecie takiego
zatozenia zwiekszytoby niepewnos¢ i zmniejszytoby poczucie bezpieczen-
stwa — czynniki niezwykle wazne w zyciu. Dlatego odrzucamy myslenie
probabilistyczne, chronigc wiasne przeswiadczenia i zwiekszajac liczbe
popetnianych btedéw ([3], str. 32]).

Cztowiek nie posiadajacy wystarczajacej wiedzy probabilistycznej lub kom-
binatorycznej wykorzystuje w ocenach sytuacji zwigzanych z ryzykiem, nie-
pewnoscia i podejmowaniem w tych okolicznosciach decyzji, pewne strategie
heurystyczne. Niektdre z nich wyodrebnili oraz opisali Kahneman i Tversky
(zob. [7]). Strategie te stanowia wyjasnienie na gruncie psychologii postepo-
wania ludzi, ktérzy redukuja ztozony problem stochastyczny do prostszego.
Kahneman i Tversky wyodrebnili trzy zasadnicze strategie heurystyczne:

(A) Availiability (strategia dostepnosci, mozliwosci wskazania przykiadu),
(B) Representativeness (strategia reprezentatywnosci),

(C) Anchoring (reguta powigzania, zakotwiczenia).
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O strategii (A) méwimy, gdy w ocenach prawdopodobienstwa przyjmuje
sie za bardziej prawdopodobne to zdarzenie, ktdrego realizacje tatwiej sobie
wyobrazi¢, dla ktérego tatwiej wskaza¢ wynik sprzyjajacy, ,,zobaczy¢” wiecej
takich wynikoéw.

Mowimy o strategii (B), gdy w ocenach prawdopodobienstwa, za bardziej
prawdopodobne uwaza sie to zdarzenie, ktére jest bardziej reprezentatywne
dla doswiadczenia losowego, z ktérym sie to zdarzenie wigze. Uwaza sie, ze
im bardziej zdarzenie jest ,regularne”, uporzadkowane jakby ,nielosowe” , tym
jego prawdopodobienstwo jest mniejsze.

Istotg strategii (C), jest wigzanie informacji wystepujacych kolejno po so-
bie i wykorzystywanie ich we wnioskowaniach, chociaz nie majg one zadnego
wpiywu na rozwigzanie problemu.

Znajomos$¢ tego rodzaju heurystyk i zwigzanych z nimi btednych wyobra-
zen, a wiec i btednych wnioskéw o charakterze intuicyjnym, moze by¢ po-
mocna tym, ktdrzy uczg rachunku prawdopodobienstwa. Znajomos$¢ strategii
heurystycznych pozwala wyjasni¢, jakie sg zrodia tych bledéw, gdzie lezg ich
przyczyny, jaka maja one nature. Duzo wazniejsza jest jednak odpowiedz na
pytanie, jak mozna usunac te btedne intuicje, bledne wyobrazenia dotyczace
»Swiata przypadku” .

Wydaje sie, ze wigczony do szkolnej matematyki kurs stochastyki, po-
maga zlikwidowac¢ te btedy. Badania nie potwierdzajg tej tezy. Przeciwnie,
wzorowany na akademickim wyktadzie sformalizowany kurs rachunku praw-
dopodobienstwa, nie tylko nie usuwa tych ,blednych wyobrazen”, ale jeszcze
je pogtebia (por. [0], [7]. [B]). Aby wyeliminowaé opisane btedne wnioskowa-
nia o charakterze intuicyjnym, konieczna jest zmiana tresci i form nauczania
rachunku prawdopodobienstwa.

Ogromng role w rozwoju wkasciwych intuicji stochastycznych ma kontakt
ucznia z empiria, konfrontacje jego ocen intuicyjnych z ocenami a posteriori,
doswiadczenie ucznia zdobyte poprzez osobiste eksperymentowanie zwigzane z
losowaniem prébki, gromadzeniem i opracowywaniem oraz analizg danych sta-
tystycznych, a przez to odkrywaniem pewnych regularnosci (stabilizacja cze-
stosci, zbieznos¢ stochastyczna, podobienstwo dwu prébek bedace rezultatem
izomorfizmu przestrzeni probabilistycznych) i wyjasnianiem praw rzgdzacych
Swiatem przypadku.

Proces matematyzacji w nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa, jako
proces tworzenia przestrzeni probabilistycznej dla pozamatematycznej sytu-
acji, moze prowadzi¢ poprzez tzw. schemat symulacyjny (por. [5], str. 316),
tj. typowe dla rachunku prawdopodobienstwa doswiadczenie przeprowadzane
za pomoca przyrzadow losujgcych o wyraznych cechach matematycznych (mo-
nety, kostki w ksztatcie wieloscianow foremnych, urny z kulami, talia kart itd.).
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Schemat taki reprezentuje rodzine wszystkich doswiadczen losowych, ktérych
modele probabilistyczne sg izomorficzne. Konstrukcje schematu symulacyj-
nego, a wiec modelowanie zjawisk losowych, ich opisywanie w kategoriach
rzutébw monetami, kostkami czy losowan kul z urny, odgrywa w ksztatceniu
stochastycznym (a wiec m.in. w ksztattowaniu wilasciwych intuicji stocha-
stycznych) podobng role jakga odgrywa odreczny rysunek (jako schemat wielu
geometrycznych obiektéw i relacji miedzy nimi) w ksztattowaniu intuicji geo-
metrycznych.

Rozwijanie intuicji stochastycznych — to rozwijanie pamieci podsta-
wowych wiasnosci schematéw symulacyjnych, rozwijanie zdolnosci widze-
nia lub szybkiego dopasowywania do konkretnej sytuacji jej schematu sy-
mulacyjnego, to uczenie technik postugiwania sie tymi schematami jako
wygodnymi modelami sytuacji ([5], str. 403).

Czasami jednak

Pamie¢ o modelach (...) bywa skoncentrowana na pewnych cechach
modelu, ktoére nie przenosza sie na sytuacje, w jakich znalezliSmy sie ([5],
str. 404).

Czasami

. natretny obraz modelu sugeruje jego wiasnosci szczegoélne, ktore nie
powinny by¢ zachowane w schemacie, méwimy, ze wtedy intuicja zawodzi,
i prowadzi do btednych hipotez ([4], str. 135).

W [5] podkresla sie, ze rozwdj intuicji stochastycznych winien by¢ jednym
z wazniejszych celéw nauczania stochastyki w szkole i to juz we wczesnym
okresie nauczania.

Najdoskonalsza organizacja i synteza zwyklych wrazen ma miejsce we
wczesnym dziecinistwie i odbywa sie w bardzo gtebokich warstwach pod-
Swiadomosci (Hadamard w [5], str. 404).

Nie spos6b przecenia¢ roli btedéw, znanych z dziejow rachunku prawdopodo-
bienstwa, paradoksow i sofizmatéw w ksztattowaniu wiasciwych intuicji sto-
chastycznych. Pokazywanie niewtasciwych wnioskowan, ujawnianie popeinia-
nych bledow (zwiaszcza wiasnych bieddéw) i ich akcentowanie jest jednym z
zabiegow dydaktycznych pozwalajacych na ksztattowanie wiasciwych intuicji,
ktére nazywamy wtérnymi w stosunku do pierwotnych (btednych) intuicji. Te
idee dydaktyczng zaprezentowano w [1]. Autor podaje dwie serie zadan, z
ktoérych pierwsza ma ujawnia¢ btedy wynikajgce ze stosowania strategii heu-
rystycznych Kahnemana i Tversky’ego, druga zas ma rozwijac¢ intuicje stocha-
styczne, wskazujac droge do poprawnego rozwigzania.

Zadania proponowane w [1] dotyczag osobliwych sytuacji i zjawisk pozama-
tematycznych takich, jak kraksy samochodowe, popyt i podaz, pogoda,...(a
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wiec na ogo6t nie poddajgcych sie matematyzacji a priori). Jest to typowa
cecha angielskich podejs¢ do problematyki stochastycznej w podrecznikach
szkolnych. Przestrzenie probabilistyczne, jako modele tych sytuacji, tworzy
sie w tych ujeciach na bazie danych statystycznych, tj. proébki, ktérej repre-
zentatywnos¢ jest na ogot dyskusyjna (wiarygodnosé modelu uzyskanego na
drodze estymacji jest watpliwa).

W niektorych zadaniach zaproponowanych w [1] trudnosci napotykamy juz
w samym zrozumieniu tresci zadania. Spora grupe stanowiag zadania typu 1:

Linda ma 31 lat, jest samotna (panna), ma duzo do powiedzenia. Posiada
tytut naukowy w dziedzinie filozofii. Jako studentka byta bardzo zaintere-
sowana sprawami dyskryminacji i sprawiedliwosci spotecznej, brata udziat w
demonstracjach antynuklearnych. Ktoére z ponizszych twierdzen ma wigksze
prawdopodobienstwo bycia prawdg?

a) Linda jest méwca bankowym,
b) Linda jest méwcag bankowym ijest aktywna w ruchu feministek.

Rozwigzanie tego zadania wymaga rozumienia zwigzkéw miedzy zbiorami,
relacji zawierania i czesci wspolnej zbioréw; mozna dyskutowaé, czy chodzi tu
0 zadanie z rachunku prawdopodobienstwa.

Judy jest piekng miodg kobietg. Dba o siebie, jest zgrabna i seksowna.
Zawsze nosi modne ubrania i jest czesto widywana w salonach pieknosci, ka-
wiarniach i butikach. Jak sadzisz, co jest bardziej prawdopodobne, ze Judy
jest modelkag czy tez, Ze jest zong zajmujgca sie tylko domem?

a) jest bardziej prawdopodobne, ze Judy jest modelka,
b) jest bardziej prawdopodobne, ze jest zong i gospodynia.

Rozwigzanie tego zadania wymaga oszacowania mocy zbioréw: modelek i
gospodyn oraz odpowiedzi, do ktérego zbioru nalezy losowo spotkana kobieta.

Pani Starr studiuje chemie, fizyke, astronomie oraz biologie. Idziesz do
potki z jej ksigzkami i liczysz wszystkie jej ksigzki — jest ich x. Pdzniej
liczysz jej ksigzki naukowe — jest ich y. Czy wedtug ciebie x jest wieksze niz
y, czy y jest wieksze niz x?

a) x jest wieksze niz vy,
b) y jest wieksze niz x.

Rozwigzanie tego zadania wymaga rozumienia sensu duzego kwantyfika-
tora, jest wiec zadaniem raczej logicznym niz probabilistycznym.

Na koncu sezonu twoja druzyna sportowa konczy jako pierwsza w swojej
lidze i ty uwazasz jg za najlepszg druzyne. Jednakze musisz wspdlzawodni-

Itreéci zadan w ttumaczeniu autora
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czy¢ w ostatniej decydujacej serii gier z druzynag z drugiej pozycji w lidze,
aby okresli¢, kto jest mistrzem. Ktoéra z serii: pieciu gier czy tez dziewieciu
gier, databy ci wiekszg szanse zdobycia mistrzowstwa, lub czy nie ma w tym
réznicy?

a) seria pieciu gier da ci wiekszg szanse,

b) seria dziewieciu gier da ci wiekszg szanse,

€) nie ma roéznicy.

Rozwigzanie zadania wymaga znajomosci zagadnien sportowych, a po-
nadto nie sg znane prawdopodobienstwa u i v okreslajgce odpowiednio szanse
wygrania i przegrania druzyny pierwszej z druga.

Powyzsze przyktady zadan (typowe dla angielskich uje¢ stochastyki2) ra-
czej nie moga ilustrowaé¢ stosowania strategii heurystycznych Kahnemana i
Tversky’ego w sytuacjach stochastycznych. Gdy chodzi o forme i tre$¢ proble-
mow jako ,surowca” do ujawniania bitednych i do ksztattowania wiasciwych
intuicji stochastycznych, niniejsza praca rézni sie wiec od podejscia zaprezen-
towanego w [1].

2. Propozycje zadan ujawniajgcych strategie Kahnemana
i Tversky’ego

Podajemy nieco inng niz w [1] propozycje zadan matematycznych 3.

Proponowane ponizej zadania, blizsze sg matematyce, tatwiej wskaza¢ mo-
del symulacyjny dla opisanych w nich doswiadczen losowych, a tym samym
rozwigza¢ je we wihasciwym modelu probabilistycznym. Celem zadan jest
ujawnianie btedéw popetnianych w sytuacjach, gdy oceny formutujemy na-
tychmiast, bez gtebszej zadumy, bez siegania do rachunkéw jako narzedzi ich
rozwigzywania. Rozwigzanie tych zadan wymaga pewnej wiedzy probabili-
stycznej, a przede wszystkim pewnej kultury stochastycznej a takze pewnego
wysitku umystowego. Zadania maja forme testowa. Taka forma zadan jest do-
brana celowo, by prowokowaé¢ wyboér tatwiejszej drogi; wybor jednej sposrod
kilku gotowych odpowiedzi. Mozna oczekiwaé, ze w takiej sytuacji (wybierajac
gotowag odpowiedz) nikt juz nie odwotuje sie do rozumowan matematycznych,
a wnioski swe opiera jedynie na intuicjach. Zadania zestawione sg w dwodch
seriach.

Zadania | serii dobrane sg tak, by mozliwe bylo ujawnienie, czy osoby roz-
wigzujace (o ile nie skorzystaja z poprawnej drogi rozwigzania we wia-

2por. The School Mathematics Project, Revised Advanced Mathematics, Cambridge Uni-
versity Press, Book B (1969), Book C (1969), Book E (1970), Book F(1972) i Book G (1971)
3idee niektorych zadan zrodzity sie pod wpltywem materiatéw z [1]
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Sciwie dobranym modelu) korzystajgc ze strategii heurystycznych Kah-
nemana i Tversky’ego popeiniajg btedy i jaki jest charakter tych bledow.
Celem zadan | serii jest wlasnie ujawnianie btednych wnioskowan.

Zadania Il serii majg identyczng forme jak zadania | serii i utozone sg w
kolejnosci odpowiadajgcej zadaniom | serii (zadania 1.1 oraz 11.1 tworzg
pewng pare) ale cel ich jest odmienny. Maja one, uswiadamiajac biad
w ocenie, rozwija¢ wlasciwe intuicje stochastyczne. Stuzg temu pewne
zabiegi dydaktyczne (np. rozdzielenie etapéw doswiadczenia losowego w
czasie, zastosowanie innego przyrzadu losujgcego jako rekwizytu, uprosz-
czenie niektérych gier tak, ze ich wyniki sg tatwiejsze do wskazania i ana-
lizy, redukcje liczby parametrow itp.). Zabiegi te majg wskaza¢ droge do
poprawnego rozwigzania i pomoc w doborze wiasciwej odpowiedzi oraz
uswiadomi¢ na czym polega btgd popeitniony w zadaniu dualnym 1 serii.

| seria
W kazdym zadaniu zaznacz wilasciwg odpowiedz i krotko ja uzasadnij.

Zadanie 1.1
Rzucono moneta 5 razy i uzyskano wynik ooooo (5 ortow). Jak sadzisz, co
jest bardziej prawdopodobne ?
a) w nastepnym rzucie wypadnie orzet,
b) w nastepnym rzucie wypadnie reszka,
c) orzet i reszka majg jednakowe szanse.

Zadanie 1.2

Masz do wyboru dwukrotny rzut monetg lub dwudziestokrotny rzut mo-
netg. Zwyciezasz, jesli liczba orldow bedzie rowna liczbie reszek. W ktorej
sytuacji Twoje szanse na zwyciestwo sg wieksze ?
a) przy dwukrotnym rzucie,
b) przy dwudziestokrotnym rzucie,
c) w obu przypadkach szanse zwyciestwa sg rowne.

Zadanie 1.3

W grze losuje sie wielokrotnie ze zwracaniem kule z urny o dwu kulach
czarnych i jednej bialej. Za kazda wylosowang kule czarng Ty zdobywasz
punkt, — za kazda wylosowang biatg kule punkt zdobywa Twdj przeciwnik.
Zwycieza ten, kto zdobedzie wiecej punktéw. Przy jakiej liczbie losowann masz
wieksze szanse na zwyciestwo?
a) przy 5 losowaniach,
b) przy 9 losowaniach,
c) w obu przypadkach szanse zwyciestwa sg rowne.
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Zadanie 1.4

W totolotku losuje sie 6 liczb spoéréd 49. Przed losowaniem gracz skresla
na kuponie szes¢ liczb. Jezeli wszystkie skreslone przez gracza liczby zostang
wylosowane, gracz wygrywa sporg kwote pieniedzy. Tomek skreslit liczby 1,
2,3, 4,5 6, aEwa 3, 8 19, 27, 32, 41. Kto ma wieksze szanse na giéwna
wygrang?
a) Tomek,
b) Ewa,
c) ich szanse sg jednakowe.

Zadanie 1.5

W innej wersji totolotka losuje sie 43 liczby sposréd 49. Gracz skresla
wtedy na kuponie 43 liczby sposréd 49 a wygrywa sporg kwote pieniedzy,
gdy wszystkie przez niego skreslone liczby zostang wylosowane. W ktorym
przypadku szanse wygrania sga wieksze?
a) przy skreslaniu 6 liczb z 49,
b) przy skreslaniu 43 liczb z 49,
c) w obu przypadkach szanse wygrania sg rowne.

Zadanie 1.6

Sredni poziom inteligencji duzej populacji ludzi okreéla sie na 100. Wy-
brate$ przypadkowych 50 oséb z tej populacji. Pierwsza testowana osoba ma
poziom inteligencji réwny 150. Jaki bedzie wedtug Ciebie przecietny poziom
inteligencji dla wszystkich 50 os6b?
a) 100, b) 101, c) 125, d) 150.

Zadanie 1.7
Losujgc wiele razy ze zwracaniem, kule z urny, w ktérej sg dwie kule biate
i jedna czarna, $rednio na trzy losowania jeden raz zostaje wylosowana kula
czarna. Losujesz 6 razy ze zwracaniem kule z tej urny. W trzech pierwszych
ciggnieciach ani razu nie wylosowano kuli czarnej. Co jest bardziej prawdo-
podobne?
a) w ostatnich trzech losowaniach nie zostanie wylosowana zadna kula
czarna,
b) w ostatnich trzech losowaniach uzyskasz 1 kule czarna,
c) w ostatnich trzech losowaniach uzyskasz 2 kule czarne,
d) w ostatnich trzech losowaniach uzyskasz 3 kule czarne.

Zadanie 1.8

Mozna przyjac¢, ze chtopcy i dziewczynki przychodzg na $wiat réwnie cze-
sto. Rozwazmy populacje rodzin, w ktérych jest piecioro dzieci. Jak sadzisz,
ktora z kolejnosci urodzen dzieci w tych rodzinach: cddcd czy ccccc wystepuje
czesciej? (c - chiopiec, d - dziewczynka),
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a) cddcd,
b) ccccc,
c) obie kolejnosci sa rownie czeste.

Zadanie 1.9
Wylosowano 50 oséb. Co jest bardziej prawdopodobne?

a) nie ma w tej grupie dwoéch oséb, ktére obchodza urodziny w tym samym
dniu,

b) przynajmniej dwie osoby obchodzag urodziny w tym samym dniu.

Zadanie 1.10
Co jest bardziej prawdopodobne?

a) przypadkowo spotkana osoba obchodzi urodziny w tym samym dniu
co Ty,

b) przypadkowo spotkane dwie osoby obchodzg urodziny w tym samym
dniu roku,

c) obie sytuacje sg tak samo prawdopodobne.

Il seria
W kazdym zadaniu zaznacz wilasciwag odpowiedz i krétko jg uzasadnij.

Zadanie 11.1

Rzucono moneta i wypadt orzet. Jak sadzisz, co jest bardziej prawdopo-

dobne?
a) w nastepnym rzucie wypadnie orzet,

b) w nastepnym rzucie wypadnie reszka,
c) orzet i reszka majg jednakowe szanse.

Zadanie 11.2

W pewnej grze rekwizytami sg: pojemnik z lejkiem widocznym na rysunku
oraz kule. Do pojemnika wrzucamy przez lejek kule. Kula trafiajgc na prze-
grode wpada do jednej z dwu komdr. Gracz zwycieza,
gdy dokladnie potowa kut znajdzie sie w lewej czesci
pojemnika, a druga potowa w prawej. Kiedy sa wiek-
sze szanse zwyciestwa?

a) przy wrzucaniu 2 piteczek,
b) przy wrzucaniu 100 piteczek,
c) w obu przypadkach szanse zwyciestwa sg réwne.

Zadanie 11.3

W grze losuje sie wielokrotnie ze zwracaniem kule z urny o dwu kulach czar-
nych i jednej biatej. Za kazda wylosowang kule czarng Ty zdobywasz punkt,
za kazda wylosowang biatg kule punkt zdobywa Twadj przeciwnik. Zwycieza



108 Barbara Nawolska

ten, kto zdobedzie wiecej punktdéw. Przy jakiej liczbie losowan masz wieksze
szanse na zwyciestwo?

a) przy 1losowaniu,

b) przy 3 losowaniach,

c) w obu przypadkach szanse zwyciestwa sg réwne.

Zadanie 11.4

W grze losuje sie 2 liczby ze zbioru {1,2, 3,4, 5}. Przed losowaniem gracz
skresla na kuponie dwie liczby z tego zbioru. Jezeli skreslone przez gracza
liczby zostang wylosowane, gracz wygrywa sporg kwote pieniedzy. Tomek
skreslit liczby 1, 2 a Ewa 3, 5. Kto ma wieksze szanse na gtéwnag wygrana?
a) Tomek,
b) Ewa,
c) szanse obu sg rowne.

Zadanie 11.5

W totolotku losuje sie 6 liczb spoéréd 49. Przed losowaniem gracz skreéla
na kuponie 6 liczb. Jezeli wszystkie skreélone przez gracza liczby zostang
wylosowane, gracz wygrywa sporg kwote pieniedzy. Przypusémy, ze teraz aby
wygrac te kwote, musisz skresli¢ te liczby, ktére nie bedag wylosowane (jest ich
43). Ktdéra z mozliwosci daje Ci wieksze szanse wygrania?
a) skreslenie 6 liczb, ktére beda wylosowane,
b) skreslenie 43 liczby, ktére nie beda wylosowane,
c) w obu przypadkach szanse wygrania sga rowne.

Zadanie 11.6

W pewnej grze losowej zdobywa sie Srednio 100 punktoéw. Zagrate$ dwa
razy i w kazdej z tych dwu gier uzyskates po 130 punktoéw. Chcesz zagra¢ trzeci
raz. Jak sadzisz jaka najprawdopodobniej uzyskasz $rednig liczbe punktéw w
tych trzech grach?
a) 100, b) 115, c) 120, d) 130.

Zadanie 11.7

Losujac wiele razy ze zwracaniem, kule z urny, w ktoérej sg dwie kule biate
i jedna czarna, $rednio na trzy losowania uzyskujemy jedna kule czarna. Losu-
jesz 3 razy ze zwracaniem kule z tej urny i ani razu nie wyciagasz kuli czarnej.
Po tygodniu znowu planujesz losowac trzy razy ze zwracaniem kule z tej urny.
Jak myslisz, ile kul czarnych najprawdopodobniej wylosujesz?
a) 0, b) 1, c) 2, d) 3.

Zadanie 11.8
Mozna przyjaé, ze chtopcy i dziewczynki przychodzg na swiat réwnie cze-
sto. Rozwazmy populacje rodzin z dwojgiem dzieci. Jak sadzisz, ktéra z
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kolejnosci urodzen dzieci w tych rodzinach: cd czy cc wystepuje czesciej?
(c - chiopiec, d - dziewczynka),

a) cd,

b) cc,

c) obie kolejnosci sg réwnie czeste.

Zadanie 11.9

Czes¢ pobocza dla pieszych zbudowana jest z matych kwadratowych ptytek

(365 ptytek). Zaczyna pada¢. Jak sadzisz, co jest bardziej prawdopodobne po
spadnieciu 50 kropli deszczu?

a) nie ma ptytki, na ktérg spadty dwie krople deszczu,
b) jest przynajmniej jedna taka ptytka.
Zadanie 11.10
Co jest bardziej prawdopodobne?
a) w rzucie kostka do gry wypadnie 6 oczek,

b) w rzucie dwiema kostkami do gry na obu kostkach wypadnie tyle
samo oczek,

c) obie sytuacje sag tak samo prawdopodobne.

Prawidtowe odpowiedzi do powyzszych zadan zestawione sg w tabelach 1

i 2.

numer zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
poprawna odpowiedz ¢ a b b b ¢ b ¢
tabela 1. odpowiedzi do | serii zadan
numer zadania 1 23 45 67 8 9 10
poprawna odpowiedz ¢ a b ¢ ¢ c¢c b c c
tabela 2. odpowiedzi do Il serii zadan
Zadania, | i Il serii postuzyty do badan przeprowadzonych w lipcu 1996 roku

w grupie zaocznych studentéw krakowskiej WSP. Zadania te zaproponowano
40 studentom Il roku pedagogiki oraz 29 studentom Ill roku matematyki przed
rozpoczeciem kursu rachunku prawdopodobienstwa. Kazdy badany otrzymy-
watl najpierw zestaw | serii zadan, a po jego rozwigzaniu (i zwrocie) zestaw
Il serii zadan,. Do kazdego zadania badany wybierat jedng z kilku mozliwych
odpowiedzi, uzasadniajgc swo6j wybor.

Materiaty uzyskane z badan analizowane byly pod katem liczby i rodzaju
btednych wnioskowan jakie pojawity sie w | serii zadan oraz w itu przypadkach
Il seria zadan pozwolita na usuniecie btedéw ujawnionych w I serii.
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Tabele 3 i 4 przedstawiajg zestawienie odpowiedzi do zadan | serii odpo-
wiednio studentéw matematyki i studentéw pedagogiki.

nr odpowiedz nr odpowiedz
zadania a b c¢ d brak zadania a b c¢ d brak
1 — 1 28 x — 1 — — 40 x —
2 4 1 23 x 1 2 n s 24 x —
3 n 8 10 x — 3 2 3 3 x 1
4 3 2 24 x — 4 — 1227 x 1
5 — 14 14 x 1 5 5 19 15 x 1
6 26 1 — — 6 26 2 9 — 3
7 4 14 6 1 a4 7 2 15 15 1 7
8 7 — 24 x 1 8 14 7 18 x 1
9 18 11 x x — 9 23 14 x X 3
10 2 5 2 x — 10 6 4 30 x —
tabela 3. zestawienie odpowiedzi do tabela 4. zestawienie odpowiedzi do
zadan | serii udzielonych przez studen- zadan | serii udzielonych przez studen-
téow matematyki téw pedagogiki

Stosunek liczby poprawnych odpowiedzi do liczby oséb badanych w po-
szczegblnych grupach, wskazuje, ze w zadaniach 1.9 i 1.10 w obu grupach ba-
danych mamy wyniki prawie identyczne. Pordwnujac dalej powyzszy stosunek
zauwazyé mozna, ze w zadaniach 11 i 12 studenci pedagogiki uzyskali lepsze
wyniki (podali stosunkowo wiecej poprawnych odpowiedzi). W pozostatych
zadaniach (12- 18) stosunkowo wiecej poprawnych odpowiedzi udzielili stu-
denci matematyki. W zwiazku z tym pojawia sie problem, czy na podsta-
wie tak matych réznic, mozna wnioskowa¢, ze studiowanie matematyki (przed
rozpoczeciem kursu rachunku prawdopodobienstwa) ma pozytywny wptyw na
ksztattowanie intuicji stochastycznych.

W dalszej analizie, ujawnione rdéznice nie beda uwzgledniane i wszystkie
rezultaty badan beda rozpatrywane wspodlnie.

Tabela 5 zawiera zbiorcze zestawienie (dla studentéw matematyki i stu-
dentéw pedagogiki) liczby poprawnych i liczby btednych odpowiedzi do zadan
| serii oraz liczby odpowiedzi do zadan Il serii, w ktérych ujawnione wczesniej
btedne wyobrazenia zostaty poprawione (usuniete).
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| seria Il seria
liczba liczba liczba
nr dobrych btednych brak poprawionych
zad. odpowiedzi odpowiedzi odpowiedzi odpowiedzi
1 63 1 — 1
2 15 53 1 6
3 1 57 1 16
4 51 17 1 15
5 29 38 2 19
6 8 58 3 18
7 29 29 n 20
8 39 28 2 14
9 25 41 3 33
10 52 17 — n
tabela 5.

3. Analiza wynikéw badan

Zadania 1.1 i Il.1

Poniewaz szanse wyrzucenia orla i reszki uznajemy za roéwne, wiec intu-
icyjnie oczekujemy, ze liczby ortéw i reszek w wielokrotnym rzucaniu monetg
powinny by¢ zblizone. Tymczasem wynik — same orty (odp. a) w zad. 1.1)
nie jest zgodny z naszymi oczekiwaniami; nie jest reprezentatywny dla tego
doswiadczenia losowego. Intuicja wiec sugeruje uznanie pojawienia sie kolej-
nego, szOstego, orta za mniej prawdopodobne co prowadzi do wybrania ziej
odpowiedzi b). Wnioskowanie takie jest charakterystyczne dla strategii (B).

Inne intuicyjne wnioskowanie, polegajace na wykorzystaniu (nieistotnej)
informacji, ze w dotychczasowych rzutach pojawity sie same orly, to teraz
powinna pojawi¢ sie reszka, réwniez prowadzi do btednej odpowiedzi b), ale
jest typowe dla strategii (C). Opowiadajac sie za odpowiedzig b), przypisuje
sie monecie jakby ,,pamiec¢”.

Zadanie 1.1, wbrew oczekiwaniom, nie ujawnito btednych wyobrazen, gdyz
jak widac¢ z tabeli 5 tylko 1 osoba podata btedng odpowiedz. Pozostali studenci
podali odpowiedZ poprawna.

Zabieg dydaktyczny w zad. 11.1 polega na zredukowaniu liczby rzutéow
poprzedzajacych, co powinno wyeliminowaé¢ wnioskowanie oparte na strategii
(C), a takze na strategii (B), gdyz teraz przestrzen wynikéw jest tatwa do
»ogarniecia” (jest orzet, to w nastepnym rzucie albo orzet, albo reszka, innej
mozliwosci nie ma i obie sg jednakowo prawdopodobne). Wszyscy badani



112 Barbara Nawolska

studenci podali prawidtowg odpowiedz do zadania I1.1.

Zadania 1.2 i Il1.2

Charakterystyczne dla strategii heurystycznej (A) wnioskowanie, ze przy
wiekszej liczbie rzutéw mamy wiecej mozliwosci sprzyjajacych wygranej co
zwieksza szanse zwyciestwa, prowadzi do btednej odpowiedzi b). Wnioskowa-
nie, w ktérym wykorzystuje sie informacje o réwnych szansach wypadniecia
orta i reszki, jest charakterystyczne dla strategii (C) i prowadzi do blednej
odpowiedzi c). Poprawna odpowiedz to a).

Badani najczesciej korzystali ze strategii (C) i wybierali odpowiedz c) (47
0so6b). Typowe uzasadnienia tego wyboru:

— ... bo prawdopodobienstwo orta i reszki wynosi po

— ... niezaleznie od liczby rzutéw, prawdopodobienstwo orta i reszki jest takie
samo;

— ... bo i wdwukrotnym rzucie i w dwudziestokrotnym moze by¢ réwna liczba
ortéw i reszek.

Do zadania 11.2 wprowadzony zostat przyrzad losujacy symulujacy rzut mo-
neta. Liczby kul rozmieszczonych w prawej i w lewej komorze pojemnika
odpowiadajg liczbom ortéw i reszek w wielokrotnym rzucie monetg (zadanie
1.2) . Przyrzad losujacy ukazuje jak duzo przypadkéw (gdy wrzucamy 100
kul) sprzyja temu by w komorach byly rézne liczby kul, a tylko w jednym
przypadku jest po réwno (tu i tu 50), ten ostatni przypadek musi by¢ mnigj
prawdopodobny. Gdy wrzucamy 2 kule, mamy tylko 2 niesprzyjajace wyniki
(w przeciwienstwie do sytuacji, gdy mamy 100 kul) zatem ten przypadek wi-
nien by¢ bardziej prawdopodobny. Zastosowany przyrzad pomogt poprawié
btedne wyobrazenia u 6 badanych oséb (na 53 btedne odpowiedzi do zadania
12)

Zadania 1.3 i 11.3

Jest oczywiste, ze skoro za kazdym razem losujemy z tego samego ze-
stawu kul (2 czarne i 1 biata), wiec za kazdym razem prawdopodobienstwo
wylosowania kuli czarnej jest rowne | i nie zmienia sie. Wykorzystujac te in-
formacje (strategia heurystyczna (C)) wnioskujemy blednie, ze liczba losowan
nie powinna mie¢ wptywu na szanse zwyciestwa. W rzeczywistosci liczba lo-
sowan nie miataby wptywu na szanse zwyciestwa, gdyby prawdopodobienstwo
wylosowania kuli czarnej wynosito jednak w naszym wypadku szanse na
zwyciestwo rosng wraz z liczbg powtérzen. Swoj wybor odpowiedzi c) badani
(az 44 osoby) uzasadniali:

— ... zawsze mam jednakowe szanse, poniewaz w urnie za kazdym razem jest
wiecej kul czarnych niz biatych;
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— Bez wzgledu na liczbe losowan, zawsze wigksze szanse ma osoba losujaca
kule czarne;

— Zawsze mam wiegksze szanse, rowne a przeciwnik

— ... bo kula zawsze wraca do urny i jest tych kul ciggle tyle samo.

Jednak pomimo wielu btednych odpowiedzi, w grupie 69 badanych osdb,
11 podato prawidtowag odpowiedz uzasadniajac jg nastepujgco:

— Im wiecej bedzie losowan, tym wiegksze sg szanse wygrania, poniewaz wiecej
bedzie kul czarnych.

W zadaniu 11.3 zabieg dydaktyczny utatwiajacy podjecie wiasciwej decy-
zji polega na zmniejszeniu liczby losowan co pozwala szybciej policzy¢ wyniki
sprzyjajace wygraniu. Ponadto kazdy wynik sprzyjajacy wygraniu jest bar-
dziej prawdopodobny niz dowolny wynik niesprzyjajacy wygraniu, wiec szanse
zwyciestwa rosng ze wzrostem liczby powtdrzen. Zabieg ten pozwolit na po-

prawe btednych odpowiedzi u 16 badanych oséb (na 53 bledne odpowiedzi do
zadnnia 1.3).

Zadania 1.4 i 1l1.4

Stosujac heurystyki Kahnemana i Tversky’ego badani, opierajac sie na
strategii (B), winni wybrac¢ odpowiedz b), jako bardziej reprezentatywna, bar-
dziej odpowiadajaca losowosci, zgodng z tym jak intuicyjnie pojmujemy przy-
padek. Tymczasem tak postgpito zaledwie 14 os6b. Zdecydowana wiekszos¢
(51 os6b) wybrata prawidtowg odpowiedz c), a tylko 3 osoby (ciekawe ze cata
tréjka to studenci matematyki) uwazaty, ze Tomek pomimo skreslenia szesciu
kolejnych liczb ma wieksze szanse wygrania.

Poprawne odpowiedzi uzasadniano nastepujgco:

— Liczby sg losowo wybierane i nie ma znaczenia czy ktos skreslit liczby kolejne
czy nie.

Typowe uzasadnienia btednej odpowiedzi b) sg nastepujace:

— ... gdyz nie wierze, ze liczby bedg losowane w kolejnosci;
— ... odpowiedz a jest mato prawdopodobna;
— ... rzadziej wylosowane sa liczby Tomka, wiem to z obserwacji.

W zadaniu 11.4 utatwieniem jest zmniejszenie zaréwno liczby numeréw na
kuponie, jak i liczby skreslen (teraz skreSlamy 2 z 5 zamiast 6 z 49). W tej
sytuacji wida¢ ze kazde dwie skreslone liczby sa ,jednakowo dobre” (maja
takie same szanse na ich wylosowanie). Ten zabieg dydaktyczny pozwolit na
poprawienie odpowiedzi u 15 oséb badanych, ktore w | serii Zle wnioskowaty,
na 17 btednych odpowiedzi do zadania 1.4.
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Zadania 1.5 i 1l.5

Mozna byto oczekiwaé, ze w zadaniu 1.5 badani, postugujac sie strategia
(A), uznaja skreslenie 43 liczb sposrdd 49 za korzystniejsze niz skreslenie 6 liczb
sposrod 49. Poniewaz tatwiej sobie wyobrazi¢ szdstki liczb, wiecej dostrzegamy
takich szescioelementowych podzbioréw, a bezposrednio wida¢ tylko jeden 43
elementowy podzbidér, zatem wydaje sie, ze w przypadku skreslania 43 liczb
jest mniej mozliwosci. Intuicyjnie wydaje sie tatwiejsze trafienie tam, gdzie
tych wynikoéw jest mniej.

Oto inny sposéb rozumowania prowadzacy do takiej samej odpowiedzi:
jezeli skreslam 43 z 49, to skreslam prawie wszystkie liczby (skreslam duzo)
a tatwiej trafi¢ w ,,duzo” — przez analogie strzelania do tarczy (im wieksza
tarcza, tym tatwiej w nig trafic).

Rezultaty badan potwierdzajg powyzsze przypuszczenia, gdyz na 38 bied-
nych odpowiedzi, 33 to odpowiedzi b). Badani nastepujgco uzasadniali swoje
wybory:

— ... skreslamy wiecej liczb z takiej samej ilosci;

— ... im wiecej liczb skreslamy, tym bardziej prawdopodobne jest wygranie;
— ... jesli gracz skresla 43 z 49, to jest wieksza szansa na to ze skreslit dobrze;
— ... poniewaz skreslamy wiekszg ilos¢ liczb;

— ... bo zostaje mniej liczb, ktére nie zostang wylosowane;

— ... bo wieksza mozliwos¢ wyboru liczb;

-eee bo P(a) = P(b) = L.

Zabieg dydaktyczny w zadaniu 11.5, majacy usung¢ biedne wyobrazenia,
polega na zwrdceniu uwagi na symetrie: 6 liczb wytypowanych sposréd 49
jednoznacznie okresla 43 liczby niewytypowane. Obojetne wiec jak postepuje
(czy skreslajac te ktdre maja by¢ wylosowane, czy skreslajac te, ktére nie maja
by¢ wylosowane) szanse wygrania sg réwne. Zabieg ten pozwolit na poprawe
odpowiedzi u 19 os6b badanych sposréd 38 osob blednie odpowadajgcych w
zadaniu 1.5.

Zadania 1.6 i ll.6

Mozna byto oczekiwaé, ze w zaleznosci od przyjetej strategii heurystycznej
studenci wybiorg niepoprawnag odpowiedz a) albo c).

Intuicyjnie czujemy, ze probka winna by¢ podobna do populacji, a za-
tem, zgodnie z wnioskowaniem charakterystycznym dla strategii (B), badani
wybierali bledng odpowiedz a). Tak postgpito 48 os6b uzasadniajgc swoja
odpowiedz:

— Taki jest $redni poziom;

— Jezeli $redni poziom populacji wynosi 100, wiec wgrupie 50 os6b ten poziom
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bedzie wynosi¢ réwniez 100;

— W tej grupie moga by¢ tacy, ktérzy majg ponizej 100 i tacy, ktérzy maja
powyzej, ale w rezultacie Srednio bedzie 100;

— Jeden bedzie miat mniej, drugi wiecej, ale w sumie sie to wyréwna i bedzie
ta przecietna wartos¢ inteligencji.

Poniewaz, tatwa do policzenia, Srednia arytmetyczna dwoéch liczb: 100 i
150 wynosi 125, wiec (w sposob charakterystyczny dla strategii (A)) badani
wybierali btedng odpowiedz c). Tak postgpito 10 oséb uzasadniajgc swoj
wybor:

— ... wzietam $rednig miedzy 100 a 150;
— ... jest 125, bo aby uzyska¢ nizszg Srednig w populacji 50 osob, co najmniej
kilkanascie musiatoby miec¢ iloraz ponizej 100.

Zabieg dydaktyczny w zadaniu 11.6 polega na zmniejszeniu probki z 50
(os6b) do 3 (gier). Przy trzech danych liczbowych policzenie $Sredniej arytme-
tycznej powinno by¢ bardzo tatwe. Zabieg ten pozwolit na poprawe btednych
odpowiedzi u 18 badanych os6b (na 58 biednych odpowiedzi w I serii).

Zadania 1.7 i 11.7

Powodow biednych odpowiedzi do zadania 1.7 nalezy dopatrywac sie w
przyjmowaniu strategii zakotwiczenia (C). Badani studenci wigzali (nieistotng)
informacje, ze w trzech pierwszych ciggnieciach, sposréd planowanych szesciu,
nie byto kuli czarnej z informacja, ze srednio na trzy losowania uzyskujemy
jedna taka kule, wnioskowali wiec, ze w trzech nastepnych musza by¢ dwie
kule czarne. Swoje odpowiedzi badani uzasadniali nastepujgco:

— ... bo na 3 losowania wypada 1 czarna;
— ... $rednio na 3 losowania wypada 1 czarna, to na 6 losowan, 2 czarne.

Pojawity sie takze odpowiedzi a) (6 os6b) z uzasadnieniem:

— ... poniewaz w 3 pierwszych ciggnieciach ani razu nie pojawita sie kula
czarna, to wcale nie mamy pewnosci, ze pojawi sie ona w 3 ostatnich losowa-
niach;

— ... poniewaz biatych jest wiecej;

— ... poniewaz prawdopodobienistwo wylosowania kuli czarnej jest mniejsze.

W zadaniu I1.7 zostato zastosowane rozdzielenie czasowe kolejnych ciggéw
trzech losowan (teraz 3 i po tygodniu 3). Rozdzielenie czasowe sprawia, ze
wynik poprzednich losowan nie jest juz brany pod uwage przy przewidywaniu
wyniku nastepnych losowan. Zabieg ten poprawit odpowiedzi u 20 oséb (na
29 btednych odpowiedzi do zadania 1.6).
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Zadania 1.8 i I1l1.8

W zadaniu 1.8 powodéw blednych odpowiedzi nalezy dopatrywac sie w
przyjmowaniu strategii (B) o czym swiadczy wybor odpowiedzi a) jako bardziej
reprezentatywnej. Na 29 btednych odpowiedzi, 21 to wlasnie odpowiedz a),
ktdra uzasadniano:

— ... bo ja jeszcze nie spotkatam rodziny, gdzie bytoby pieciu chitopcéw pod
rzad;

— ... ilo$¢ chtopcow powinna w pewnym stopniu rownac sie ilosci dziewczat;
— ... I obserwacji, z zycia;

— ... bo tak mi sie wydaje z analizy rodzin w moim $rodowisku.

Prawidtowag odpowiedz c) wybrato 39 os6b z uzasadnieniem:

— ... tojest tak jak z rzucaniem monetg;

— ... 0 kolejnosci decyduje przypadek,

— ... poniewaz nie wiemy czy dziecko, ktore sie urodzi bedzie dziewczynkg czy
chtopcem,

— Kazde dziecko ma 50% szans na to, ze bedzie dziewczynka (chitopcem) i nie
bierze sie pod uwage, ze wczesniej byto np. X chiopcow.

W zadaniu |l.8 zmniejszono liczbe dzieci w populacji: z rodzin z piecior-
giem dzieci do rodzin z dwojgiem dzieci. Zabieg ten pozwolit na poprawe
odpowiedzi u 14 oséb badanych (na 28 blednych odpowiedzi do zadania 1.8).

Zadanie 1.9 i 11.9

Zadanie 1.9 znane jest w literaturze pod nazwag problemu wspélnych uro-
dzin. Zdarzenie, ze w grupie 50 oséb sg przynajmniej dwie osoby obcho-
dzace urodziny w tym samym dniu, powszechnie uznawane jest za bardzo
mato prawdopodobne. Tymczasem jest to zdarzenie praktycznie pewne (jego
prawdopodobienstwo wynosi 0, 994). Badani najcze$ciej mocno zanizaja praw-
dopodobienstwo tego zdarzenia wybierajac odpowiedz a) i uzasadniajgc swoj
wybor:
— ... wieksza jest liczba dni w roku niz oséb w grupie;
— ... poniewaz rok ma 365 dni, to wsréd 50 osob sa nikle szanse, ze urodzity
sie w tym samym dniu;
— ... wroku jest 365 dni, wiec trudno by bylo znalez¢ wspélne urodziny wsréd
50 0sdb;
— ... mozliwych dat urodzenia jest bardzo wiele, a wiec prawdopodobienstwo
jest bardzo mate.

W zadaniu 1.9 zmieniono rekwizyty: zamiast os6b — krople deszczu, za-
miast dat (dni roku) — ptytki chodnikowe. Nie rozwazamy juz problemu
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wspolnych urodzin, lecz problem, czy jest cho¢ jedna ptytka, na ktdrg spadng
2 krople deszczu. W problemie tym nie budzi sprzeciwu fakt, ze kropli jest
tylko 50 a ptytek az 365 (jak to byto przy wspdélnych urodzinach). Tu od-
wotujemy sie do doswiadczenia. Deszcz pada nieréwnomiernie, nieregularnie,
losowo, zatem dziwne by byto gdyby kazda kropla upadta na inng ptytke. Musi
by¢ cho¢ jedna taka, na ktérg upadng dwie krople deszczu. Zabieg ten spowo-
dowat poprawe odpowiedzi az w 33 przypadkach (nha 41 btednych odpowiedzi
do zadania 1.9).

Zadanie 1.10 i 11.10

Obydwa zdarzenia opisane w tym zadaniu sg jednakowo prawdopodobne.
Mimo to pojawity sie odpowiedzi, w ktérych badani stawiali na jedno z nich (8
os6b wybrato odp. a), 9 oséb odp. b), 52 osoby odpowiedziaty prawidiowo).
Wybor odpowiedzi ¢) badani uzasadniali nastepujaco:

— ... to sg identyczne zdarzenia;
— ... w kazdej sytuacji spotykaja sie 2 osoby;
— ... oba problemy sprowadzajg sie do wybrania 2 oso6b z zadanej populacji.

W zadaniu 11.10 zmieniono rekwizyty. Zamiast ludzi uzyto kostek do gry
a zamiast dat — wyniki rzutu kostkg. W takim ujeciu poprawa odpowiedzi
miata miejsce u 11 oséb (na 17 btednych odpowiedzi w zadaniu 1.10).

4. Wnioski koncowe

Celem pracy byto ujawnienie stosowania strategii heurystycznych Kahne-
mana i Tversky’ego we wnioskowaniach stochastycznych. Cel ten realizowany
byt poprzez specjalnie dobrane zadania | serii, w rozwigzywaniu ktérych ba-
dani studenci rzeczywiscie opierali sie na wspomnianych strategiach. Zada-
nia: 1.4 i 1.10 nie ujawnity zbyt wiele btednych rozumowan a zadanie 1.1
wecale nie spetnito swojej roli (zaledwie 1 osoba odpowiedziata niepoprawnie).
Pozostate zadania, tak jak tego oczekiwano, ujawnity w sposob wyrazny, ze
badani korzystajg z niematematycznych sposobéw rozwiagzywania probleméw
probabilistycznych. Czyniag to zaréwno studenci pedagogiki, jak tez studenci
matematyki.

W badaniach nie poprzestano jedynie na diagnozie: cztowiek korzysta ze
strategii heurystycznych Kahnemana i Tversky’ego, ale prébowano poprzez
dobor innych zadan (zadan Il serii — dualnych odpowiednikéw zadan | se-
rii) wyeliminowaé¢ btedne wnioskowania i rozwija¢ poprawne intuicje stocha-
styczne. Udato sie to w wielu przypadkach, lecz nie wszystkie zadania Il serii
w peini odegraty swoja role.
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Ciagle wiec zostaje otwarte pytanie: Jak usuwac¢ btedne wyobrazenia? Z

cala pewnosciag wymaga to wielu zabiegdbw dydaktycznych rozciggnietych w
czasie i wigzacych sie ze zmiang konwencjonalnych sposobéw uczenia stocha-

styki w szkole.
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