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a proces ksztattowania tego pojecia

Résumé. L’article est une proposition didactique d’emploi des parado-
xes dans le processus de la découverte et de la formation de la notion
d’espérance mathématique. Dans I’article le processus de la formation
de la notion d’espérance mathématique contient de defférents aspects de
cette notion, ses interprétations, ses applications et les erreurs.

1. Uwagi wstepne

Osobliwoscig rachunku prawdopodobienstwa jest bogactwo paradoksow i
sofizmatow. Paradoksy towarzyszyty powstawaniu i rozwojowi tej dziedziny
matematyki, kreowaty spory i dyskusje nad ich zrédtami, inspirowaty i inspi-
rujg nadal problematyke pewnych zadan. Paradoksy stanowig nie tylko wkiad
do historii matematyki, aktualnie mozna je wykorzysta¢ w nauczaniu (réwniez
w ksztatceniu stochastycznym) jako zrdédio problematyki zaje¢ (zadan i przy-
ktadoéw) oraz jako srodek matematycznej aktywizacji. Wartos¢ dydaktyczna
stochastycznych paradokséw polega na tym, ze wigczone do zaje¢ skutecznie
prowokuja ucznioéw i studentéw do samodzielnego myslenia, do wykrywania luk
oraz btedéw w gotowych rozumowaniach, do poszukiwania srodkéw argumen-
tacji ,,za i przeciw”, do odwotywania sie do danych statystycznych (konfron-
tacja intuicyjnych wnioskéw z danymi empirycznymi). Paradoksy stanowig
wiec sSrodek matematycznej aktywizacji i wazny element procesu odkrywania
i ksztattowania poje¢ oraz rozwoju intuicji stochastycznych.

Niniejsza praca stanowi propozycje dydaktyczng wykorzystania paradok-
séw do wspierania procesu odkrywania i ksztattowania pojecia nadziei ma-
tematycznej. Ksztattowanie pojecia rozumiemy tu jako diugotrwaty proces
(nie zredukowany do formalnej definicji), w trakcie ktérego ukazuje sie rozne
aspekty pojecia i rézne jego wiasnosci oraz w trakcie ktérego uczenn sam od-
krywa definicje (najczesciej jako narzedzie rozwiazywania problemu powsta-
tego na tle interesujgcej sytuacji pozamatematycznej). Wazne jest w tym
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procesie by formalna definicja byta jego finatem, a nie poczatkiem.

Pojecie nadziei matematycznej jest jednym z trudniejszych pojec¢ i wigza
sie z nim szczegblne intuicje. Dostepne obecnie podreczniki (np. [1], [4]),
ograniczaja sie jedynie do podania definicji wartosci oczekiwanej oraz kilku
prostych zadan na obliczanie $rednich wartosci zmiennych losowych o pro-
stych rozktadach. Rozwiazania tych zadan wymagaja wylgcznie rachunkoéw,
nie obejmujg fazy matematyzacji ani fazy interpretacji, ktére sg waznymi ele-
mentami procesu ksztattowania pojecia i jego stosowania. Mozna znac¢ defini-
cje a nie rozumie¢ pojecia i odwrotnie: nie znajac definicji mozna, w procesie
matematyzacji przy rozwigzywaniu pewnych probleméw pozamatematycznych
(np. zwigzanych z ocena oczekiwanych korzysci), dochodzi¢ do pojecia warto-
Sci oczekiwanej.

W pracy odwotujemy sie do réznego typu gier losowych. Przez wygrang w
grze rozumiemy dalej kwote uzyskanag za wynik doswiadczenia losowego prze-
prowadzanego w grze. Réznice miedzy tg kwotg a kwotg wptacong za udziat
w grze nazywamy zyskiem. Organizatora gry nazywamy dalej bankierem.

Mozna moéwic¢ o trzech podejsciach do procesu ksztattowania pojecia na-
dziei matematycznej. W kazdym z nich chodzi o gre, w ktdrej wygrana gracza
jest zmienng losowa, jej wartosciami sg pewne kwoty pieniedzy a za udziat w
ktorej trzeba optaci¢ wstep.

Pierwsze podejscie oparte jest na odkrywaniu tego pojecia w procesie esty-
macji wartosci oczekiwanej za pomocg statystyki srednia z prébki. Przedsta-
wiono je szczegétowo w [14]. Podejscie to opiera sie na przejsciu od Sredniej
arytmetycznej wartosci zmiennej losowej dla wynikow uzyskanych w bardzo
wielu powtérzeniach doswiadczenia, do odpowiadajacej jej wartosci teoretycz-
nej (poprzez przejscie od czestosci do prawdopodobienstwa, jako jej teoretycz-
nego odpowiednika). Proces matematyzacji oparty jest na prawie wielkich
liczb Chinczyna (statystyka $rednia z prébki jako estymator zgodny wartosci
oczekiwanej cechy w populacji). Pojecie wartosci oczekiwanej jest odkrywane
jako narzedzie rozstrzygania problemu optaty za wejscie do gry sprawiedliwej.
Poszukiwanie kryterium takiej sprawiedliwosci prowadzi do odkrycia definicji
wartosci oczekiwanej.

W drugim podejsciu podstawg do odkrywania pojecia wartosci oczekiwanej
jest ustalanie wysokosci wstepu do gry, aby gra przynosita bankierowi zyski.
Oznacza sie przez x optate za wejscie do gry i rozwigzuje problem: przy jakim
X gra bedzie przynosi¢ bankierowi zyski jesli wezmie w niej udziat duza liczba
graczy. Dokonuje sie pewnych obliczen opartych na zatozeniu, ze gracz bierze
udziat w n powtdrzeniach gry, ptacac za kazdym razem x. Wéwczas nx — to
kwota, ktora wptywa do kasy bankiera. Jezeli przez m oznaczymy sume wyptat
oczekiwanych wygranych gracza i nx > m — to gra przynosi zyski bankierowi,
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jesli nx < m — to przynosi straty. Sytuacja kreuje pytanie: a co z zyskami i
stratami bankiera gdy nx — m. Dochodzi sie tu do pojecia sprawiedliwosci gry
i wartosci oczekiwanej wygranej gracza. W tym ujeciu, gra jest sprawiedliwa,
jesli optata za wejscie do gry jest rowna wartosci oczekiwanej wygranej.

Przedmiotem niniejszej pracy jest inna, trzecia, propozycja odkrywania
pojecia nadziei matematycznej. Inspiracjg tego matematycznego odkrycia sg
pewne paradoksy. Heureza kreujgca to odkrycie dotyczy oceny oczekiwanych
zyskow i strat w nieco innym procesie matematyzacji.

Praca jest opisem doswiadczen wyniesionych z pracy ze studentami IlI i
IV roku matematyki krakowskiej WSP w ramach ¢éwiczen z rachunku prawdo-

podobieristwa prowadzonych w latach 1995/96 oraz 1996/97. Cwiczenia pro-

wadzone sg zgodnie z pewng ,filozofig” stochastycznego ksztatcenia, wedtug
ktoérej

Zasadnicza role w ksztatceniu stochastycznym nauczyciela petni etap pro-
pedeutyczny, obejmujacy podstawy teorii, prezentujgcy stochastyke jako
matematyke odkrywanag w procesie rozwigzywania problemoéw, a jej po-
jecia i metody jako szczegblne matematyczne narzedzia rozwigzywania
konkretnych probleméw ([17], str. 143).

2. Pewne paradoksy zwigzane z pojeciem wartosci oczekiwanej
kreujace i motywujgce proces ksztattowania tego pojecia

2.1. Karnawatowa gra w kosci

W znanej w USA grze chuck-a-luck (zob. [9], str. 133, [16], str. 359) rzuca
sie trzema kostkami. Przed rzutem gracz stawia kwote s na jednag z liczb od
1 do 6. Jezeli obstawiona przez gracza liczba wypadnie na k kostkach, to
wygrywa on kwote k ms, (k = 1, 2, 3), ponadto otrzymuje z powrotem stawke
zaktadu. Jezeli obstawiana liczba oczek nie wypadnie na zadnej z kostek,
stawke zabiera bankier. W [9] wspomina sie o reklamie gry przez bankiera (Za
kazdym razem trzy wygrane i trzy przegrane!), ktéra ma sugerowac graczowi,
ze gra jest sprawiedliwa. Przytacza sie tam rowniez rozumowanie gracza uza-
sadniajace, ze gra jest dla niego korzystna:

Gdyby byita tylko jedna kostka, to wybrana przeze mnie liczba wypada-
taby tylko 1 raz na szes¢. Gdyby byty dwie kostki, to wybrana liczba
wypadataby w dwéch przypadkach na sze$¢. A poniewaz sa trzy kostki,
to wybrana liczba powinna wypadac¢ w trzech przypadkach na sze$¢. Za-
tem szanse na wygranie i przegranie sg réwne. Ponadto, jesli postawie
dolara na przyktad na ,piatke” i ,piatka” wypadnie na dwoch kostkach
to zyskam 2 dolary. A jesli ,pigtka” wypadnie na trzech kostkach to
zyskam 3 dolary. Gra jest wiec dla mnie korzystna.
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Fakt, ze bankier oferuje taka gre oznacza, ze nie moze by¢ ona, ani spra-
wiedliwa, ani korzystna dla gracza, wszak bankier musi zarabiaé. Sag wiec
podstawy do kwestionowania poprawnosci tych argumentacji. Nasuwaja sie
pytania, jak na gruncie rachunku prawdopodobienstwa:

a) uzasadni¢ niepoprawnos¢ wnioskowania sformutowanego w owej reklamie
ary,

b) wyjasni¢ prosperowanie hazardu, a wiec faktu, ze namawia do niego
bankier,

c) wykaza¢ blad w ocenie swojej sytuacji przez gracza.

Ocene oczekiwanej wygranej gracza rozpocznijmy od konstrukcji prze-
strzeni probabilistycznej (fi,p) jako modelu probabilistycznego rzutu trzema
kostkami. Zatézmy, ze kostki sg rozréznialne. Wynik rzutu traktujmy jako
trzywyrazowag wariacje zbioru {1, 2, 3,4,5,6). Woéwczas fi = {1,2,3,4,5,6}3i
p(u) = p- dla kazdego u £ fi (przestrzen probabilistyczna jest wiec klasyczna).
Mamy zatem 216 mozliwych i jednakowo prawdopodobnych wynikéw rzutu
trzema kostkami.

Na poczatku gracz podejmuje decyzje co do obstawianej liczby oczek.
Przypusé¢émy, ze gracz postawit stawke s na liczbe j. Jezeli Wj bedzie wy-
grang gracza, (j = 1,2,3,4,5,6), to wygrana ta jest dodatnia, gdy j oczek
wypadnie na co najmniej jednej kostce. Gracz przegra stawke (jego wygrana
bedzie réwna 0), gdy na zadnej kosci nie wypadnie liczba j oczek.

Sposréd 216 wynikow jest 125 takich, w ktérych ani razu nie wystepuje
liczba j. Wygrana gracza w tych przypadkach wynosi G5, a wiec P(Wj=0s) =
i|]|]. Pozostate wyniki (jest ich 91), sprzyjaja dodatniej wygranej gracza, w
tym

— w jednym przypadku (na kazdej z trzech kostek wypadnie j oczek) gracz
wygrywa 4s (bankier wyptaca graczowi 3s oraz kwota zaktadu s staje
sie ponownie wiasnoscig gracza), a wiec P (W j=4s) =

— w 15 przypadkach (doktadnie na dwu kostkach wypadnie j oczek) gracz
wygrywa 3s, a wiec P(Wj=3s) =

— w 75 przypadkach (tylko na jednej kostce wypadnie j oczek) gracz wy-
grywa 2s, a wiec P(W j=2s) =

Rozktad zmiennej losowej W j jest wiec funkcjg postaci:

Wj Os 2s 3s 4s

S 125 75 15 1
P{WJj = WJ) 516 216 216 216
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Zatézmy, ze gracz zamierza zagra¢ 216 razy, za kazdym razem stawiajac
dolara naj oczek.

Dla ustalonego k zajscie zdarzenia {kP;=/;} potraktujmy jako sukces. Rzut
trzema kostkami staje sie wtedy proba Bernoullego o prawdopodobienstwie
sukcesu réwnym u*, gdzie Uk = P(Wj=k) dla k = 0,2, 3,4. Przy ustalonym
K powtarzanie gry 216 razy staje sie schematem Bernoullego o 216 prébach i
prawdopodobienstwie sukcesu réwnym tt*,. Srednia liczba sukceséw jest réwna
216 mUk 1. Mozemy zatem oczekiwac:

— jednej gry z wygrang 4 dolary («4 = jie),

— 15 gier z wygrang 3 dolary (u3= ),

— 75 gier, w ktdrych wygrana wyniesie 2 dolary (u2= ~),
— 125 gier, w ktérych wygrana wyniesie 0 (uo — ~y]).

Wygrana jakiej gracz moze oczekiwa¢ w 216 grach jest suma:
1e4$ + 15 3%+ 75 «2% + 125 «08%,

czyli wynosi 199 dolaréw. W tej (teoretycznej) sytuacji srednio na jedna gre
przypada zatem wygrana Ll dolara. Jest to $rednia wygrana gracza w jednej
grze. Jest to wygrana, jakiej gracz moze oczekiwaé¢ w jednej grze, a wiec jest
to jakby oczekiwana wygrana.

Zauwazmy, ze ta $rednia wygrana przypadajgca na jedna gre jest suma

. 15 n 75 n 125
------ TR SR I O

Poddajmy analizie wyrazenie (1). Kazdy jej sktadnik jest iloczynem wartosci
zmiennej losowej Wj przez prawdopodobienstwo, z jakim zmienna losowa Wj
moze te wartos¢ przyjac¢, a sumowanie rozciaga sie na wszystkie wartosci tej
zmiennej losowej. Jest to zatem suma postaci

Wj-P{Wj = t0Oj), gdzie Piw, = {0,2,3,4}.
WizUwj

Ostatnia suma jest pewng charakterystyka liczbowag rozkiadu zmiennej loso-
wej Wj. Rodowdd tej sumy sugeruje by nazwaé ja wartoscig Srednig, albo
wartoscig oczekiwang wygranej gracza. Jej empiryczny sens jest tatwy do
uchwycenia. Jes$li udziat w opisanym hazardzie gracz powtdrzy bardzo wiele
razy, stawiajac za kazdym razem dolara, to $rednio w jednej grze moze ocze-
kiwa¢ wygranej okoto ||| dolara. Pozostata czes¢ postawionej stawki trafi do

IWartos$¢ oczekiwana liczby sukcesow w schemacie m préb Bernoullego jest réwna mu,
gdzie u jest prawdopodobienstwem sukcesu.
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kasy bankiera. Odkryta wartos¢ srednia pozwala wiec na gruncie matematyki
ocenia¢ sytuacje gracza. Gra jest dla gracza niekorzystna. Otrzymana wiel-
ko$¢ umozliwia zarazem ocene zyskéw bankiera. Jesli w grze wezmie udziat
stosunkowo wielu graczy i kazdy postawi dolara, to (z prawdopodobieristwem
bliskim jednosci) mozna oczekiwaé, ze $rednio ~ z kazdego postawionego
dolara zostanie w kasie bankiera.

Te ostatnie wnioski stanowig tzw. faze interpretacji i ukazuja, wazny w
procesie ksztaltowania pojec¢ i intuicji stochastycznych, statystyczny aspekt
pojecia nadziei matematycznej, pozwalajacy formutowac¢ wiarygodne wnioski
na temat wygranych na podstawie znajomosci wartosci liczbowej nadziei ma-
tematycznej.

Przedstawione wyzej oceny oczekiwanych zyskéw i wygranych sa pewng
propozycja odkrywania definicji nadziei matematycznej w procesie matematy-
zacji 2. Rozwazania pozwolity dostrzec idee ogdlnej definicji wartosci oczeki-
wanej. W opisanej sytuacji to nowe pojecie stochastyczne stato sie narzedziem
rozwigzywania pewnego pozamatematycznego problemu.

Istotg paradoksu, o jakim mowa na poczatku, jest rozbiezno$¢ pomiedzy
argumentacjami bankiera i gracza a ocenami oczekiwanych wygranych, uzy-
skanymi na gruncie matematyki.

Paradoksalna sytuacja wyjsciowa stata sie inspiracjg do sformutowania i
rozwigzania zadania probabilistycznego. Pojecie wartosci oczekiwanej stato
sie w opisanej sytuacji nowym, dopiero odkrywanym narzedziem uzasadnienia
prosperowania hazardu a zarazem rozstrzygania sprawiedliwosci gry.

2.2. Paradoks zwigzany z klasycznym rozkiadem
prawdopodobienstwa na zbiorze liczb naturalnych

W [18] opisano nastepujaca gre: Na czotach dwoch graczy Ga i GB wypi-
sano po jednej z dwdch kolejnych liczb naturalnych. Gracz nie widzi liczby wy-
pisanej na wiasnym czole, widzi natomiast liczbe na czole przeciwnika. Gracz
z mniejszg liczba wyptaca przeciwnikowi kwote réwna liczbie wypisanej na jego
wiasnym czole. Gracz ma prawo wycofaé sie z gry. Z ponizszego rozumowania
wynika, ze z takiego prawa nie nalezatoby korzysta¢, gdyz gra wydaje sie by¢
korzystna dla kazdego z graczy.

— Na czole przeciwnika widze liczbe k, zatem na moim jest albo liczba
A—1 albo A+ 1, kazda z takim samym prawdopodobienistwem. Gdy jest
to liczba A — 1, strace A— 1 ztotych, gdy A+ 1 — wygram A ziotych.
Moja $rednia wygrana wynosi zatem: —(A —1) | -f A+i, czyli -, wiec
gra jest dla mnie korzystna.

2opisana symulacja jest formg matematyzacji rozumianej w sensie o jakim mowa w [8]



Paradoksy zwigzane z nadziejg matematyczng 125

Analogicznie moze rozumowac jego przeciwnik. Stajemy wiec przed para-
kosalng sytuacja; gra nie moze by¢ bowiem korzystna dla obu graczy. Poja-
wia sie pytanie, jak wyjasni¢ ten paradoks. Pytanie to jest trescig zadania
stochastycznego stawianego naszym studentom matematyki na ¢wiczeniach z
rachunku prawdopodobienstwa.

Rozumowanie gracza opiera sie¢ m.in. na btednym postulacie, ze kazda z
liczb naturalnych moze by¢ wybrana z jednakowym prawdopodobienstwem, a
wiec ze na zbiorze liczb naturalnych mozna okresli¢ klasyczny rozkitad praw-
dopodobienstwas.

Przy zatozeniu, ze liczby wypisywane na czotach graczy nie sg wieksze od
ustalonej liczby naturalnej n, mozna okresli¢ klasyczny rozkiad prawdopodo-
bienstwa na zbiorze liczb naturalnych nie wiekszych od n.

Niech {1, 2,..., n} bedzie zbiorem, z ktdrego wybierane sg liczby w opisanej
grze. Oznaczmy przez a liczbe wypisang na czole gracza G a>przez b — liczbe
wypisang na czole GB- Jezeli graczowi G a jako pierwszemu wpisujemy liczbe,
to drzewo z rys. 1 prezentuje przestrzenn probabilistyczng bedaca modelem
probabilistycznym doswiadczenia losowego, o jakim wyzej mowa.

rys. 1.

Model ten nie jest klasyczny. Wyniki U\ i uin przyjmowane sa z prawdo-
podobienstwem pozostate wyniki — z prawdopodobienstwem A.. Niech
W a bedzie wygrana gracza Ga (zbiér wartosci i rozktad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej Wa prezentuje rys. 1). Wartos$¢ oczekiwana tej zmiennej
losowej wynosi:

3lezeli przestrzen probabilistyczna (fi,p) jest klasyczna, to p nazywa sie klasycznym
rozktadem prawdopodobienstwa.
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« = (- i)-;+i-8+(-*)-5s+2-§ +- +(-i)("-N)-s

n—2
2n

Niech kPpg oznacza wygrang gracza Gg. Mozna wykazac¢, ze wartos¢ ocze-
kiwana tej zmiennej losowej wynosi:

e(Wb) .

Dla n > 2 grajest korzystna dla gracza, ktéremu jako pierwszemu wypisywana
jest liczba na czole. W tej sytuacji gra nie jest sprawiedliwa. Tym samym
wyjasniono, ze gra nie jest korzystna dla obu graczy, nie ma tu wiec paradoksu.

Poprzedzmy gre runda wstepna, w ktdrej w drodze losowania dajacego
kazdemu z graczy réwne szanse, rozstrzyga sie kto dostaje prawo pierwszen-
stwa. Wprowadzenie rundy wstepnej sprawia, ze w modelu probabilistycznym
pojawiajg sie pewne symetrie, a te sprawiajg, ze gra staje sie sprawiedliwa.

Rozumowanie, ktore ujawniato paradoks (dla obu graczy gra jest korzyst-
na), przenosi sie na sytuacje, gdy wpisywane na czotach liczby niekoniecznie
sg kolejnymi. Omawiany paradoks znany jest w literaturze w kilku innych wa-
riantach. Warto je w nauczaniu wykorzysta¢. Mamy tu na uwadze aktywnosci
zwigzane z odkrywaniem i uzasadnianiem analogii.

W [9] przytoczono inny wariant tego paradoksu pod nazwg czyj portfel
cenniejszy. Dwu gosciom w kawiarni proponuje sie, by kazdy z nich wytozyt
na stot swoj portfel. Zawartos¢ portfela, w ktorym jest wieksza kwota, staje sie
wilasnoscig drugiego z gosci4. Nastepujgce rozumowanie przemawia rzekomo
za tym, ze gra jest korzystna dla kazdego z gosci.

— Jesli mam wiecej pieniedzy to trace je na rzecz przeciwnika. Jezeli
jednak on ma wiecej pieniedzy to ja wygrywam i to wiecej niz moge
straci¢, zatem gra jest dla mnie korzystna.

Problem i argumentacja sg analogiczne do wcze$niej zaprezentowanych.

Gra jest sprawiedliwa ale przy zatozeniu, ze kazdy z graczy dysponuje
pewng kwotg od 0 do pewnej maksymalnej liczby n. Przyjmujac to zatozenie
0 ograniczonosci kwot graczy mozemy skonstruowac tabele wyptat (patrz tab.
1), ktéra pozwala ,,dostrzec symetrie” gry a tym samym jej sprawiedliwos¢
(zaden z graczy nie ma w niej przewagi).

4Kolejny wariant tego paradoksu dotyczy krawatéw dwu siedzacych na przeciwko panéw,
krawat tadniejszy przechodzi na wiasnos¢ pana z brzydszym krawatem ([9]).



Paradoksy zwigzane z nadziejg matematyczng 127

1 2 3 n-2 n-1 n

X 2 3 n-2 n-1 n

-2 X 3 n-2 n-1 n

-3 -3 X n-2 n-1 n

n-2 -(n-2) -(n-2) -(n-2) X n-1 n
n-1 -(n-1)  -(n-1) -(n-1) -(n-1) X

n -n -n -n -n -n X

tabela 1.

Liczby w pierwszej kolumnie i w pierwszym wierszu oznaczajg odpowiednio
kapitat (zawartos¢ portfela) gracza Ga i Gb - Na skrzyzowaniu wiersza odpo-
wiadajgcego kwocie j z kolumng odpowiadajgca kwocie Kk znajduje sie kwota,
ktora (w zaleznosci od j i k) wygrywa lub traci gracz Ga- Wygranej gracza
G a sprzyjaja wyniki nad przekatng tabeli, wygranej gracza GB — wyniki pod
przekatng. Wezmy pod uwage zmienne losowe:

Wa — wygrana gracza G a, — wygrana gracza Gb -

W tej sytuacji mamy E{Wa) = E{Wb) = 0. Gra jest wiec sprawiedliwa.

3. Gry Penneya i paradoksy zwigzane z nadziejg matematyczng

Wynik U-krotnego rzutu moneta jest pewna fc-wyrazowg serig ortow i re-
szek. Liczbe k nazywajmy dtugoscia serii. Ustalmy jeden taki wynik u>i powta-
rzajmy rzut monetg tak diugo, az ostatnie kK rzutéw da ten wynik. Rzucamy
wiec monetg tak dtugo, az uzyskamy serie u. Nazywajmy to doswiadczenie
oczekiwaniem na serie w. Niech Tw bedzie czasem czekania na serie v, wymie-
rzanym liczbg wykonanych rzutéw. Zainteresujmy sie wartoscig oczekiwang
zmiennej losowej Twdla v8 G {o, r}k.

W zbiorze {o, r}*, tj. w zbiorze serii o dtugosci k, okreslamy relacje byc
wolniejszg serig. Serie X nazywamy wolniejszg od serii y (zapisujemy X < Yy),
gdy prawdopodobienstwo, ze przy powtarzaniu rzutu monetg seria x pojawi
sie wczesniej niz seria y, jest mniejsze niz i.

Rozwazmy nastepujacag gre z udziatem dwu graczy. Kazdy z nich wybiera
sobie jeden z wynikéw fc-krotnego rzutu monetg (a wiec jedng z 2 k mozliwych
serii ortéw i reszek o diugosci k). Rzut moneta jest nastepnie powtarzany tak
dtugo, az ostatnie Kk rzutéw da jeden z tych wynikéw (a wiec gdy rzucanie
zakonczy sie jedng z dwu wspomnianych serii). Zwycieza gracz, ktérego seria
pojawita sie wczesniej. Opisana gra nalezy do klasy tzw. gier Penneya (zob.
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[10], str. 452-454). Interesuje nas problem sprawiedliwosci takiej gry5, jego
zwiazek z wartosciami oczekiwanymi czaséw czekania na kazda z wybranych
przez graczy serii, oraz zwiagzek z relacjg by¢ wolniejsza seria.

Opisanag gre mozna uogoélni¢ na przypadek trzech lub wiecej graczy (kazdy
wybiera inng serie ortdw i reszek). Mozna takze rozwazac¢ tego typu gre w
sytuacji, gdy gracze wybierajg serie ortéw i reszek o réznej dtugosci (nie jest
wowczas obojetne, jakie serie zostajg wybrane, aby zawsze zwyciezca mogt
zosta¢ wytoniony i to jednoznacznie, serie krotsze nie mogg zawiera¢ sie w
dtuzszych).

3.1. Szybsze i wolniejsze serie ortow i reszek oraz $rednie czasy
oczekiwania na takie serie

Wezmy Kk = 3 oraz cztery wybrane serie: oor, roo, rro i orr. Rysu-
nek 2 przedstawia graf stochastyczny dla oczekiwania na serie oor. Czas
oczekiwania na serie oor jest zarazem czasem btadzenia po grafie stocha-
stycznym z rys. 2. Korzystajagc z algorytmu Sredniego czasu bladzenia po
grafie stochastycznym ([16], str. 167)
znajdzmy S$redni czas oczekiwania na
te serie. Oznaczmy przez ex wartosc
oczekiwang czasu btadzenia po grafie
z rys. 2, gdy bigdzenie rozpoczyna sie
w wezle X.

Z algorytmu Sredniego czasu bladzenia po grafie stochastycznym wynika
nastepujacy ukiad réwnan.

Rozwigzujac powyzszy ukitad réwnan otrzymujemy: es= E(Toor) = 8.
Analogicznie znajdujemy $rednie czasy oczekiwania na pozostate serie. Mamy:
E(Toor) = E{Troo) —E(Trro)= E(Torr) = 8 ()

W zbiorze serii {oor, roo, rro, orr} wprowadzamy zdefiniowang wyzej rela-
cje by¢ wolniejszg serig. Poniewaz na kazda z tych serii czekamy Srednio tyle

5Mamy tu do czynienia z innym niz wczes$niej omawiane kryterium sprawiedliwosci gry.
Tego typu gre nazywamy sprawiedliwa, jesli dla obu graczy szanse na zwyciestwo sg réwne.
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samo czasu (por. (2)), zatem wydaje sie, ze kazda z tych serii jest tak samo
wolna (ani x nie jest wolniejsza niz y, ani y nie jest wolniejsza niz x).
Rozwazmy w tym kontekscie gre Penneya, w ktdrej dwaj gracze wybrali
dwie sposréd powyzszych serii. Rysunek 3 przedstawia graf stochastyczny
(jako plansze do tej gry) w sytuacji, gdy gracze wybrali serie roo i oor. Wyko-
rzystajmy graf do znalezienia prawdo-
podobienstwa, ze jedna z serii pojawi
sie wczesniej niz druga. Jesli pionek
btadzacy po grafie z rys. 3 trafi do we-
zta oor (ten wezet jest stanem pochta-
niajagcym, czyli jakby metg), to zna-
czy, ze seria oor pojawita sie wczesniej
niz seria roo. Wspomniane prawdopo-
dobienstwo znajdzmy za pomocag re-
gutly pochtaniania (zob. [16], str. 164).
Przez px-y, gdzie y nalezy do brzegu
grafu, oznaczmy prawdopodobienstwo
dotarcia z wezta x na grafie do wezia rys. 3.
brzegowego (mety) vy.
Mamy wiec

Rozwigzujac powyzszy ukiad réownan otrzymujemy ps- 00r = j, a poniewaz
dotarcie na grafie do mety oor jest réownoznaczne z pojawieniem sie serii oor
wczesniej niz roo, wiec

P(oor pojawi sie wczes$niej niz roo) = ~ < ~, czyli oor < roo.
Analogicznie

P(roo pojawi sie wczesniej niz rro) —:3 < 2 czyli roo < rro,

P(rro pojawi sie wcze$niej niz orr) = - < i, czyli roo < orr,
z

T
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zatem
oor < roo, roo < rro, rro < orr 3)

seria oor jest wolniejsza niz seria roo i seria roo jest wolniejsza niz rro i rro
jest wolniejsza niz orr co wydaje sie by¢ paradoksalne, bo niespodziewane i
zaskakujace, sprzeczne z réwnoscig $rednich czaséw oczekiwania na kazdag z
serii.

Wydaje sie oczywiste, ze relacja ,,by¢ wolniejsza serig” jest przechodnia.
Na tej podstawie wnioskujemy z (3), ze oor < orr. Tymczasem mamy:

1
P{orr pojawi sie wczes$niej niz oor) = 3 czyli orr < oor.

Wykazalismy zatem, ze relacja ta nie jest przechodnia. Takze i ten fakt nie-
przechodniosci omawianej relacji mozna uzna¢ za zaskakujacy wrecz paradok-
salny, bo niezgodny z naszymi intuicjami.

Warto zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo zdarzenia

{roo pojawi sie wczes$niej niz oor}

mozna odczyta¢ wprost z grafu stochastycznego z rys. 3. Z wezla r wszystkie
trasy prowadza do wezta roo, zatem dotarcie do wezia r jest réwnoznaczne
z dotarciem do wezta roo. Szukane prawdopodobienstwo jest prawdopodo-
bienstwem dotarcia ze startu s do wezta r, a to jest réwne sumie prawdopo-
dobienstw odpowiadajacych trasom: s—tr i s—>0—»r, czyli wynosi 5+ T tj.
3,

Graf stochastyczny jest tu srodkiem argumentacji i racjonalizacji rachun-
kéw, odnoszacych sie do przeliczalnych przestrzeni probabilistycznych.

Na zajeciach ze studentami ten przyktad odgrywa szczegolng role w ksztat-
towaniu pojecia nadziei matematycznej oraz — og6lnie — w ksztattowaniu
intuicji stochastycznych jako waznego aspektu kultury matematycznej. W
stochastyce znanych jest wiele paradokséw, ktorych istotg jest nieprzechod-
nios¢ pewnych relacji ([11], [3]). Nie sa one obecne w ujeciach akademickich
rachunku prawdopodobienstwa, a mozna i nalezy je wykorzysta¢ do ksztatce-
nia stochastycznego, ogélnomatematycznego i ogdlnego (por. [17]).

3.2. Paradoksy zwigzane z czasem oczekiwania na serie ortow
i reszek oraz czasem trwania gry Penneya
i jej sprawiedliwoscia
Z poprzednich rozwazan wynika, ze $redni czas oczekiwania na kazdg z
serii ui = oor, uz —roo, Us = rro i Us = orr wynosi 8 (por. (2)). Rozwazmy
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gre Penneya w sytuacji, gdy gracze wybrali dwie sposréd tych serii. Przepro-
wadzane w grze Penneya doswiadczenie losowe jest oczekiwaniem na jedng z
wybranych serii.

Wydaje sie oczywiste, ze:

1) Sprawiedliwo$¢ gry Penneya z udzialem dwu graczy jest réwnowazna z
rownoscia srednich czaséw oczekiwania na kazda z serii oddzielnie. Z
faktu, ze E(Toor) —E(Troo) = E(Trro) = E(Torr) = 8zdaje sie wynikag,
ze dla kazdych dwu z powyzszych serii, gra jest sprawiedliwa. Czy tak
jest rzeczywiscie?

2) Jesli sredni czas czekania na kazdg z dwu serii wynosi m, to $redni czas
trwania gry Penneya takze jest rowny m. Z faktu, ze $redni czas czekania
na kazda z serii wynosi 8 zdaje sie wynikaé, ze éredni czas trwania gry
powinien tez wynosi¢ 8. Czy tak faktycznie jest?

Powyzsze dwa przypuszczenia sg btedne.

Odpowiedz na pierwsze pytanie jest negatywna, poniewaz tylko dla serii u)\

i uBoraz dla serii u;2i grajest sprawiedliwa (szanse wygrania graczy przy ich
wyborze wynoszg 1:1). Dla pozostatych serii szanse te wynoszg odpowiednio:
— 1.2, dia serii 14 i ui\ orazserii wZ2i ¥3,
— 1:3, dla serii wi i W2 orazserii w3 i ad.

Odpowiedz na drugie pytanie jest réwniez negatywna, poniewaz S$redni
czas trwania gry (mozna go prosto wyznaczy¢ za pomocag algorytmu Sredniego
czasu bigdzenia po grafie stochastycznym) wynosi:

— 7. gdy wybrane serie to: serii U;2i u4,

— 67, w przypadku serii wi i w2 oraz serii L i u4,

— 57, dlaserii i v orazserii in3

— 5, dla serii i Us.
W kazdym przypadku s$redni czas trwania gry Penneya jest krotszy od Sred-
niego czasu oczekiwania na poszczegoélne serie.

Rozwigzania obu powyzszych probleméw ujawniaja kolejne zaskakujace
fakty. Aby je wyjasni¢ na gruncie rachunku prawdopodobienstwa nalezy od-
wotac¢ sie do pojecia przestrzeni probabilistycznej jako modelu doswiadczenia
losowego. Sredni czas oczekiwania na kazda z serii obliczany jest w innej
przestrzeni probabilistycznej, a czas trwania gry Penneya oraz prawdopodo-
bienstwa wygrania wyznaczane sa w jeszcze innej przestrzeni. Poréwnywanie
rezultatow obliczen w réznych przestrzeniach moze by¢ pozbawione sensu (tak
wilasnie jest w opisanej sytuacji) i prowadzi do paradoksalnych wnioskow.

Rozwigzanie problemu s$rednich czaséw czekania na kazdg z serii tui, #j2,
Uk io0Js oraz sredniego czasu trwania gry Penneya, inspiruje kolejne pytania:
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— Czy dla pozostatych par serii ortow i reszek dtugosci trzy jest podobnie?

— Czy tak jest tylko w grze z udziatem dwu graczy, czy takze z udziatem
trzech graczy?

— Czy tak jest przy seriach innej dtugosci niz trzy?
— Czy tak jest w przypadku serii, z ktorych kazda ma inng dtugos¢?

Ostatnie pytanie wigze sie z wersjg gry Penneya, w ktorej kazdy z graczy
wybiera serie ortéw i reszek dowolnej dtugosci. Niech ujk 6 {o, r}toraz Ug €
{o, r}m. Woéwczas u\ jest wynikiem b-krotnego rzutu monetg, Ug wynikiem
m-krotnego rzutu moneta. Zatézmy, ze m ¢ K. Rzut moneta powtarzany jest
tak dtugo, az:

albo k ostatnich rzutéw da wynik uA — wtedy zwycieza G a,
albo m ostatnich rzutéw da wynik ujg — wtedy zwycieza G B-
Sformutujmy nastepujgca hipoteze:

Sredni czas trwania gry Penneya, niezaleznie od liczby graczy i niezaleznie
od dtugosci wybieranych serii, jest zawsze krotszy od sredniego czasu oczekiwa-
nia na kazda z serii oddzielnie.

W przypadku kazdych dwu réznych serii o dtugosci 2 $redni czas trwania
gry Penneya z udziatlem dwu graczy wynosi 3.

W przypadku serii o dtugosciach nie wiekszych niz 3, Srednie czasy trwania
gry Penneya z udziatem dwu graczy zebrano w tabelach 2 i 3. Kazdy wiersz
i kazda kolumna odpowiadajg pewnej serii ortéw i reszek. Na skrzyzowaniu
j-tego wiersza z k-tg kolumnag wpisano $redni czas trwania gry, gdy gracze
wybrali serie odpowiadajace j-temu wierszowi i k-tej kolumnie. Znak X, na
skrzyzowaniu j-tego wiersza z k-tg kolumng oznacza, ze nie jest rozpatrywana
para serii odpowiadajgca temu wierszowi i tej kolumnie, gdyz dla takiej pary
serii nie jest mozliwe zwyciestwo ktéregos z graczy (np. dla pary serii oo i oor
zwyciestwo gracza, ktéry wybrat serie oor nie jest mozliwe), albo zwyciezcy
nie mozna wytoni¢ jednoznacznie (np. dla pary serii 00 i roo).

000 Oor oro orr roo ror rro rrr

oo X X 43 4 X 8 4 4
I .

or %21 X X (?2 X 632 LL

ro 8 ;1; é'tzl X X X 4

rr 4 4 By X 4 \$ X X

tabela 2.
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Tabela 2 prezentuje Srednie czasy trwania uogdélnionej gry Penneya z udzia-
tem dwu graczy w sytuacji, gdy jeden z graczy wybrat serie dtugosci 2, a drugi
serie dtugosci 3.

W tabeli 3 zebrano S$rednie czasy trwania gry Penneya z udzialem dwu
graczy w sytuacji, gdy kazdy z graczy wybrat serie dtugosci 3.

o000 X

oor 7

oro 4 6 X

orr g 6 X

roo 7 L 6 5 X

ror .5 4 7 6 6 X

rro o5 5 {é; |_|I 6 X

rrr S Dps 7 4 4 7 X

000 oor oro orr roo ror rro rrr

tabela 3.

Rozwazmy gre Penneya, w ktorej dwaj gracze wybrali serie ooo i oor. Z
oczywistych symetrii wynika, ze po uzyskaniu dwoéch ortéw pod rzad, wypad-
niecie orta w nastepnym rzucie jest tak samo prawdopodobne jak wypadniecie
reszki. Zatem prawdopodobienstwo, iz seria ooo pojawi sie wczesniej niz seria
oor jest rowne prawdopodobienstwu, ze seria oor wypadnie wczesniej niz 0oo.
Opisana gra Penneya jest wiec sprawiedliwa. Jezeli Tooo jest czasem oczeki-
wania na wypadniecie trzech ortéw pod rzad, Toor za$ czasem oczekiwania na
wypadniecie po dwoéch ortach reszki, to wydaje sie oczywistym, ze $redni czas
oczekiwania na wypadniecie kazdej z dwdch serii jest taki sam. Tymczasem
E(T000) > E(Toor). Mamy bowiem E(TQJ) = 14 (co tatwo policzy¢ korzy-
stajac z algorytmu Sredniego czasu biadzenia po grafie stochastycznym) i jak
pokazaliSmy wczes$niej E(Toor) = 8 (zob. (2)). Z faktu, ze przy seriach u=a i
wg gra Penneya jest sprawiedliwa nie wynika, ze $rednie czasy czekania na
kazdag z tych serii sg réwne.

Na zajeciach ze studentami padta propozycja nastepujgcej argumentacji
przy znajdowaniu Sredniego czasu czekania na serie o dtugosci 3.

Seria oor jest jednym spo$réd osmiu, jednakowo prawdopodobnych, wynikéw
trzykrotnego rzutu monetg, prawdopodobienstwo jej uzyskania wynosi |. Po-
traktujmy uzyskanie serii oor jako sukces. Trzykrotny rzut monetg staje sie
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wtedy probg Bernoullego o prawdopodobienstwie sukcesu réwnym Powta-

rzajmy prébe Bernoullego tak ditugo, az uzyskamy sukces, tj. serie oor. Niech

C Oor bedzie czasem oczekiwania na pierwszy sukces, wtedy E (Coor) = T = 8.
8

Liczba s jest tez Srednim czasem czekania na serie oor (patrz (2)) znalezionym
w oparciu o algorytm Sredniego czasu bladzenia po grafie stochastycznym.

Pojawiaja, sie w tym kontekscie pytania:

— Czy ta identycznos$¢ wynikow liczbowych to tylko przypadek, czy pewna
prawidtowos¢?

— Czy dla pozostatych serii ortéw i reszek o dtugosci 3, oba sposoby obli-
czania dadza réwne wartosci liczbowe?

— Czy zaprezentowana metoda jest poprawng metoda obliczania Sredniego
czasu oczekiwania na serie oor?

Poszukiwanie odpowiedzi na te pytania wigze sie takze z ksztaltowaniem
pojecia nadziei matematycznej.

Kazdy z wynikoéw trzykrotnego rzutu monetg jest jednakowo prawdopo-
dobny. Kazdy wynik (rozpatrywany osobno) mozemy traktowac jako sukces.
Jesli u jest prawdopodobienstwem sukcesu w prébie Bernoullego, to wartos¢
oczekiwana czasu oczekiwania na pierwszy sukces jest réwna i. Sredni czas
oczekiwania na kazdy z tych wynikéw wynosi zatem 8.

Sredni czas oczekiwania na poszczegélne serie, znaleziony w oparciu o al-
gorytm Sredniego czasu blgdzenia po grafie stochastycznym, wynosi:

— 8, dla kazdej z serii: oor, roo, rro, orr,
— 10, dla serii oro i serii ror,
— 14, dla serii rrr i serii ooo.

R6zne wartosci srednich czaséw czekania na poszczegoélne serie, dajg podstawy
do kwestionowania poprawnosci metody, w ktorej, do obliczania $redniego
czasu oczekiwania na serie u, korzysta sie ze wzoru na warto$¢ oczekiwang
czasu oczekiwania na pierwszy sukces. Rodzi sie zatem pytanie: Gdzie tkwi
btad?

Jesli serie w0 dtugosci 3 (jako wynik trzykrotnego rzutu monetg) traktu-
jemy jako sukces, to prébg Bernoullego jest trzykrotny rzut monetg. Ocze-
kiwanie na serie w polega na powtarzaniu pojedynczego rzutu monetg az do
uzyskania serii w, oczekiwanie na pierwszy sukces polega w tym przypadku
na powtarzaniu trzykrotnego rzutu monetg az zakonczy sie on wynikiem u.
Czas oczekiwania na pierwszy sukces nie jest zatem czasem oczekiwania na
serie w. Sredni czas oczekiwania na pierwszy sukces, gdy tym sukcesem jest
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w (czas wymierany liczbg wykonanych rzutéw monetg) wynosi 8 <3, czyli 24
rzuty moneta.

Zaprezentowane powyzej paradoksy ujawniaja jak btedne sg nasze intuicje
stochastyczne zwigzane z pojeciami wartosci oczekiwanej i prawdopodobien-
stwa. Paradoksy te, moga by¢ wykorzystane w procesie ksztattowania wasci-
wych intuicji stochastycznych. Praca ukazuje konieczno$¢ odwotywania sie we
wnioskowaniach stochastycznych do podstawowego pojecia rachunku prawdo-
podobienstwa, jakim jest pojecie przestrzeni probabilistycznej. Dostarczajg
zarazem temu pojeciu silnych motywacji. Niniejsze rozwazania dotyczg szcze-
golnej filozofii ksztatcenia stochastycznego, opartej na procesie konstruowania
i badania przestrzeni probabilistycznych jako szczegélnego matematycznego
narzedzia opisywania i badania zaréwno matematycznych jak i pozamatema-
tycznych sytuacji i towarzyszacych im stosunkow jakosciowych i iloSciowych.

Analogiczna sytuacja, jak w omawianym przypadku, gdy z réwnosci warto-
$ci oczekiwanych wnioskowano o sprawiedliwosci gry, pojawita sie na zajeciach
ze studentami przy analizie innej gry. W grze kazdy z dwu graczy wybiera
jedna z ruletek z rys. 4 (w [2] nazywa sie je nieprzechodnimi ruletkami Die-
tricha Morgensterna, por. takze [16], str. 389 i 340). Nastepnie kazdy losuje
liczbe za pomocg swojej ruletki a zwycieza ten, kto wylosuje wieksza liczbe.
Z dwu ruletek rj i r*, ruletke rj nazywamy lepsza, jesli szanse gracza, ktory
losuje liczbe ruletka rj sa wieksze od szans jego przeciwnika w grze, ktory
losuje liczbe ruletka r*. Jesli w przypadku tych ruletek gra jest sprawiedliwa,
to nazywamy je réwnie dobrymi.

Niech Xj bedzie liczbg wylosowang za pomocg ruletki rj (j = 1,2,3).
Mamy M"(Ai) = E(X2) = E(X3) = 5. Z réwnosci wartosci oczekiwanych zdaje
sie wynikac, ze kazde dwie z powyzszych ruletek sg rownie dobre (dajg graczom
rowne szanse). Tymczasem ruletka r\ jest lepsza od r2, r2 jest lepsza od r3, r3
jest lepsza od ! (por. [16], str. 390). Wnioskowanie o sprawiedliwosci gry na
podstawie réwnosci wartosci oczekiwanych nie jest w tej sytuacji poprawne.

Wartosci oczekiwane wylosowanej liczby dla kazdej z ruletek oblicza sie w
innej przestrzeni probabilistycznej, a rozstrzyganie, ktora z ruletek jest lepsza
odbywa sie w przestrzeni bedacej produktem kartezjanskim tamtych dwu.
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Problem sprawiedliwosci gry wiagze sie tu z obliczaniem prawdopodobien-
stwa dwu zdarzen, w powyzszej sytuacji odwotano sie do nadziei matematycz-
nej. Mozna tu, podobnie, jak wczesniej (por. problem 1) na str. 131), méwic
o niewtasciwych skojarzeniach tych dwu probabilistycznych poje¢ (by¢ moze
zasugerowanych przypadkami gier, w ktérych za udziat trzeba optacaé¢ wstep,
a wygrana jest zmienng losowa).

4. Sredni czas oczekiwania na pierwszy sukces jako $redni czas
btgdzenia po réznych grafach

Rysunek 5a przedstawia graf stochastyczny dla oczekiwania na pierwszy
sukces, tzn. powtarzania proby Bernoullego dopoéty, dopodki nie zakonczy sie
ona sukcesem, ktérego prawdopodobienstwo wynosi u. Czas oczekiwania, od-
mierzany liczbg wykonanych préb az do uzyskania sukcesu, jest czasem btgdze-
nia po tym grafie, tj. liczbg krawedzi trasy, ktérg pionek przebywa w trakcie
btgdzenia po grafie.

Zatézmy, ze dwaj gracze Ga i Gb przeprowadzajg na przemian wspo-
mniang probe, a zwycieza ten, kto pierwszy uzyska sukces. Liczba wykonanych
w tej grze prob jest czasem trwania gry, a zarazem jest ona czasem oczekiwa-
nia na pierwszy sukces i rownoczesnie czasem biadzenia po grafie z rys. 5b.
Ten graf jest jakby planszg do gry.

Zatézmy, ze w analogicznej grze uczestniczy trzech graczy. Teraz planszg
do gry jest grafz rys. 5¢c. Czas trwania tej gry jest takze czasem oczekiwania
na pierwszy sukces i zarazem czasem bigdzenia po grafie z rys. 5c. Przez
a, b, c na rys. 5 oznaczono mety, do ktérych dotarcie jest rownoznaczne ze
zwyciestwem odpowiednio gracza Ga, Gb, Gc-

Kazdy z tych graféw moze stuzy¢ do obliczania (za pomocag odpowiedniego
algorytmu) wartosci oczekiwanej czasu oczekiwania na pierwszy sukces jako
Sredniego czasu btadzenia po grafie. Na pytanie jaki jest sredni czas btadzenia
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po kazdym z graféw, czesto pada odpowiedz, ze $redni czas btgdzenia po grafie
z rys. 5c jest wiekszy od Sredniego czasu btadzenia po grafie z rys. 5b, a
ten z kolei jest wiekszy od Sredniego czasu btadzenia po grafie z rys. 5a. Te
nieréwnosci wynikajg — zdaniem studentéw — z ,rozmiaréw” graféw, sajakby
zasugerowane przez te ,rozmiary”. Im wiecej krawedzi ma graf, tym Sredni
czas bladzenia po nim wydaje sie wiekszy. Takie btedne wnioskowanie jest
prawdopodobnie wynikiem stosowania strategii heurystycznych Kahnemana-
Tversky’ego. Mozna w tym kontekscie mowi¢ o strategii C (Anchoring) ([20]
oraz [16]).

Aby uswiadomi¢ studentom btednos$¢ takiego wniosku mozna zapropono-
wac na zajeciach nastepujgca procedure. Wybierzmy trzy osoby przydzielajac
kazdej jeden z graféw z rys. 5a-5c. Nastepnie rzucajmy monetg. Wyrzucenie
reszki traktujmy jako sukces. Powtarzajmy rzut monetg tak diugo, az wy-
padnie reszka. Kazda z trzech wybranych oséb protokotuje na swoim grafie
przebieg oczekiwania na reszke (po kolejnym rzucie monetg przesuwajgc pio-
nek wzdtuz krawedzi odpowiadajgcej porazce, gdy wypadnie orzet, a wzdtuz
krawedzi odpowiadajgcej sukcesowi, gdy wypadnie reszka). Wraz z wypad-
nieciem reszki kazdy trafia ze swym pionkiem na brzeg grafu (do mety). Ten
fakt pozwala zauwazy¢, ze czas btadzenia po kazdym z tych trzech graféw, jest
czasem oczekiwania na pierwszy sukces, a wiec srednie czasy btagdzen po tych
grafach sa réwne.

5. Pewne zaskakujgce wtasnosci nadziei matematycznej zmiennych
losowych zwigzanych ze schematami urnowymi

5.1. Niezalezno$¢ Sredniej liczby skojarzen od liczby kul i od typu
losowania

Z urny o s ponumerowanych kulach losujemy k razy kule. Zatézmy, ze
K < s. Mowimy o skojarzeniu jezeli numer wylosowanej kuli jest zgodny z
numerem etapu, na ktdrym ona zostata wylosowana. Wydaje sie oczywiste,
ze wartos¢ oczekiwana liczby skojarzen w takiej sytuacji powinna zaleze¢ od
typu losowania. Niech Wb bedzie liczbg skojarzen w przypadku losowania bez
zwracania, Wz zas$ liczba skojarzen w przypadku losowania kuli ze zwracaniem.
Fakt, ze E(Wb) = E(W2 = j, jest zawsze dla studentéw sporym zaskocze-
niem. Zilustrujmy te paradaksalng sytuacje na przyktadzie nastepujacej gry:

Za udziat w grze ptaci sie wstep i dostaje prawo do losowania s razy kuli z
urny o s ponumerowanych kulach a wygrywa tyle zlotéwek ile nastgpi skoja-
rzen. Tego typu gra jest sprawiedliwa jesli optata za udziat w grze jest réwna
wartosci oczekiwanej wygranej gracza. Przed losowaniem masz prawo zdecy-
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dowac, czy kule bedziesz losowal ze zwracaniem, czy bez. Przy jakiej optacie
za wstep do gry jest ona sprawiedliwa gdy kule losuje sie ze zwracaniem, a
przy jakiej, gdy bez zwracania?

Wydaje sie oczywiste, ze optata za wstep do gry sprawiedliwej powinna
zaleze¢ zaréwno od s jak i od typu losowania. Fakt, ze niezaleznie od liczby
kul i niezaleznie od typu losowania wstep do gry sprawiedliwej kosztuje 1 zt
wydaje sie paradoksalny.

Fakt, ze E(Wb) = j, jest na ogot znany. O S$redniej liczbie skojarzen w
takim losowaniu bez zwracania wspomina sie w literaturze probabilistycznej
(por. Bernoullego-Eulera problem pomieszanych listéw, problem Montmorta,
[16], str. 81). O skojarzeniach w przypadku losowania ze zwracaniem raczej
sie nie wspomina.

Zat6zmy, ze kule sag losowane ze zwracaniem. Wynikiem fc-krotnego lo-
sowania ze zwracaniem kuli z urny o s ponumerowanych kulach jest kK wy-
razowa wariacja zbioru {1,2,3,..., s}, j-ty wyraz tej wariacji oznacza numer
kuli wylosowanej za j-tym razem. Mamy sk wszystkich mozliwych i jedna-
kowo prawdopodobnych wynikéw. Model probabilistyczny doswiadczenia jest
klasyczny. Niech Wz bedzie liczbg wygranych ztotéwek w losowaniu ze zwra-
caniem. Przez Lj oznaczmy liczbe ztotowek wygranych za wynik y-tego etapu
losowania. Woéwczas

Wz —Li+ Z2+ L3 + eee+ LKk,

E(L,) = PIL1= = =
E(W2 = E(L,+ L, + »-+ Lt)= E(LI)+ E{L2)+ ...+ E(Lt) = K m-
S
_h
S

Zatem E(Wb) = E(W2 = j. Gdy losujemy s razy (k = s), to $rednia liczba
wygranych ztotéwek nie zalezy ani od typu losowania ani od s i wynosi 1.

Zauwazmy, ze w przypadku losowania ze zwracaniem liczba losowan moze
by¢ wieksza od liczby kul. W tym przypadku wartos$¢ oczekiwana liczby sko-
jarzen nie zalezy od liczby losowan i dla kazdego s wynosi 1.

Srednie wygrane w obu wariantach gry sg identyczne, zatem oplata za
udziat w grze nie powinna zaleze¢ od sposobu losowania. Ponadto optata ta
nie powinna zaleze¢ od s. Gdy losujemy co najmniej s razy, to przy optacie
rownej 1zt gra jest sprawiedliwa. Te wnioski stanowigce faze interpretacji sg
na ogot dla studentéw zaskakujace.
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5.2. Niezalezno$¢ Sredniej sumy numeréw wylosowanych kul
od typu losowania jako kolejna zaskakujaca wtasnos$¢ nadziei
matematycznej

W grze losuje sie kK razy kule z urny o s ponumerowanych kulach. Zat6zmy,
ze K < s. Za udziat w grze gracz ptaci m zt i wygrywa tyle ztotowek ile wynosi
suma numeréw wylosowanych kul. Przed losowaniem gracz podejmuje decyzje
co do sposobu losowania. Rozwazmy decyzje:

db — kule beda losowane bez zwracania,
dz — kule bedg losowane ze zwracaniem.

W losowaniu ze zwracaniem mozna wygrac¢ wiekszg kwote, wiec wydaje
sie oczywiste, ze w przypadku decyzji dz optata za wstep do gry powinna by¢
wieksza. Optata ta powinna zaleze¢ od sposobu losowania.

Niech Vz oznacza sume numeréw wylosowanych kul w losowaniu ze zwra-
caniem, a Vj niech oznacza numer kuli wylosowanej za j-tym razem (j =
1.2, ...,k) w tym losowaniu. Vz i Vj sa zmiennymi losowymi, ktére mozna
rozpatrywa¢ w tej samej przestrzeni probabilistycznej i vz = Ylj=i Yj oraz
E(VZ) = Ylj=i E(V]j). Kazda ze swoich wartosci zmienna losowa Vj przyjmuje
z jednakowym prawdopodobienstwem réwnym a zatem

E{VJ) = "(I + 2+ 3+ ---+ S) = -- |+ £ es
S s
oraz
Ew)=t.4r =k4 A -
j-1
Niech Vb bedzie sumg numeréw wylosowanych kul w losowaniu bez zwra-

cania. Rozktad zmiennej ma $rodek symetrii, wiec warto$¢ oczekiwana tej
zmiennej losowej jest srednig arytmetyczng liczb

vmin —1+ 2+ 3+ -- -+A:,
vmax —s + (s—1)+ (S—2)+ —-h(s—fc 1),
czyli E(Vb =
Mamy zatem réwnos¢ E(VZ = E(Vb), ktéra jest bez watpienia faktem

zaskakujacym. Jest to kolejny paradoks zwigzany z nadziejg matematyczna.

Srednie wygrane w obu przypadkach sg identyczne. Zatem oplata za wstep
nie powinna zaleze¢ od sposobu losowania kul. Jesli gracz zamierzatby wiele
razy gracé, to jest obojetne jaki schemat losowania wybierze.



140 Barbara Nawolska

Przy znajdowaniu wartosci oczekiwanej zmiennej losowej \, zostaty wyko-
rzystane wlasnosci tego pojecia wynikajace z interpretacji fizycznej rozkitadu
zmiennej losowej. Liczbe P(Vt=2z) interpretujmy jako mase skupiong na pro-
stej w punkcie o wspoétrzednej x. Warto$¢ oczekiwana, jest w tej fizycznej
interpretacji rozktadu, wspoétrzedna srodka ciezkosci uktadu mas (tj. rozkiadu
jednostkowej masy na prostej). Poniewaz rozkiad ten ma Srodek symetrii
wiec Srodek ciezkosci (czyli wartos¢ oczekiwana) jest $Srednig arytmetycznag
najmniejszej i najwiekszej wartosci zmiennej losowej.

W przytoczonych rozwazaniach zwigzanych z niezaleznoscig wartosci ocze-
kiwanych pewnych zmiennych losowych (liczby skojarzen, sumy numeréw wy-
losowanych kul) od sposobu losowania (ze zwracaniem lub bez) korzystano
z wlasnosci nadziei matematycznej jaka jest jej addytywnosé. Trudny raczej
do zaakceptowania (przez studentow) bywa fakt, ze warto$¢ oczekiwana sumy
zmiennych losowych jest réwna sumie ich wartosci oczekiwanych takze w sy-
tuacji gdy te zmienne losowe sg zalezne. Te wiasno$¢ mozna odkry¢ w trakcie
rozwigzywania nastepujacego zadania:

Z zestawu czterech monet o nominatach 1, 2, 5 i 10 groszy losuje sie trzy razy
monete bez zwracania. Wygrana jest sumga nominatéw wylosowanych monet.
Niech Xj bedzie nominatem monety wylosowanej za j-tym razem (J = 1,2,3).
Wygrana W jest zmienng losowg i W = Xy + X2+ X3. Wykaz, ze E(W) =
E(XD)+ E(X2)+ E(X23).

Ostatnia rownos$¢ wydaje sie paradoksalna. Zmienne losowe X\, X2\ X3
nie sg bowiem niezalezne, a intuicja podpowiada, ze ta niezaleznos$¢ jest istot-
nym zatozeniem w twierdzeniu o addytywnos$ci nadziei matematycznej.

6. Paradoks petersburski w procesie ksztattowania pojecia nadziei
matematycznej

Rzut monetg powtarzany jest tak dtugo, az wypadnie reszka. Jezeli reszka
pojawi sie w r-tym rzucie to gracz wygrywa 2r ztotéwek. Zatem po kazdym
rzucie moneta wygrana sie podwaja. Jakiej wygranej moze oczekiwac¢ gracz?
lle warto zaptaci¢ za udziat w tej grze?

Gra konczy sie po A;-tym rzucie z prawdopodobienstwem ~ zatem, jezeli
W jest wygrang gracza, to jej wartos¢ srednia powinna by¢ sumag szeregu:

Szereg ten jest jednak rozbiezny. Ten fakt sugeruje, ze za udziat w grze
warto zaptaci¢ dowolnie wysoka stawke. Jest to paradoksalne zwilaszcza gdy
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zauwazymy, ze Sredni czas trwania tej gry wynosi 2.

Paradoks ten moze odegra¢ pewng role w ksztattowaniu pojecia nadziei
matematycznej. Chodzi tu o wyeksponowanie kryteriow poprawnosci definicji
wartosci oczekiwanej.

7. Srednia liczba potomkéw w procesie galgzkowym

Rozwazmy jeszcze jeden zaskakujgcy fakt zwigzany z nadziejg matema-
tyczna.

W teorii procesow gatgzkowych (zob. np. [7]) rozwaza sie czgstki, ktore we-
dtug okreslonego modelu probabilistycznego produkuja ,,pokolenie swych po-
tomkoéw” . Liczba potomkéw danej czastki w pierwszym pokoleniu jest zmienng
losowg Li o zadanym rozktadzie pi. Na zajeciach ze studentami moéwimy o
bakteriach. Jezeli na poczatku w probdéwece jest jedna bakteria, to z prawdo-
podobienstwem Uk, gdzie k = 0,1,2 i Yll=ouk = 1) bakteria ta ,produkuje”
K potomkoéw. Przypusémy, ze z prawdopodobienstwem:

L = | bakteria moze zginac,

u\ = i moze przezy¢ nie rozmnazajac sie,

U2 = | bakteria moze rozmnozy¢ sie przez podziatl na dwie identyczne
bakterie.

Tak powstaje pierwsze pokolenie bakterii. W drugiej jednostce czasu kon-
stytuuje sie, wedilug tego samego modelu, drugie pokolenie bakterii. Niech
Ln bedzie liczbg bakterii w n-tym pokoleniu (jakby w chwili n). Na pyta-
nie: jaka liczba bakterii w drugim pokoleniu jest najbardziej prawdopodobna,
pada odpowiedz, ze liczba 4, podczas gdy najbardziej prawdopodobng liczba
jest liczba 0.

Jesli wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej L\ jest rowna a, to mozna wy-
kazaé¢, ze E(Ln) = a" co jest rowniez faktem zaskakujacym.

8. Uwagi koncowe

W pracy przedstawiono pewng, mato eksponowang w kursach stochastyki,
rodzine paradokséw zwigzanych z nadziejg matematyczng oraz propozycje ich
wykorzystania do:

— ksztaltowania pojecia nadziei matematycznej,
— odkrywania definicji tego pojecia,

— odkrywania jego wiasnosci,
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— ksztattowania intuicji stochastycznych jako waznego aspektu kultury
matematycznej,
— matematycznej aktywizacji studenta (a takze i ucznia w szkole),

Zaprezentowane problemy moga stac¢ sie inspiracjg do poszukiwania zrodet
btednych rozumowan i stuzy¢ gtebszemu zrozumieniu istoty i metodologii ra-
chunku prawdopodobienstwa, a takze przyczyni¢ sie do ksztattowania intuicji
stochatycznych.

Nie bez znaczenia jest fakt, ze zajecia na ktdrych wykorzystywane sa pa-
radoksy, sa ciekawsze, bardziej zajmujgce i bardziej aktywizujgce studenta
(ucznia).
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